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PREFAZIONE  ALLA  PRIMA  EDIZIONE 


Per  far  cosa  grata  ai  miei  8tadenti|  mi  son  deciso  a 
raccogliere  queste  lezioni.  Ma  io  spero  che  questo  trattato 
possa  destare  qualche  interesse  presso  un  pubblico  più  rasto; 
non  già  per  i  risultati,  tutti  noti  ed  ormai  classici,  che  esso 
contiene,  bensì  per  l'indirizzo,  in  parte  nuovo,  che  lo  ispira  (1). 

Nell'Università  di  Boma  infatti,  per  iniziativa  del  pro- 
fessore Cremona  (di  cui  noi  tutti,  discepoli  ed  ammiratori, 
piangiamo  la  perdita)  e  del  prof«  Gebsuti,  ai  corsi  tradi- 
zionali di  Geometria  proiettiva  sintetica  e  di  Geometria  ana- 
litica si  volle  sostituire  un  unico  insegnamento,  allo  scopo 
di  associare,  in  armonica  unione,  i  due  metodi  cui  la  Geo- 
metria deve  le  sue  vittorie,  e  rivolgerli  insieme  ad  accre- 
scere la  cultura  scientifica  dei  giovani.  Come  io  abbia  tra- 
dotto in  atto  tale  pensiero  apparirà  dalla  presente  opera. 

In  essa  il  lettore  non  deve  adunque  cercare  quella  unità 
di  mezzi,  quella  purezza  di  linee,  che  attribuiscono  ad  un 
trattato  di  Geometria  proiettiva  i  caratteri  di  un'opera 
d'arte.  Ma  non  troverà  nemmeno  traccia  dello  sforzo,  a  cui 
deve  adattarsi  chi  vuole  da  un  unico  punto  di  vista  osser- 
vare un  orizzonte  troppo  vasto.  Ogni  questione  vien  qui 
discussa  col  metodo  che  più  si  presta  ad  approfondirla,  e 
vari  argomenti,  esaminati  sotto  molteplici  aspetti,  acquistano 
un  singolare  rilievo. 


(1)  Lo  stesso  ordine  di  idee  si  litro  va  nelle  Lesioni  di  Geometria 
proiettiva  ed  analitica  del  prof.  Del  Re  (Modena,  1900),  le  quali  però, 
nella  parte  «inora  nseita,  riguardano  soltanto  le  forme  ad  una  di> 
mentione. 
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I  mezzi  di  rìGerca,  di  cui  il  lettore  dispone  fin  dai  primi 
capitoli,  avrebbero  consentito  di  dare  al  mio  corso  una  mag- 
giore ampiezza  ed  un  carattere  più  elevato.  Non  ho  ceduto 
a  questa  tendenza,  pensando  che  i  giovani,  a  cui  le  mie 
lezioni  si  rivolgono,  sono  avviati,  per  la  maggior  parte,  alla 
Scuola  degli  Ingegneri;  perciò,  ad  es.,  nella  geometria  piana 
ho  fatto  uso  continuo  di  coordinate  cartesiane,  relegando 
in  alcuni  paragrafi  secondari  le  coordinate  proiettive,  che, 
a  giudicare  dal  titolo  della  presente  opera,  avrebbero  dovuto 
tenervi  una  parte  essenziale.  Ma,  pur  astraendo  dalla  ra- 
gione suddetta,  io  penso  che,  di  fronte  al  continuo  sviluppo 
deUa  scienza,  intesa  nel  senso  più  largo,  di  fronte  alle  co- 
gnizioni sempre  più  varie  che  ormai  si  esigono  da  ogni  spi- 
rito colto,  non  convenga  dare  ai  nostri  primi  corsi  univer- 
sitari una  soverchia  estensione.  Ciò  che  importa  è  di  mettere 
in  piena  luce  le  idee  larghe  e  feconde  che  reggono  un  de- 
terminato ramo  di  studi,  per  ricavarne  coi  mezzi  più  sem- 
plici i  risultati  essenziali,  lasciando  in  ombra  i  particolari 
minuziosi  che  solo  interessano  chi  di  tutta  la  scienza  guardi 
un  campo  ristretto. 

Ad  accrescere  in  varie  direzioni  la  cultura  dei  volon- 
téirosi,  ad  educarne  il  gusto,  provvedono  i  numerosi  esercizi 
di  cui  ho  voluto  arricchire  questo  volume.  Con  assidua  cura 
ho  cercato  di  disporli  in  ordine  logico,  distribuendoli,  per 
ciascun  capitolo,  in  gruppi,  a  seconda  delle  loro  mutue  af- 
finità, e  spesso  li  ho  fomiti  dì  un  cenno  di  risoluzione,  af- 
finchè il  lettore  possa  gradatamente,  e  senza  sforzo  ecces- 
sivo, giungere  a  nuove  verità  importanti  e  riposte.  E  nella 
scelta  ho  ricorso,  quante  volte  ho  potuto,  alle  opere  dei 
fondatori  della  Geometria  moderna,  procurando  sempre,  e 
cogli  esercizi,  e  col  testo,  e  colle  note  storiche  che  lo  ac- 
compagnano, di  far  penetrare  nello  studioso  lo  spirito  di 
quei  Grandi,  nei  quali  è  dubbio  se  debba  più  ammirarsi 
l'acume  dello  scienziato  o  la  grazia  dell'artista. 

Io  spero  che  quest'opera  possa  dare  ai  giovani,  cui  è 
dedicata,  solide  basi  per  progredire  negli  studi  geometrici; 
ad  essi  riuscirà  facile  ed  istruttivo  approfondire  in  vari 
punti  queste  prime  cognizioni  colla  lettura  di  qualcuno  degli 


ottimi  trattati,  ove  la  Geometria  proiettiva  o  Panalitica 
vengono  esposte  separatamente,  coi  metodi  propri  a  ciascuno 
dei  due  rami  (1). 

Non  mi  fermerò  qui  ad  enunciare  i  singoli  argomenti 
trattati  nel  presente  volume;  l'indice  particolareggiato,  di 
cui  esso  è  fornito,  provvede  a  ciò.  Ma  prima  di  chiudere 
queste  righe,  debbo  esprimere  viva  riconoscenza  al  dottor 
0.  BisooNomi  per  la  cura  con  cui  volle  disegnare  le  nu- 
merose figure  intercalate  nel  testo. 

Bama,  lugìio  1903. 


(1)  Fra  i  molti,  citerò  Bolo  quei  trattati  di  cui  ho  più  partioolar- 
mente  profittato  nella  redazione  di  quest'opera.  Per  la  Geometria 
aoalitioa: 

D'Ovidio,  O^ametria  analUica  (S""  edìz.),  Torino,  1903. 

Salmon,  a  ireaUse  on  Conie  SecHons;  opera  di  cui  esistono  tra- 
duzioni in  francese,  tedesco,  ed  anche  in  italiano  {Trattato  analitico  delle 
sejrioni  eoniehe.,;  Napoli,  1868),  quest'ultima  però  fatta  sopra  una  delle 
prime  edizioni  inglesi. 

Per  la  (geometria  proiettiva  : 

Staudt,  Die  Geometrie  der  Lage  (1847),  di  cui  fu  pubblicata  una 
traduzione  italiana  {Geometria  di  poeiaione,  Torino,  1889). 

Rbtb,  Die  Geometrie  der  Lage;  varie  edizioni  tedesche  (l'ultima 
in  3  voi.),  una  traduzione  francese  (in  2  voi.)  ed  una  italiana  del  l'' 
volume  {La  Geometria  di  poeieione,  Venezia,  1884). 

Enriques,  Legioni  di  Geometria  proiettiva  (Bologna,  1898  ;  due  edi- 
zioni successive). 

Delle  opere  italiane  pubblicate  dopo  il  1903,  indicherò  le  seguenti: 

Severi,  Complementi  di  Geometria  proiettiva  (Bologna,  1906). 

Bbrzolari,  Geometria  anàUtiea,  1  (ìiilano,  1911). 

Ci  AHI,  Legioni  di  Geometria  proiettiva  ed  anatitiea  (Pisa,  1912). 


PREFAZIONE  ALLA  SECONDA  EDIZIONE 


I  benevoli  giudizi,  con  cui  fu  accolta  la  prima  edizione 
di  quefito  Trattato  (1),  avrebbero  dovuto  indurmi  a  ripub- 
blicarlo integralmente,  solo  introducendo  qualche  ritocco 
che  i  ooUeghi,  sicuri  di  farmi  cosa  gradita,  vollero  suggerirmi. 

Ma  il  critico  più  severo  di  un^opera  è  talvolta  lo  stesso 
autore.  E  poiché  la  critica  riguardava  piuttosto  l'insieme  del 
libro,  che  le  singole  parti,  ho  creduto  opportuno  di  mutarne 
tutto  l'ordinamento  e  di  alterare  qua  e  là  gli  effetti  di 
ombra  e  di  luce. 

Due  criteri  mi  hanno  guidato.  In  primo  luogo  la  con- 
vinzione che  il  periodo,  ormai  trascorso,  in  cxd  la  nuova 
Geometria  andò  costituendosi,  abbia  lasciato  sussistere,  ac- 
canto al  solido  edifizio,  divenuto  stabile  conquista  della 
scienza,  anche  costruzioni  provvisorie  che  non  giova  più 
conservare.  Perciò,  mentre  ho  messo  in  piena  luce  i  concetti 
elevati  che  la  Geometria  proiettiva  introdusse  nelle  mate- 
matiche, ho  tolto  dal  testo  e  portato  negli  esercizi  una  serie 
di  risultati  minori,  a  cui  si  è  attribuito  talora  eccessiva  im- 
portanza, più  per  ragione  di  metodo  che  per  intrinseco 
valore. 

D'altra  parte  l'esperienza  didattica  mi  ha  insegnato 
come  sia  vantaggioso  far  percorrere  alla  mente  degli  allievi, 
per  quanto  è  possibile,  le  stesse  tappe  attraverso  a  cui  è 
passata  la  scienza  nel  suo  sviluppo.  Cosi,  nel  campo  ove  si 


(1)  Lemoni  di  Chometria  anàUtiea  e  proiettiva.  Società  Editrice 
Dante  Alighieri  di  Albrìghì,  Segati  e  C,  RomA.lCilano,  1903-1906. 
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svolge  questo  trattato,  ho  ricoDoscinto  non  esser  conveniente 
di  esporre  nella  scuola  le  vedute  e  il  linguaggio  della  nuova 
Geometria,  finché  una  sufficiente  conoscenza  della  (Geome- 
tria analitica  non  abbia  lasciato  apparire  l'utilità  di  quelle 
vedute,  e  l'opportunità  di  quel  linguaggio.  Perciò,  in  questa 
seconda  edizione,  ho  preferito  trattare  anzitutto  la  Geome- 
tria cartesiana  elementare  e  le  generalità  sui  luoghi  geome- 
trici, per  introdurre  poi  le  nozioni  fondamentali  di  Geome- 
tria proiettiva,  di  cui  l'importanza  apparisce  nella  teoria 
delle  coniche  e  quadriche,  che  costituisce  Pultima  parte 
del  corso. 

Avrei  potuto,  per  seguire  la  tendenza  che  oggi  prevale 
in  alcuni  trattati  stranieri,  far  uso  sistematico  del  metodo 
differenziale  nello  studio  delle  curve  e  delle  superficie.  Ma, 
pur  astraendo  da^li  inconvenienti  che  questo  indirizzo  avrebbe 
avuto  coll'ordinamento  attuale  del  nostro  primo  biennio  uni- 
versitario, mi  è  parso  inopportuno  di  staccare  le  applica- 
zioni geometriche  dal  corso  di  Calcolo  infinitesimale,  cui  si 
riferiscono,  giacché,  di  molte  teorie  astratte,  appartenenti 
al  detto  corso,  quelle  applicazioni  rivelano  la  ragione  sto- 
rica e  mettono  in  luce  l'interesse.  Associando,  al  contrario, 
la  Geometria  analitica  cogli  elementi  della  Geometria  pro- 
iettiva, mentre  si  evita  la  ripetizione  di  argomenti  che  fi- 
gureranno nel  corso  di  Analisi  infinitesimale,  si  riesce  d'altra 
parte  a  temperare  l'aridità  che  un  insegnamento  di  pura 
Geometria  cartesiana  presenterebbe. 

Collo  studio  costante  della  misura,  che  mi  son  prefisso 
in  tutti  i  capitoli  di  questo  Trattato,  io  confido  che  esso 
raggiunga  il  duplice  scopo  di  fornire  le  nozioni  geometriche 
fondamentali  agli  allievi  ingegneri,  senza  stancarli  con  inu- 
tili astruserie,  e  di  invogliare  i  giovani  diretti  alla  scienza 
ad  allargare  la  propria  cultura  in  campi  più  elevati. 

BoìMif  marzo  1909. 

La  terza  edizione  è  una  ristampa  della  seconda,  salvo 
lievi  ritocchi. 

Bamay  dicembre  }912. 


INTRODUZIONE 


1.  Oeometrla  •lementara  •  Gtometrla  analitica.  —  È  noto 
che  la  Geometria  elementare  assmise  presso  i  Greci  la  f orma, 
sotto  cui  anche  oggi  viene  insegnata  nelle  nostre  scuole;  e 
gli  Mementi  di  Euclide  (300  av.  Cr.)  forniscono  sempre  il 
modello  cui  s'ispirano  i  moderni  trattati.  Nel  Secolo  d?  oro, 
suGcessivo  ad  Euclide,  gli  stessi  metodi  vengono  applicati 
allo  studio  di  ntiovi  enti  e  di  nuovi  problemi.  Spiccano  so- 
pra gli  altri  (verso  il  200  av.  Cr.)  i  grandi  nomi  di  Apol- 
lonio e  di  Abchocede,  per  il  primo  dei  quali  è  titolo  di 
gloria  il  trattato  sulle  Sezioni  coniche,  mentre  il  secondo, 
colle  rettificazioni  e  quadrature  di  figure  curvilinee,  gettava 
i  primi  semi  di  quei  procedimenti,  che  dovevano,  molti  se- 
coli dopo,  trovare  il  loro  completo  sviluppo  nel  Calcolo  In- 
finitesimale. 

Ad  un  periodo  di  attività  scientifica  cosi  meravigliosa  suc- 
cede un  lungo  silenzio,  che  si  prolunga  quasi  fino  al  Bina- 
scimento.  Tra  le  varie  cause  di  questo  ristagno  alcune  eb- 
bero carattere  generale  ed  estesero   successivamente  i  loro 
effetti  sopra  ogni  ramo  di  cultura.  Altre  però  riguardavano 
in  si>ecial  modo  la  Geometria.  Fu  rilevato  infatti  che  quei 
procedimenti  i  quali,  per  opera  dei  grandi  geometri  greci, 
avevano  prodotto  frutti  cosi  rigogliosi,  non   avrebbero   po- 
tuto conservare  a  lungo  la  loro  fecondità  senza  subire  una 
profonda  trasformazione.  Le  crescenti  complicazioni,  cui  con- 
duceva lo  studio  di  nuovi  problemi,   dovevano   segnare  la 
prossima  fine  di  quell'indirizzo.  Occorreva  che  una  veduta 
più.  larga  e  sintetica  delle   proprietà  dello   spazio  permet- 
teBse  di  riunire  in  pochi  enunciati,  validi  senza  eccezione,  le 
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proposizioni  troppo  numerose  e  troppo  speciali  della  Gteo- 
metria  elementare.  Occorreva  inoltre  che  fossero  scoperti 
metodi  generali  ed  uniformi  per  trattare  i  problemi  geo- 
metrici. 

Ora,  questo  spirito  di  generalità  e  di  uniformità,  che  fa 
difetto  alla  Geometria  greca,  costituisce  invece  il  carattere 
principale  di  un  altro  ramo  di  matematica,  l'Algebra,  che, 
sorta  verso  la  fine  del  Medio  Evo,  aveva  già  assunto  nel 
XVI  secolo  un  notevole  grado  di  sviluppo. 

Doveva  presentarsi  spontaneo  il  desiderio  di  applicare 
sistematicamente  i  procedimenti  ed  i  risultati  dell'  algebra 
alla  trattazione  delle  questioni  geometriche.  Ed  infatti  nella 
prima  metà  del  secolo  xvn  due  grandi  scienziati  francesi, 
il  Des  Gabtes  e  il  Febmat,  proposero  contemporaneamente 
per  lo  studio  della  geometria  piana  quel  metodo,  che,  sotto 
il  nome  di  cartesianoy  viene  anche  oggi  adoperato  a  prefe- 
renza di  ogni  altro. 

In  che  consista  la  Geometria  cartesiana  è  inutile  dir  qui, 
visto  che  la  maggior  parte  di  questo  Trattato  è  dedicata  ad 
espome  i  fondamenti.  Basti  rilevare  che  l'introduzione  della 
Geometria  a/naiitica^  seguita  a  breve  distanza  dalla  scoperta 
dei  Calcolo  infinitesimale,  ha  trasformato  profondamente 
tutto  l'organismo  matematico  ;  e  che  oggi  non  vi  è  quasi 
ramo  di  scienza,  ove  il  concetto  di  coordinate  cartesiane 
non  trovi  applicazioni. 

2.  AscISM  sulla  ratta.  —  Sebbene  lo  spirito  del  metodo 
cartesiano  si  riveli  nello  studio  della  geometria  piana  e  so- 
lida, giova  tuttavia,  per  ragioni  didattiche,  accennare  bre- 
vemente alla  geometria  analitica  sulla  retta. 

Sia  proposto  un  problema  relativo  a  più  punti  di  una 
retta  ;  questo  ad  es.  :  Dati  tre  punti  A,  B,  C  di  una  retta^ 
costruire  suUa  retta  un  punto  X  tale^  che  la  somma  dei  seg^ 
menti  AX,  BX,  CX,  sia  uguale  ad  un  segmento  assegnato  MS . 
La  traduzione  del  problema  geometrico  in  una  questione 
algebrica  è  immediata.  La  prima  idea  che  si  presenta  è  di 
assumere  come  quantità  note  le  misure  (rispetto  ad  ima 
unità  di  lunghezza  prescelta)  dei   segmenti   ABj  AC,   BC, 
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Jf  jV,  e  come  incognite  le  misnre  dei  segmenti  AX,  BX^  CX. 
Tenendo  conto  delle  relazioni  che  passano  tra  i  dati  e  le  in- 
cognite, si  giungerebbe  subito  a  stabilire  tre  equazioni  di 
primo  grado  fra  le  tre  incognite.  È  chiaro  però,  che,  ope- 
rando cosi,  si  introduce  nei  calcoli  un  numero  esuberante 
di  quantità  collegate  tra  loro  (perchè  ad  es.  i  valori  di  ABj 
BC  eA  AC  non  sono  indipendenti),  ciò  che  porta  inutili 
complicazioni.  Inoltre,  se  si  prende  in  valore  assoluto  la  mi- 
sura di  ogni  segmento  (come  sì  suol  fare  nella  geometria 
elementare),  si  è  costretti  a  distinguere  tanti  casi  particolari, 
quante  sono  le  mutue  posizioni  che  i  quattro  punti  A,  B, 
0,  X  possono  assumere. 

H  primo  inconveniente  si  evita  contando  le  distanze  di 
tutti  i  pimti  della  retta  a  partire  da  un  unico  pimto  di  ri- 
ferimento {origine).  U  secondo,  attribuendo  alle  dette  di- 
stanze un  segno  conveniente,  secondo  il  verso  in  cui  ven- 
gono misurate.  Si  arriva  cosi  al  sistema  delle  ascisse.  (Viète, 
secolo  XVI). 

3.  Dei  due  versi  (o  sensi)  in  cui  un  punto  mobile  può 
descrivere  una  retta,  si  scelga  uno  ad  arbitrio  come  verso 
positivo,  e  si  indichi  con  una  freccia.  Fissato  poi  sulla  retta 
un  punto  O,  origine,  ed  assunto  un  determinato  segmento 
come  unità  lineare,  si 

associ  ad  ogni  punto  A         'i        r\         {  ^        f 

della   retta  quel  nu-  ^      *  AB 

mero  a  (intero,  o  fra- 
zionario, o  irrazionale)  che  misura  la  distanza  OA,  ed  è  pre- 
ceduto dal  segno  +  o  — ,  secondo  che  per  andare  da  0  in  J.  si 
percorre  la  retta  in  verso  positivo  o  negativo.  H  numero  a  si 
chiama  V  ascissa  del  punto  A  (rispetto  all'origine  0,  all'unità, 
e  al  verso  prescelto)  ;  e  si  scrive  OA  =  a.  Dato  il  punto, 
Tascissa  è  determinata  senza  ambiguità.  Viceversa,  dato  un 
numero  reale  a,  positivo  o  negativo,  è  determinato  completa- 
mente il  punto  A  che  ha  per  ascissa  a,  e  sta  dalla  banda  pò- 
sitiva  o  negativa  di  O,  secondo  che  a  è  positivo  o  negativo. 

L'origine  0  ha  per  ascissa  zero;  due  punti  simmetrici 
rispetto  ad  0  hanno  ascisse  uguali  ed  opposte  ;  se  un  punto 
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si  muove  sulla  retta  allontanandosi  indefinitamente  da  0, 
Pascissa  cresce  in  valore  assoluto  e  tende  a  +  qo  o  —  oc, 
secondo  il  verso  in  cui  avviene  il  movimento 

4.  Relazioni  tra  più  segmenti  di  una  retta.  —  Per  appli- 
care le  ascisse  allo  studio  delle  relazioni  fra  i  punti  di  una 
retta,  occorre  premettere  una  osservazione.  Sopra  una  retta 
Uj  sulla  quale  sia  fissato  il  verso  positivo,  stiano  due  punti 
Ay  B,  Noi  indicheremo  con  AB  il  valore  del  segmento  fi- 
nito congiungente  i  due  punti,  misurato  con  una  unità  pre- 
stabilita, e  preso  col  segno  +  o  — ,  secondo  che  per  andare 
da  JL  in  jB,  seguendo  il  segmento  stesso,  si  percorre  la  retta 
in  verso  positivo,  o  negativo  ;  in  altri  termini  AB  è  l'ascissa 
di  B  rispetto  all'orìgine  A.  Segue  subito  che  sarà 

(1)  AB  ==  —  BAy  ossia  AB  -f   BA  =  0. 

Se  G  è  un  terzo  punto  qualsiasi  della  retta,  tra  le  mu- 
tue distanze  dei  tre  punti  vaXe 

. ^  sempre  la  relazione 

^  ^      ^         *         {2)        AB  +  BC  =  AC, 

ossia-AB  +  BO  +  OJl  =  0  ; 
la  quale  si  giuBtifica,  ad  es.,  facendo  vedere  che  sussiste  nei 
sei  casi  che  i  tre  punti  possono  presentare  rispetto  all'or- 
dine di  successione.  La  (2)  può  anche  scrìversi  sotto  la 
forma 

(2)  AB  ^  CB-^  CA. 

Gol  metodo  da  n  ad  n  +  1  si  rìesce   ad  estendere  la 
(2)  ad  un  numero  qualsiasi  di  punti  A,  B,  C. ..,  H,  K,  co- 
munque situati  sopra  ti  ;  si  ha  precisamente 
(3')  AB  +  BC  +...  +  EK  =  AK, 

ossia  JIB  +  BC  + .  • .  +  SK  -¥  KA  ^  Q. 

5.  Distanza  di  due  punti  espressa  mediante  le  loro  ascisse.  — 

La  (2),  quando  si  riguardi  C  come  origine  di  un  sistema  di 
ascisse,  ci  dice  subito  che  la  distanza  di  due  punti  è  espressa 
dalla  differenza  tra  Vasoissa  del  secondo  e  Vasdssa  del  primo; 
in  formula 
(4)  ^B  =  6  -  a, 

se  a  e  6  sono  le  ascisse  di  Jl  e  £. 
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Oome  applicazione  cerchiamo  l'ascissa  u  del  ponto  medio 
M  del  segmento  AB  ;  sarà  per  ipotesi  AM  =  MB,  ossia 

X — a  =  b — a?, 

a-hb 


(5)  x  = 


2 


Vaseissa  del  punto  medio  di  un  segmento  è  la  semisomma  delle 
ascisse  degli  estremi. 

6.  Punto  che  dividi  un  segmento  In  dato  rappnrto.  — 

La  formola  (5)  è  caso  particolare  di  un'altra  che  spesso  si 

adopera. 

Dati  due  punti  Ay  B  sopra  una  retta  u,  e  detto  M  un 

terzo  punto   della  retta,  è  determinato  in  valore  e  segno  il 

_^  AM        ,       -. 

rapporto  r  =  t^^jj  >     che    dicesi  ^ 

talvolta  rapporto  semplice  dei  tre        -^  MB 

punti  A,  B,  M  {}). 

n  numero  r  è  negativo  se  M  cade  nel  segmento  AB, 
positivo  se  M  cade  fuori  del  detto  segmento,  vale  zero  se 
M  cade  in  J..  Se  If  si  avvicina  sempre  più  a  £  il  rapporto 

AM  AB^ 

BM      ^  ^  BM 

cresce  indefinitamente  in  valore  assoluto,  mantenendosi  po- 
sitivo o  negativo,  secondo  che  M  è  estemo  od  intemo  ai 
segmento  AB^j  in  virtù  di  questa  osservazione  si  suol  dire 
che,  per  M  coincidente  con  B,  è  r  =  ±  oo. 

Dette  a,  b^  x  le  ascisse  dei  tre  punti  Ay  B,  M  rispetto 
ad  una  origine,  comunque  scelta,  si  ha  evidentemente  (n.^  5) 

a  —  X 

Di  qua,  considerando  r  come  nota  e  risolvendo  rispetto 

ad  X,  si  trae 

tnK  a  —  rb 

(7)  ^  =  -^ZT^, 


(')  Osservi  il  lettore  che  r  non  dipende  né  dall'unità  di  lunghezza 
nò  dal  verso  positivo. 
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la  quale  esprime  Va^dssa  del  punto  che  forma  il  rapporto  r 
coi  punti  di  ascisse  a  6  b. 

n  punto  M  è  completamente  determinato  quando  è 
dato  r,  fatta  eccezione  per  il  valore  r  =  1,  cui  non  corri- 
sponde nessun  punto  della  retta.  Per  r  =  —  1  si  ha  il  punto 
medio  del  segmento  AB^  e  la  (7)  si  riduce  alla  (5). 

7.  Trasformazione  delle  aiclsse.  —  Può  accadere  che,  dopo 
aver  riferito  i  punti  di  una  retta  ad  una  origine  0,  con- 
venga riferire  i  punti  stessi  ad  una  nuova  origine  0'  (re- 
stando immutato  il  verso  e  Punita  lineare).  Quando  sia  nota 
la  posizione  relativa  di  O  ed  0\  assegnando  ad  es.  l'ascissa 
A  di  0'  rispetto  all'orìgine  0,  si  scrive  subito  la  relazione 
che  lega  le  ascisse  OP  =  a;,  O'P  =  a:'  di  uno  stesso  punto 
P  riferito  alle  due  origini   (formola  per  la  trasformazione 

^^  delle  ascisse).   Si    ha   infatti 

5 -. — j OP  =  00'  +  O'P,  ossia 

X  =^  x^  -\-  hy      x'  =  X  —  h. 
Come  varia  Tascissa  di  un  punto  quando  muta  il  verso 
positivo  0  Punita  di  lunghezza? 

8.  Sistema  di  eoordinate.  Geometria  analitica.  —  Ool 
mezzo  delle  ascisse  noi  riusciamo  a  stabilire  tra  i  punti  di 
una  retta  ed  i  numeri  reali  una  corrispondenza  biunivoca^ 
una  legge  cioè  in  virtù  della  quale  ad  ogni  punto  corri- 
sponde un  numero  reale  (ascissa),  e  ad  ogni  numero  reale 
un  punto.  La  detta  corrispondenza  è  inoltre  continua.  Con 
ciò  si  esprime  il  fatto  che  un  punto  qualsiasi  X  della  retta, 
avente  l'ascissa  x,  può  includersi  in  un  segmento  MN  cosi 
piccolo,  che  la  differenza  tra  Pascissa  ^  di  un  punto  qual- 
siasi del  detto  segmento  MN  e  Pascissa  a;  di  Z  riesca  in 
valore  assoluto  minore  di  una  quantità  positiva  comunque 
assegnata  d,  cioè  |y  — ^|  <Cd;  basta  infatti,  a  tale  scopo, 
assumere  come  punti  M  ed  N  quelli  che  hanno  per  ascissa 

rispettivamente  x  — jr-  e  x  +  -^,  osservando  che  ogni   pun- 

to  del  segmento   MN   ha  allora  una  ascissa  y  tale   che 

a^— -y^y^a:  +  —,  donde  segue  |y  —  a;|  <-^<id. 
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Ora  esistono  svariatissimi  metodi,  di  cui  alcuni  saranno 
indicati  nel  seguito,  per  riferire  in  modo  biunivoco  e  con- 
tinuo i  punti  di  una  retta,  o  di  un  tratto  di  retta,  ai  nu- 
meri reali;  ognuno  di  questi  metodi  dà  luogo  ad  un  sistema 
di  coordinai€y  chiamandosi  coordinata  di  un  punto  il  numero 
che  gli  corrisponde.  Un  particolare  sistema  di  coordinate  è 
il  sistema  delle  ascisse^  di  cui  ora  abbiamo  discorso. 

Vedremo  in  seguito  come  questo  concetto  possa  esten- 
dersi ai  punti  di  un  piano  o  dello  spazio;  e  come  analoghe 
corrispondenze  possano  stabilirsi  fra  numeri  ed  enti  geome- 
trici diversi  dai  punti.  Le  nozioni  già  acquisite  son  però 
sufficienti  per  acquistare  una  idea,  sia  pur  vaga,  di  ciò  che 
è  la  Oeom^ria  analitica. 

Quando  sopra  una  retta  (o  sopra  un  piano . . .  )  si  fissi 
un  sistema  di  coordinate,  le  relazioni  geometriche,  che  pas- 
sano tra  punti  di  quella  retta  (o  di  quel  piano.. .),  bì  pos- 
sono tradurre  in  relazioni  analitiche  tra  i  numeri  che  son 
coordinate  dei  punti  stessi.  Lo  studio  di  queste  relazioni, 
fatto  coi  metodi  e  colle  risorse  dell'analisi,  conduce  allora 
ad  interpretazioni  geometriche  relative  ai  punti  considerati. 

Si  parta  ad  es.  da  im  problema  relativo  a  punti  di 
una  retta,  il  quale  potrà,  in  generale,  enunciarsi  nei  termini 
seguenti  :  «  Dati  più  punti  JL,  B, . . .  di  una  retta,  determi- 
8  nare  sulla  retta  uno  o  più  punti  Z, . . .  legati  ai  punti  dati 
«da  relazioni  geometriche  assegnate».  Se  ora  noi  fissiamo 
sulla  retta  un  sistema  di  coordinate,  ad  es.  ascisse,  e  chia- 
miamo a,  by  ...  le  coordinate  di  Aj  B,  . . .,  che  potremo  ri- 
tener notCy  ed  a?, . . .  le  coordinate  incognite  di  X, . . . ,  il 
problema  geometrico  proposto  si  tradurrà  in  un  problema 
analitico  :  «  dati  più  numeri  a,  6,  . . . ,  calcolarne  altri  x, . . . 
((  che  siano  legati  a  quelli  da  relazioni  analitiche  assegnate  ». 

Anzi  il  primo  passo  da  percorrere  nella  via  qui  trac- 
ciata consiste  nel  tradurre  le  relazioni  geometriche  del  primo 
enunciato  nelle  relazioni  analitiche  equivalenti  del  secondo  ; 
fatto  ciò,  si  sarà  mssso  in  equazione  il  problema  primitivo, 
n  secondo  passo  consiste  nel  trasformare  e  risolvere,  quando 
sia  possibile,  le  equazioni  rispetto  alle  incognite  x,. ..  che 


8  INTBODUZIONB,  N.  8 


esse  contengono,  ufficio  questo  spettante  all'Analisi  (Algebra, 
Calcolo  infinitesimale. .  .)•  ^  terzo  passo  finalmente  con- 
siste nella  interpretazione  sulla  figura  primitiva  dei  risultati 
del  procedimento  analitico  (costruzione  dei  punti  incogniti 
Z, ...,  discussione^  ecc.)  C). 

Similmente  si  procede  quando  si  debba  dimostrare 
analiticamente  un  teorema  relativo  a  una  figura  geometrica  ; 
si  tradurranno  le  ipotesi  e  la  tesi  in  relazioni  analitiche  tra 
le  coordinate  degli  elementi  della  figura;  e  tutto  si  ridurrà 
a  far  vedere  che  la  relazione  traducente  la  tesi  è  conse- 
guenza delle  relazioni  traducenti  le  ipotesi. 

n  complesso  di  tutti  quei  procedimenti,  che  permettono 
di  trattare  una  questione  geometrica  col  mezzo  delle  co- 
ordinate, costituisce  la  Geometria  analUiea^  la  quale  è  dunque 
un  insieme  di  metodi  e  non  un  insieme  di  proprietà.  Di 
fronte  alla  Geometria  analitica  sta  la  Oeometria  Hntetica,  la 
quale  studia  direttamente  le  figure  geometriche  senza  il 
sussidio  del  calcolo,  e  le  trasforma  mediante  operazioni  geo- 
metriche, anziché  mediante  procedimenti  analitici.  Una 
stessa  questione  geometrica  può  esser  trattata  o  per  via 
analitica  o  per  via  sintetica,  come  apparirà  chiaramente 
dal  seguito. 

Esercizi.  I.  —  1)  Se  J.,  B,  0,  D  Bono  quattro  ponti  di  una  retta» 
vale  la  relazione  (di  Eulero)  AB  -  OD  +  AO-  DB  +  AD  •  'SO  =  0. 

2)  Se  if  ed  J^  sono  i  punti  medi  dei  segmenti  AB  e  CD,  ei  ha 
2Jlf  J^  =  JLC  -♦-  JBi)  =  4D  +  BO. 

3)  Essendo  M  il  punto  medio  di  AB,  e  P  un  punto  qualsiasi  della 
retta,  si  ha  PJL  •  PJB  ==t  PS^^  ma\ 


(^)  Applicando  queste  considerazioni  generali  al  problema  del  n.<^  2. 
e  detta  I  la  lunghezza  del  segmento  MN,  si  vede  ohe  il  primo  passo 
conduce  a  scrivere  la  equazione 

(x  —  a)  +  {x  —  b)  -f-  (x-^e)  =  1; 

il  secondo  a  risolverla: 

il  terzo  a  concludere  che  il  problema  ammette  sempre  una  ed  una  sola 
soluzione,  che  si  ottiene  mediante  una  semplice  costruzione  suggerita 
dall'ultima  formola. 
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4)  Date  le  asoisse  degli  estremi  di  un  aegmento,  calcolare  le  aacÌBse 
dei  ponti  ohe  dividono  il  segmento  in  n  parti  uguali.  Calcolare  raadssa 
del  punto  che  divide  0  segmento  in  media  ed  estrema  ragione. 

5)  Date  (mediante  le  ascisse)  due  coppie  di  punti  AB^  EF  sopra 
una  retta,  determinare  su  questa  (1*  ascissa  dì)  un  punto  M  tale,  che 
sia  MA  '  MB  =  ME  -  MF.  Casi  d*impossibilità,  d*indeterminazione . 

II.  —  6)  Dati  due  punti  A,  B  dì  una  retta,  costruire  su  questa 
un  punto  M,  che  formi  con  ^  e  ^  un  rapporto  uguale  al  rapporto  di 
due  dati  segmenti,  ed  avente  un  segno  fissato. 

7)  Esprimere  la  distanza  di  due  punti  M,  N,  conoscendo  i  rapporti 
semplici  che  i  punti  stessi  formano  con  due  ptmti  JL,  B,  dì  cui  sia 
nota  la  distanza. 

8)  SuUa  retta  che  congiunge  due  punti  luminosi  A,  B  ài  inten- 
sità (X,  fi,  determinare  un  punto  che  sia  ugualmente  illuminato  dai 
detti  centri  ;  il  problema  ha  generalmente  due  soluzioni.  (Si  ricordi 
ohe  Pintensità  luminosa  varia  in  ragione  inversa  del  quadrato  della 
distanza). 

III.  —  9)  Dati  due  punti  A^,  A^  di  pesi  p,,  p^,  dicesi  baHeentro 
dei  punti  stessi  quel  punto  M  della  loro  retta,  che  forma  con  essi  il 

rapporto  semplice ^-  (*).  Date  le  ascisse  dei  punti  uij,  A^^  si  calcoli 

l'ascissa  del  baricentro.  In  qual  caso  il  baricentro  non  esiste  t 

10)  Dati  piti  punti  allineati  A^,  J.^,. . .,  An  coi  pesi  Pi»  p»»* . . >  pn  » 
si  costruifioa  il  baricentro  di  J.,,  ^^  presi  coi  pesi  pi,  p^;  poi  il  bari- 
centro del  baricentro  trovato,  preso  col  peso  pi  -f-  p^,  e  di  JL,  col  peso 
p,  ;  poi  il  baricentro  del  nuovo  baricentro,  preso  col  peso  pi  +  Pa  +  Ps» 
e  di  J.^  col  peso  p^  ;  e  corì  si  continui.  Quando  si  siano  esauriti  tutti 
i  punti  dati,  si  sarà  ottenuto  un  punto,  il  quale  non  dipende  dall'or- 
dine in  cui  quelli  furono  adoperati,  e  dicesi  il  baricentro  dei  punti  Ai  eoi 
pesi  Pi  .  In  qual  caso  il  baricentro  non  esiste  t  Quando  è  indetermi- 
nato t  Si  dimostri  che  nell'ultima  ipotesi  ciascuno  dei.  punti  dati  è  ba- 
ricentro dei  rimanenti  presi  coi  pesi  loro  spettanti 

11)  Dati  n  punti  A^,  JLg,...,  An  di  una  retta,  determinare  su 
questa  un  punto  M  tale,  che  risulti  nulla  la  somma  delle  distanze  di 
M  dai  punti  dati,  moltiplicate  x>er  n  nimieri  dati  (positivi  o  negativi) 
Pi>  Ps*.  ..>  pn  ì  in  simboli 

2    Pi  MAi  ==  0. 

Si  riconoscerà  che  il  punto  ilf  è  il  baricentro  dei  punti  dati  presi 
eoi  pesi  Pj,  p^„  »'  pn  ;  nel  caso  che  i  pesi  siano  tutti  uguali  (ad  es. 
iiguali  a  1),  M  dioesi  centro  détte  medie  distanee. 


C)  In  bue  a  note  oonaidflmknii  di  statica»  li  baiioentro  ba  un  ilgiiiflcato  meocaaloo 
preetao  andie  quando  t  due  peal  baono  segni  diveisL 
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12)  Coi  dati  deireseroizio  preoedente  determinare  sulla  retta  uà 
punto  N  tale,  che  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  di  ^  da  A^, 
^,»...  moltiplicate  per  pi,  p^,»».  abbia  un  dato  valore  k: 

i=n         • 

X    Pi  NAi  =k. 
i=  1 

In  quali  casi  il  problema  ammette  due,  una,  o  nessuna  soluzione  t  Si 
dimostri  ohe  il  primo  membro  dell'ultima  eguaglianza  ha  valore  minimo 

o  massimo  (secondo  che  £  pt  '^  0),  quando  N  cade  nel  baricentro  dei 

punti  dati.  Quale  particolarità  presenta  il  problema  se  Zpi  =  0! 

13)  Nella  trattazione  dei  due  ultimi  problemi  e  degli  analoghi,  con- 
viene introdurre  la  nozione  seguente.  Detta  xi  Tascissa  di  Ai  rispetto 
ad  una  origine  O,  dicesi  mometUo  d'ordine  m  dei  punti  Ai  coi  pesi  pi, 
rispetto  al  punto  O,  la  somma 

i=  n  m 

Im  =     1    pi  Xi  (m  =  0,  1, . . . ); 

i=  1 

per  m  =  1,  il  momento  dicesi  pure  atcUieo  o  barieerUrieo;  per  m  =  2,  mo- 
mento d*inereia.  Riferiti  i  punti  Ai  ad  una  seconda  orìgine  0\  tale  che 
00*  =  h,  e  indicati  con  I/,  Ig',...  i  momenti  dei  punti  stessi  rispetto 
ad  0\  si  dimostrino  le  relazioni 

1/  =  A  —  Alo,      W  =  ^  —  2W,  +  Wo. 

14)  La  somma  dei  quadrati  delle  mutue  distanze  di  n  punti  alli- 
neati è  uguale  ad  n  volte  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  dei 
punti  stessi  dal  centro  delle  medie  distanze.  In  simboli,  indicando  con 
O  il  detto  centro, 

_____  2  2 

nliOAi    =      J^ikAiAk, 

dove  la  prima  somma  va  estesa  ai  valori  t  =  1,  2.. .  n,  e  T ultima  alle 
combinazioni  binarie  ih  dei  numeri  stessi. 

15)  Attribuendo  ai  punti  Ai  i  pesi  pi  ,  e  indicando  con  O  il  bari- 
centro, dei  punti  stessi,  si  ha  la  relazione  più  generale 

2 


(u  Pi)  (^pi  OA^]    =    l^ikpipkAiAh 


16)  Nelle  ipotesi  ultime,  detto  P  un  punto  qualunque  della  retta, 
vale  la  formola  (data  da  Lagrange  per  punti  comunque  situati  nello 
spazio) 

i^Upi)[upiFAi^  -^OF^  i^Upi^  =  UkpipkÀìIk, 

9.  Fatelo  di  rette.  Aseisse  angolari.  —  Prima  di  pas- 
sare alla  Geometria  analitica  del  piano  giova  estendere,  per 
quanto  è  possibile,  agli  angoli,  aventi  comune  vertice  ed  il 
piano,  alcune  nozioni  relative  ai  segmenti  di  una  retta. 
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Una  retta,  che  moti  in  un  piano  intomo  ad  un  punto 
fisso  8j  assume  infinite  posizioni,  ohe  costituiscono  un  fascio 
di  rette  avente  per  centro  8.  La  rotazione  può  avvenire  in 
due  versi  opposti  ;  uno  di  questi  (ad  es.  Popposto  al  verso 
in  cui  ruotano  le  lancette  di  un  orologio)  si  chiamerà  posi- 
tivo e  si  indicherà  con  una  freccia.  Se  come  elemento  gene- 
ratore del  fascio  si  considera  la  intera  retta,  senza  distin- 
guere le  due  semirette  in  cui  essa  vien  divisa  da  /S,  il  fascio 
potrà  generarsi  colla  rotazione  di  mezzo  giro  in  un  determi- 
nato senso;  alla  fine  la  retta  avrà  ripreso  la  posizione 
iniziale.  Se  invece  il  fascio  è  generato  da  una  semiretta 
uscente  da  8j  occorrerà  che  questa  compia  un  intero  giro. 

Si  assuma  un  determinato  angolo  come  unità  di  misura 
degli  angoli.  Sebbene  la  scelta  sia  arbitraria,  si  suole  assu- 
mere come  unità  uno  dei  due  angoli  seguenti: 

1)  Vunità  pratica  o  gradoy  che  è  la  novantesima  parte 
dell'angolo  retto; 

2)  Vunità  teorica  o  radiante,  cioè  l'angolo  che  intercetta 
sopra  un  cerchio  avente  il  centro  nel  vertice  un  arco  uguale 
al  raggio.  Misurato  con  quest'ultima  unità  (che  noi  adot- 
teremo sistematicamente),  l'intero  giro  vale  2^;  indicando 
dunque  con  afi  il  valore  del  radiante  espresso  in  gradi,  si 
ha  la  proporzione 

360O  :  a;0  =  2-  :  1, 
donde  si  deduce 

^o  ==  i®l?l  =  570  17'  54-... 

2?r 

Ciò  posto,  si  fissi  nel  fascio  8  una  retta  origine  0.  Dato 
un  numero  <p  positivo  o  negativo,  rimane  determinata  la 
rotazione  intomo  ad  /S  di  una  retta,  che  parta  dalla  posi- 
zione 0  e  descriva  un  angolo  misurato  in  valore  assoluto 
da  (f>;  la  rotazione  avvenendo  in  verso  positivo  o  negativo, 
secondo  il  segno  di  <{).  Se  a  è  la  posizione  finale  della  retta 
mobUe,  potremo  dire  che  a  è  pienamente  determinata, 
quando  sia  noto  l'angolo  (p.  Non  può  dirsi  però,   inversa- 
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mente,  che  ad  ogni  retta  a  del  fascio  corrisponda  tm  solo 

angolo  f  y  a  meno  che  non  si  facciano 
nuove  convenzioni.  Giò  dipende  dal  fatto 
che  la  retta  mobile,  dopo  aver  ruotato  di 
un  angolo  it  intorno  ad  S  (in  qualsiasi 
verso),  riprende  la  posizione  iniziale. 
Se  dunque  indichiamo  con  oa  il  valore  di 
ogni  angolo  misurante  una  rotazione,  che 
porti  la  retta  mobile  da  o  in  a,  dovremo 
scrivere,  ove  sia  le  un  numero  intero, 
positivo,  nullo  o  negativo, 

oa  =^  ^  +  Jctr^   ossia   oà  =  (f)  (mod.  n). 

Chiameremo,  per  ragioni  di  analogia,  oa  Va^cissa  ango- 
lare, od  anomoMay  della  retta  a,  rispetto  all'origine  o;  ri- 
cordando però  che,  data  la  retta,  l'anomalia  è  determinata 
solo  a  meno  di  multipli  di  ir  (^). 

Estesa  la  definizione  data  per  l'angolo  oa,  ai  mutui 
angoli  di  più  rette  a,  6,  o, ...  di  un  fascio,  si  possono  scri- 
vere alcune  relazioni  analoghe  a  quelle  del  n.o  4  colleganti 
più  segmenti  di  una  retta,  sostituendo  però  l'uguaglianza 
colla  congruenza,  od  anche  (quando  non  si  temano  equi- 
voci) scrivendo  l'uguaglianza,  e  ricordando  che  questa  vale 
a  meno   di  multipli  di  n.   In  tal  senso   vanno    intese   le 


relazioni 


(1)' 


ab  =  —  ba,      ossia 
ab  +  ^  =  acj     ossia 


ab  +  ^  =  0, 

oè  +  So  +  ca  =  0, 


ca. 


Spesso  si  preferisce  assumere  come  elemento  del  fascio 
la  semiretta  uscente  dal  centro,  o  la  intera  retta  dotata  di  na 
verso,  retta  orientata,  ciò  che  produce  lo  stesso  effetto, 
quando  si  osservi  che,  dato  il  verso,   rimane  ben   definita 


(*)  Una  siffatta  indeterminazione  potrebbe  togliersi,  quando  si 
lasciasse  variare  Tascissa  angolare  soltanto  fra  zero  e  ^  (Pnltiino  valore 
escluso).  Questa  convenzione,  la  quale  però  porta  altri  inconvenknti, 
potrà  farsi  caso  per  caso,  ove  se  ne  presenti  l'opportunità. 
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sulla  intera  retta  la  semiretta  positiva  uscente  dal  centro. 
Nefla  nuova  ipotesi  si  può  ripetere  tutto  ciò  che  sopra  si 
disse  a  proposito  degli  angoli,  colla  sola  avvertenza  che 
questa  volta,  per  la  ragione  detta  innanzi,  V  ambiguità  nella 
valutazione  degli  angoli  sarà  di  muUipli  di  2fr.  Le  forinole  (1) 
varranno  ancora,  però  a  meno  di  muUipK  di  2it. 

Osftrvazfone.  —  Se  sopra  tutto  il  piano  (cioè  per  ogni  fascio)  è 
definito  il  verso  positivo  delle  rotazioni,  ad  es.  il  verso  opposto  a  queUo 
descrìtto  dalle  lancette  di  un  orologio,  e  si  suppone  inoltre  che  una 
retta  orientata,  la  quale  si  muova  mantenendosi  parallela  a  sé  stessa, 
trascini  con  sé  il  proprio  verso,  si  osserverà  che  l'angolo  di  due  rette 
orientate  non  varia,  quando  le  rette  si  spostino  mantenendosi  parallele 
alle  posizioni  iniziali.  Segue  che  la  relazione  (1)  fra  tre  rette  (eie  ana- 
loghe Ira  più  rette)  vale  anche  se  le  rette  stesse  non  appartengono  ad 
un  fascio,  ma  sono  disposte  comunque  in  un  piano.  Si  noti  ad  es.  che 
qudla  relazione,  tenuto  conto  dell'ambiguità  di  un  multiplo  di  2w, 
esprìme,  in  altra  forma,  il  teorema  sulla  somma  dei  tre  angoli  di  un 
triàngolo. 

10.  Coordinate  tangenti  nel  fatelo  di  rette.  —  Sebbene 
l'angolo  afr  di  due  semirette,  o  rette  orientate,  sia  deter- 
minato solo  a  meno  di  multipli  di  2n^  tuttavia  le  funzioni 
gonìometriche  sen  àby  cos  àbytgab^. . .  sono  pienamente  indi- 
viduate, perchè  sen  ((f  +  21c7t)  =  sen  (p,  ecc.  E  qui  si  noti 
che,  se  ad  uno  dei  lati,  ad  es.  a  6,  si  sostituisce  la  semi- 
retta prolungamento  V,  o  la  retta  primitiva  col  verso  inver- 
tito, dall'essere 

ah'  ^  db  -\-  icj 
s^aono  le  relazioni 

aen  ai'  =  —  sen  ab,  cos  a6'  =  —  cos  a6,  tg  a6'  =  tg  ab. 

Vediamo  cosi  che  la  tangente  dell'angolo  di  due  rette 
non  dipende  dai  versi  positivi  che  si  assumono  sopra  queste, 
ma  solo  dal  verso  positivo  delle  rotazioni,  a  differenza  di 
ciò  che  accade  pel  seno  e  pel  coseno. 

Segue  che,  volendo  fissare  nel  fascio  S  un  sistema  di 
coordinai  atto  ad  individuare  le  rette  intere,  si  può  assu- 
mere come  coordinata  di  una  retta  a  la  tangente  del- 
Faogolo  oaj  che  a  forma  con  una  retta  fissa  {origine)  o.  Si 
noterà  allora  che,  mentre  la  retta  a  varia  descrivendo   il 
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fascio  in  verso  positivo,  partendo  ad  es.  dalla  posizione  b 
normale  ad  a  condotta  per  8,  la  sua  coordinata  tangente, 
X  =  tg  oa,  varia  percorrendo  tutto  il  campo  dei  numeri  reali 
da  —  00  a  +  00  ;  e  tra  la  posizione  della  retta  e  il  valore  di  x 
si  viene  a  stabilire  una  corrispondenza  biunivoca  e  conti- 
nua {^)j  fatta  astrazione  per  la  retta  b  del  fascio,  alla  quale 
si  dovrebbe  attribuire  la  coordinata  ±  oo . 

Aggiungiamo  che,  dette  »,  co'  le  coordinate  tangenti  di 
due  rette  a,  a'  del  fascio,  l'angolo  che  esse  formano  è  de- 
terminato dalla  formola 


x^  —  X 


tg  aa'  =  tg  {oa'  -  oa)  =  -j-:^^-,-, 

e  la  condizione  di  perpendicolarità  delle  due  rette  è  espressa 
da 

xx'  +  1=  0. 

Ossorvailonl.  —  Fissato  il  verso  positivo  delle  rotazioni  nel  piano, 
ed  attribuito  ad  ogni  retta  del  piano  un  verso  positivo,  gli  angoli  di 
due  rette  e  le  loro  fuiizioni  goniometriche  acquistano,  secondo  le  nostre 
convenzioni,  certi  segni.  È  dunque  il  caso  di  verificare  se  le  formole 
trigonometriche,  che  ordinariamente  vengono  stabilite  in  vaihre  cusoluto, 
siano  valide  anche  nei  segni,  quando  si  rispettino  quelle  convenzioni. 
Pel  seguito  interessa  solo  osservare  ohe,  dato  un  triangolo  di  vertici 
A,  B.  C,  i  cui  lati  rispettivamente  opposti  siano  le  rette  orientate  a, 
6,  e,  le  note  relazioni  di  proporzionaUtà  tra  lati  e  seni  degli  angoli  opposti 
valgono  anche  nei  segni,  quando  si  scrivaino  così: 

AB  BC  CA 


sen  a  h        sen  he         sen  e  a 

Si  giustifica  l'affermazione,  considerando  anzitutto  il  caso  ohe  i 
versi  positivi  sui  lati  siano  diretti  da  JL  a  B,  da  B  a  0,  da  O  ad  jÌ 
(giacché  allora  i  tre  numeratori  sono  positivi  ed  i  tre  denominatori 
hanno  uno  stesso  segno),  ed  osservando  poi  che  Tinversione  del  verso 
sopra  uno  dei  lati  produce  il  cambiamento  di  segno  nel  numeratore  dì 
una  frazione  e  nei  denominatori  delle  altre  due. 


(^)  La  definizione  di  corrispondenza  continua,  data  nel  n.^  8  a 
proposito  delle  coordinate  sulla  retta,  si  trasporta  subito  al  fascio  di 
rette,  sostituendo  alla  parola  segmento  la  parola  angolo. 
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11.  Oann«  sul  iaselo  di  plani.  —  Un  plano  che  ruota  in- 
tomo ad  una  retta  fissa  8^  assume  infinite  posizioni  costi- 
tuenti un  fascio  di  piani,  di  cui  «  è  Va^se,  Tutte  le  pro- 
prietà del  fascio  di  rette  ed  i  relativi  sistemi  di  coordinate 
si  trasportano  subito  al  fascio  di  piani,  come  risulta  osser- 
vando che  un  piano  perpendicolare  ad  8  sega  i  piani  del 
fascio  in  rette  di  un  fascio,  i  cui  mutui  angoli  hanno  gli 
gli  stessi  valori  dei  diedri  corrispondenti.  Basterà  qui  notare 
che  nel  fascio  di  piani  si  può  riguardare  come  elemento  o 
V  intero  piano  o  il  semipiano,  una  delle  due  metà  in  cui 
un  piano  è  diviso  dall'asse  del  fascio;  avvertendo  che  ta- 
lora, in  luogo  dei  due  semipiani  formanti  l'intero  piano,  si 
considerano  le  due  facce  o  pagine  del  piano,  che  son  viste 
da  un  osservatore  giacente  nell'una  o  nell'  altra  delle  due 
regioni  di  spazio  separate  dal  piano. 

Estreill.  —  1)  La  retta  variabile  a  deBorìvente  tm  fascio  sega  una 
retta  fissa  t  in  un  ponto  A  ;  stabilito  su  ^  tin  sistema  dì  ascisse,  Taseìssa 
di  ^  si  può  assumere  come  coordinata  della  retta  a.  Come  devono  esser 
scelte  t  e  l'origine  delle  ascisse,  perchè  questa  coordinata  sìa  una  co- 
ordinata tangente  t 

2)  Data  la  coordinata  tangente  di  una  retta  rispetto  ad  una  orì- 
gine o,  calcolare  la  coordinata  tangente  della  stessa  retta  rispetto  ad 
una  nuova  orìgine  o', 

3)  Date  le  coordinate  tangenti  di  due  rette  a,  b,  calcolare  le  co- 
osrdinate  tangenti  delle  bisettrici  degli  angoli  oK,  e  verifloame  la  per- 
pendicolarità. 
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Geometria  analitica  del  piano. 

Capitolo  I. 
Relazioni  di  posidone  fra  punti  e  rette. 

12.  Sistema  di  coordinate  nei  piano.  —  Si  dimostra  che 
è  impossibile  far  corrispondere  ai  pmiti  di  nn  piano  i  singoli 
nxmieri  reali,  senza  rinunziare  alla  oantinuità  (^);  rinunzia 
questa  che  renderebbe  inservìbile  la  corrispondenza  agli 
scopi  geometrici.  Si  riesce  invece,  in  infiniti  modi,  ad  asso- 
ciare ad  ogni  punto  del  piano  una  coppia  di  numeri  reali, 
ooordincate  del  punto,  in  guisa  che  sia  rispettata  la  conti- 
nuità; in  guisa  cioè  che,  variando  il  punto  entro  un'area 
sufficientemente  ristretta,  ciascuna  delle  due  coordinate  vari 
entro  un  intervallo  sufficientemente  piccolo,  il  quale  possa 
anzi  restringersi  ad  arbitrio,  pur  di  limitare  conveniente- 
mente l'area.  Si  suol  dire  perciò  che  il  piano  è  un  ente  a 
due  dimensioni  (mentre  la  retta  possiede  una  sola  dimen- 
sione). 

Tra  i  vari  sistemi  di  coordinate  proposti  per  lo  studio, 
della  geometria  piana,  ha  la  massima  importanza  il  sistema 
cartesiano^  sia  per  ragioni  storiche,  sia  specialmente  per  i 
servigi  che  presta  nelle  matematiche  pure  ed  applicate. 


C)  Si  rieeoe  effettivamente  (come  dimostrò  G.  Cantor,  1877)  a 
stabilire  una  corrispondenza  biunivoca,  ma  non  continua,  fra  i  punti 
del  piano  ed  i  singoli  numeri  reali.  Così  si  può  stabilire  una  corrispon- 
denza biunivoca  Ira  un  punto  P  che  descrìve  l'area  di  un  quadrato 
ed  un  punto  P^  che  ne  descrive  un  lato;  ma,  mentre  0  punto  P  si 
avvicina  con  continuità  ad  un  punto  Q  dell'area  in  una  direzione  ge- 
nerica, il  punto  P'  non  ha  per  limite  il  punto  Q'  corrispondente  a  Q  ; 
in  ciò  consìste  la  dieeowtmuUà  della  corrispondenza.  Si  può  tuttavia 
stabilire  la  corrispondenza  in  modo  che  mentre  P^  tende  a  Q'  sopra  il 
lato,  il  punto  P  nell'area  tenda  al  punto  Q,  In  tal  caso,  se  P'  descrive 
con  continuità  il  lato  nominato,  il  punto  P  si  muove  con  continuità 
neU'area,  e  vi  traccia  una  curva  continua  (in  senso  analitico,  non  intui- 
tivo), ohe  la  riempie  interamente  (Peano). 


« 

^ 
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Sebbene  nelle  opere  dei  geometri  greoi  bì  trovino  procedimenti, 
che  bì  traducono  facilmente  coi  metodi  della  geometria  analitica,  tut- 
tavia non  poteva  sorgere  questa  scienza,  finché  il  calcolo  letterale  non 
fosse  giunto  ad  un  certo  grado  di  sviluppo.  L*idea  di  studiare  le  pro- 
prietà del  piano  mediante  coordinate  venne,  quasi  contemporaneamente» 
a  Febmat  e  Descabtes.  Quest'ultimo,  che  espose  con  maggiore  am- 
piezza e  con  numerose  applicazioni  i  nuovi  concetti  nella  sua  Qéùmé- 
trie  (1637),  viene  comunemente  riguardato  come  fondatore  deUa  Geo- 
metria analitica. 

13.  Coordinate  cartosiano.  —  Assumiamo  nel  piano  due 
rette,  assi  ooùrdinati^  secantisi  in  un  punto  0,  origine;  chia- 
miamo asse  X  una  di  quelle,  asse  y  l'altra.  Fissiamo  ad 
arbitrio  i  versi  positivi  sugli  assi,  e  scegliamo  Punita  di 

lunghezza  per  misurare  i  seg- 

,.  /,  gmenti  sopra  di  essi.  Per  ogni 

IJ  punto  P  del  piano  passa  una 

/  retta  parallela  all'asse  y^  ed 

Bi- f  una  retta  parallela  all'asse  x\ 

j  quelle  rette  incontrano  rispet- 

/  tivamente  gli   assi  a?,  y  nei 

/ /    •--»      punti  ^  e  J5.  Dato  P,  sono 

jO  A        ^^    determinati   questi   punti,  e 

quindi  i  valori  0  -4  ==  a, 
0  J5  =  6,  presi  coi  segni  convenienti.  Viceversa,  dati  due  nu- 
meri reali  a,  6  coi  relativi  segni,  sono  determinati  i  punti 
-4,  J5,  e  quindi  il  punto  P,  quarto  vertice  del  parallelo- 
garmma  costruito  su  OA^  OB. 

I  numeri  a,  b  si  chiamano  le  coordinate  cartesiane  del 
punto  P;  in  particolare,  a  dicesi  la  prima  coordinata^  o 
Vascissa^  o  la  a?  del  punto  P,  e  6  la  seconda  coordinata^  o  la 
ordinata^  o  la  y;  e  si  scrive  brevemente  P  (a,  6). 

Eisulta  dalla  definizione  che  t  punti  delVasse  x  hanno 
nulla  la  ordinata  (y  =  0)  ;  ed  i  punti  delVasse  y  hanno  nuUa 
la  ascissa  {x  =  0)^  per  la  origine  O  sono  nulle  le  due  coor- 
dinate. Avremo  dunque 

^(a,0),    -8(0,6),     0(0,0). 

Quanto  ai  segni  delle  coordinate,  è  da  notarsi  che  i  due 
assi  Xj  y  dividono  il  piano   in   quattro   regioni   angolari,  a 
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ciaBcana  delle  quali  spettano  particolari  segni.  Così  ogni 
punto  appartenente  all'angolo  limitato  dalle  semirette  po- 
sitive a?,  y,  ha  positiva  la  a;  e  la  y  ;  mentre  se  sta  nell'an- 
golo opposto  al  ver- 
tice,  saranno  negative 
le  due  coordinate  ;  nn 
punto  dell'angolo  for- 
mato dalla  semiretta 
positiva  X  colla  semi- 
retta negativa  y^  ha 
positiva  la  a;  e  nega- 
tiva la  yj  ecc.  Ad  es. 
i  quattro  punti  (a,  6), 
(-  a,  6),  (—  a,  —  6), 
(Oi  —  6)  sono  vertici 
di  un  parallelogramma  avente  i  lati  paralleli  agli  assi  coor- 
dinati e  il  centro  nell'origine.  Due  pimti  come  (a,  b\ 
(—  a,  —  h)  sono  simmetrici   rispetto  alla  origine. 

Kelle  applioasioni  si  introduce  generalmente  la  ipotesi,  a  coi  più 

tardi  oi  atterremo,  che  l'angolo  xy  sia  retto  (coordinate  cartesiane  ot' 
togcmolt).  Volendo,  in  questa  ipotesi,  applicare  ad  esempi  numerici  le 
formole  del  testo,  conviene  servirsi  di  corto  miOMnstrciay  assumendo 
come  assi  coordinati  due  delie  rette  perpendicolari  tracciate  nel  foglio, 
e  prendendo  ad  es.  come  unità  lineare  il  centimetro.  Si  tenga  conto 
di  questo  consiglio  nell'eseguire  gli  esercizi  numerici  che  si  trovano  alla 
fine  di  questo  e  dei  successivi  capitoli. 

14.  Punto  che  divide  un  segmento  In  un  dato  rapporto. 

—  Tratteremo  ora,  col  mezzo  delle  coordinate  cartesiane,  i  prin- 
cipali problemi  di  geometria  piana;  e  cominceremo  a  stu- 
diare le  relazioni  fondamentali  di  posizione  fra  punti  e  rette, 
cioè  le  condizioni  di  allineamento  di  più  punti,  di  concor- 
renza di  più  rette,  ecc.  In  questo  primo  gruppo  di  questioni, 
le  formole  a  cui  giungeremo  non  contengono  l'angolo  for- 
mato dagli  assi  coordinati,  il  quale  sarà  dunque  fissato  ad 
arbitrio  (^). 


(')  In  questo  Gap.  I  si  potrebbero  anche  (senza  modificar  le  for- 
mole) scegliere  unità  diverse  per  misurare  le  ascisse  e  le  ordinate;  ciò 
che  x^rò  non  si  suol  fare  generalmente. 
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Proponiamoci  anzitutto  il  problema: 

I  Dati  due  punti  me- 

^ I  dicmte  le  loro  eoordimOe^ 

I                            F(x/u)  determi/iM/re  le  coordinate 

1 ^'-^^-^  ^^   ^^    punto    àUineato 

Y "^/^^T2/%-/  0^^    quMiy    e    formcmte 

bL         j/^^"^^  ^  con  essi  un  rapporto  aem" 

I  ^y^^i^^'^i]  plioe  assegnato, 

i^   /          /  Siano     Pi  (i»i,  yO; 

/          /  P«  (iK2>  3^2)  ì  Pii^*ì  dati, 

jL 1 1 — ^ P(a?,y)   il  punto    deUa 

p       A,        A^    A  retta  Pi  Pg  formante  coi 

punti  dati  il  rapporto  semplice  noto 

PiP  _ 

Conduciamo  per  i  punti  Pi,  P^,  P  le  rette  parallele  a 
ciascun  asse  fino  ad  incontrare  Paltro  asse.  Otterremo  le 
due  teme  di  punti  A^A^A  sopra  x  e  B^BJB  sopra  y;  e  sarà 

PiP    ^    A^A    ^    PiP 
P^P    "    A,A    ""    B,B  • 
Ora  le  ascisse  di  A^  e  A^  sono  rispettivamente  scij  x^\ 
quindi  l'ascissa  di  J.,  o,  ciò  che  fa  lo   stesso,   di   P,   sarà 

(n.®  6)  a;=    \~~   ^-  Similmente  si  calcola  l'ordinata  diP,  e 
si  conclude  che  le  coordinate  richieste  di  P  sono 

^  '  1  —  f     '    ^  1  —  r 

Ponendo  —  r  =  ^,  quelle  coordinate  possono  anche  scri- 
versi sotto  la  forma 

(1')  X  =     ^^1  +  ^8       V  =     ^yi  +  ^Vi 

m  -{-  n     ^    ^  m  -{-  n      ' 

In  particolare:  il  punto  medio  del  segmento  Pi  P^  ha  U 
coordinale 

«  -  2        '    ^  "  2 
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15.  Condizione  di  aiiineammto  di  tre  punti.  —  Se  nelle 
(1)  varia  r,  variano  in  corrispondenza  x^  y^  ed  a  punto 
P  (Xj  y)  descrive  la  retta  PiPgJ  viceversa,  per  ogni  posi- 
zione di  P  su   quella,  retta  si  può   trovare  un   valore   di 

P  P 
r  =  p*  p,  tale  che  le  (1)  diano  le  coordinate  di  P. 

Dunque,  la  condizione  perchè  tre  punti  dati  P  (x,  y) 
Pi  («„  yj,  P2  {x^j  y^)  siano  allineati,  è  che  le  (1)  coesistano 
per  uno  stesso  valore  di  r,  ossia  che  i  due  valori  di  r  rica- 
vati dalle  (1)  siano  uguali  fra  loro: 

y  —  Vx 


X  —  X 
X  —  X, 


1    


od  anche 
(2) 


X    —   X, 


y  —  y%' 


y 


X,   —    X 


2 


yi  -  yz 

La  (2)  può  pure  scriversi  sotto  la  forma 
(20  {X  -  X,)  {y,  -  y,)  -  (y  -  y,)  {x,  -  x,)  =  0, 

la  quale  (come  si  verifica  direttamente)  dà  la  condizione  di 
allineamento,  anche  quando  uno  dei  denominatori  delle  (2) 
è  nullo;  o  sotto  la  forma 

yi-  y% 


X     —  X, 


^1- 


X, 


=  0, 


o  sotto  l'altra  più  usata 


(3) 


X 
X 


2 


yi 
y« 


1 
1 
1 


=  0. 


La  condizione  perchè  tre  punti  siano  Mineaii  è  espressa 
ékìCPa/ivnuUarsi  del  determinante  formato  coUe  coordinate  dei 
pwUi  stessi  e  colle  unità. 

16.  Equazione  di  una  retta.  —  Se  si  suppongono  fissi  i 
punti  Pi  (»„  y,),  Pj  (a;^,  y^)  e  variabile  il  punto  P  (a:,  y),  la 
relazione  (2),  o  (2^,  o  (3),  diviene  una  equazione  nelle  va- 
riabili X,  y,  equazione  che  è  soddisfatta  ogniqualvolta  x,  y 
sono  coordinate  di  un  punto  della  retta  P1P29  e  solo  allora. 
Perciò  si  suol  dire  che  la  equazione  (2),  o  (2')y  o  (3),  nelle 
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variabili  x^  y^  rappresenta  analiticamente  la  retta  congiungente 
i  due  punti  (x^,  y^),  {x^y  y^)^  è  la  equazióne  della  retta  stessa; 
mentre  la  retta  rappresenta  graficamente  quella  equazione. 
La  nostra  equazione  è  lineare  rispetto  alle  variabili 
x^  y,  e  (sviluppata  ed  ordinata)  ha  la  forma 
(4)  oa?  +  6y  +  e  =  0, 

dove  a,  h^  e  sono  tre  costanti  indipendenti  dalla  posizione 
del  punto  P(Xy  y).  Ora  si  può  chiedere  se  ogni  equazione 
del  tipo  (4)  rappresenti  effettivamente  una  retta,  vale  a  dire 
se  gli  infiniti  punti,  le  cui  coordinate  verificano  la  (4),  siano 
tutti  allineati.  Basterà  esaminare  se  tre,  comunque  scelti, 
tra  i  detti  punti  appartengano  ad  una  retta.  Siano  dunque 

(«1,  yi)y  (^2»  Vi)}  (^8)  Vz)  *r^  i^ymtì  tali,  che  risulti 
ax^  -\-  by^  +  e  =  Oy   ax^  +  by^  ■{-  c^^  0,    aXj^  -i-  by^  +  c  =  0. 
Queste  equazioni,  lineari  ed  omogenee  rispetto  ad  a,  6,  e, 
coesistono  per  valori  non  tutti  nulli  delle  quantità  stesse; 
sarà  quindi  verificata  la  condizione 

^1      Vi      1 

^2      Vz      1     =0, 

^3    y%    1 

la  quale  esprime  che  i  tre  punti  sono  allineati.  Concludendo  : 
8e  un  punto  si  muove  descrivendo  una  retta^  le  sue  coor- 
dinate verificano  una  equazione  lineare   a  due  variabili;   ^ 
viceversa. 

17.  Posizioni  partieoiari  di  una  rotta  ritpotto  agii  atsi. 

—  La  posizione  della  retta 

(1)  ax  +  by  +  c  =  0 

dipende  dai  valori  dei  tre  coefficienti  a,  i,  o,  o  meglio  dai 

rapporti  di  due  di  essi  al  terzo.  Alcuni  di  quei  coefficienti 

possono  anche  esser  nulli;  non  tutti  però,  e  nenmieno  i  due 

primi  insieme. 

a)  Se  6  =  e  =  0,  a  4=  0,  Pequazione  diviene 

oo;  =  0,      ossia      a?  =  0, 
e  rappresenta  Vasse  y,  i  cui  punti  hanno  nulla  Pascissa.  Si- 
milmente si  conchiude  che  Pequazione 

y  =  0 
rappresenta  Vasse  x. 
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6)  Se  6  =  0,  ma  a  4=  0,  e  #=  0,  la  (1)  diviene 

ax  -{-  e  =  0,    ossia    a;  =» , 

a 

e  rappresenta  il  luogo  dei  punti  che  hanno  per  ascissa , 

cioè  una  retta  parallela  all'asse   delle  y,   uBcente  da   quel 
punto  A  dell'asse  x,  che  ha 


Pascissa— 


a 


(■i'O) 


Similmente  vediamo  che 

è  l'equazione  di  una  retta  pa- 
rallela all'asse  x. 

Dunque:  Be  nélTeqìMmane 
di  una  retta  manca  una  delle 
coardinaiey  la  retta  è  paraUela 
al  corrispondente  asse. 

e)  Se  si  suppone  nulla  soltanto  o^l' equazione  (1)  assume 
la  forma 

oa:  4-  fty  -  0, 

e  la  retta  corrispondente  passa  per  l'origine,  poiché  i  valori 
X  =  Oy  j^  =  0  soddisfano  l'equazione  proposta. 

Quindi:  se  néW equazione  di  una  retta  inanca  il  termine 
notOy  la  retta  passa  per  Vorigine. 

L'equazione  della  nostra  retta  può  pure  scriversi  sotto 
le  forme  equivalenti 

X         y 

(dove  a  e  p  sono  proporzionali  a—  6,  a,  edèw=—  y  ). 

Per  tracciare  effettivamente  la  retta  in  questione  ba- 
sterà conoscerne  un  altro  punto,  che  otterremo  dando  ad  x 
un  valore  numerico  arbitrario,  non  nullo,  e  calcolando  il  cor- 
rispond^ite  valore  di  y. 

d)  Se  infine  nella  equazione  (1)  tutti  i  coefficienti  sono 
diversi  da  zero,  la  retta  sega  gli  assi  coordinati  a;,  y  in  due 
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punti  A  e  B  distinti  da  0.  Per  avere  la  intersezione  A  col- 
Passe  Xy  (y  =  0),  si  ponga  y  =  0  nella  (1);  si  troverà 

e 


'S(o,'{) 


x=^OA=  — 


a 


Ai-i'O) 


Similmente,  per  a;  ==  0, 
si  ha 

Indicando  i  due  segmenti 
OA,  OB  con 

e  e 

l'equazione  (1),  dopo  averne  divisi  i  due  membri  per  —  e, 
può  scriversi  sotto  la  forma 

^  +  ^  =  1, 

la  quale  rappresenta  una  retta  che  stacca  sugli  asaif  a  partire 
daUa  origine,  i  segmenti  p  e  q. 

18.  Retta  pattante  per  un  punto  dato.  —  Disponendo 
dei  coefficienti  che  entrano  nell'equazione  di  una  retta 

(1)  aa;  +  6y  +  0  =  0, 

o  meglio  dei  rapporti  di  due  di  essi  al  terzo,  si  può  ottenere 
che  la  retta  soddisfi  a  due  condizioni  assegnate,  traducentisi 
in  due  relazioni  fra  i  detti  rapporti.  In  tal  guisa  si  ritrove- 
rebbe, ad  es.  sotto  la  forma  (3)  del  n.  16,  l'equazione  della 
retta  congiungente  due  punti. 

Se  si  esige  che  la  retta  (1)  passi  per  un  sol  punto 
P(xijyi),  dei  due  rapporti  sopra  nominati  uno  resterà  an- 
cora indeterminato.  Ed  infatti  la  condizione  imposta  si  tra- 
duce nella  relazione 

axi  -\-  byi  +  e  =  0, 
la  quale,  sottratta  membro  a  membro  dalla  (1),  dà 

(2)  a{x-xi)  +  b{y-'  yi)  =  0, 
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equazione  che^  al  variare  dd  rapporto  -r-,   rappresenta   ogni 

retta  passante  per  il  punto  (a?i,yi). 

In  particolare,  se  6  =  0  ed  a  4=0,  si  ha  x  —  xi=Q^  equa- 
zione della  parallela  all'asse  y  condotta  per  il  punto  P;  ecc. 

19.  Iiitorstzione  di  due  rette.  Condizione  di  parailelltmo. 

—  Passiamo  ora  a  considerare  due  o  più  rette  di  un  piano, 
insieme  alle  equazioni  che  le  rappresentano.  Ogni  relazione 
grafica  fra  quelle  rette  si  traduce  in  una  particolarità  del 
sistema  di  equazioni  lineari,  e  inversamente  le  proprietà  dei 
sistemi  di  equazioni  a  due  incognite  si  rispecchiano  nelle 
proprietà  grafiche  dei  sistemi  di  rette  di  un  piano. 

Così,  se  son  date  due  rette  r,  /  mediante  le  loro  equa- 
zioni 

f  )  oa:  +  6y  4-  e  =  0, 

r')  a'x  +  h'y  +  o'  =  0, 

il  problema  di  determinarne  il  punto  di  incontro,  si  traduce 
nel  problema  di  trovare  due  valori  a?,  j^,  coordinate  del  punto 
stesso,  soddisfacenti  al  sistema  dato. 
Le  coordinate  richieste  sono  dunque 

W  —  Ve  ea'  —  e' a 


<1)  ^  -    ab'-a'h'    ^  ""    afe'  -  a'h 

Se  ai'  —  a'h  4=  0,  le  due  rette  si  segano  in  un  punto  de- 
terminato. 

Se  invece  ab*  —  a'b  —  0,  senza  che  siano  nulli  entrambi 
ì  numeratori  delle  (1),  non  esistono  valori  finiti  di  x,  y  sod- 
disfacenti le  equazioni  r),  /)  ;  le  due  rette  non  hanno  alcun 
punto  comune,  sono  parallele.  La  condizione  di  parallelismo, 
ab'  —  a'b  «  0,  può  anche  porsi  (quando  a'  e  b'  siano  diversi 
da  zero)  sotto  la  forma 

a    __    6 

e  si  enuncia:  condizione  perchè  due  rette^  di  date  equazioni^ 
siano  parallele^  è  che  i  coefficienti  delle  variabili  in  una  deiUe 
equazioni  siano  proporzionali  ai  corrispondenti  coefficienti  dèi- 
Vaìira. 
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Se  si  avesse  inoltre 

(o  meglio,  per  contemplare  anche  il  caso  di  denominatori 
nulli,  se  si  veriflcassero  le  relazioni  che  si  ottengono  da 
queste  liberando  da  frazioni),  le  coordinate  del  punto  (1)  si 
presenterebbero  sotto  forma  indeterminata;  ma  allora  le  due 
equazioni  r )  ed  r')  sarebbero  equivalenti,  e  le  due  rette  r,  r' 
coinciderebbero. 

Bitomando  alla  condizione  di  parallelismo,  notiamo  che, 
se  nella  equazione  di  una  retta  r  rimangono  fissi  i  coeffi- 
cienti delle  variabili  e  muta  il  termine  noto,  la  retta  si  muove 
parallelamente  a  sé  stessa.  Segue  che  la  parallela  alla  r  con- 
dotta per  Porigine  avrà  l'equazione 

aa?  +  6y  =  0, 

e  la  parallela  alla  retta  stessa,  pel  punto  {xiy  ^i),  sarà  data  da 

a{x  —  xi)  +  b(y  —  yi)  =  0. 

20.  Fatelo  di  rette.  —  Consideriamo  ora  tre  rette, 

r)  ax    +  by    -{-  e    =  Oj 

r')  a'x  +  Vy  +  e'  =0, 

r'')  a:'x  4-  V'y  +  e"  =  0, 

e  cerchiamo  la  condizione  affinchè  appartengano  ad  uno 
stesso  fascio  (n.  9). 

Osserviamo  perciò  che,  se  le  tre  rette  passano  per  uno 
stesso  punto,  le  coordinate  a?,  y  di  questo  devono  soddisfare 
insieme  le  tre  equazioni,  e  quindi  deve  essere 

a      h      e 
af     V     & 


(1) 


^ff    "Ut'    ^*f 
a      o      e 


=  0. 


La  medesima  relazione  si  verifica  però,  anche  se  le  rette  sono 
parallele  tra  loro,  giacché  in  tal  caso  sono  nulli  i  minori  for- 
mati cogli  elementi  delle  prime  due  verticali  del  determi- 
nante. Viceversa,  se  la  (1)  è  soddisfatta,  o  le  equazioni  r), 
r'),  r")  coesistono  per  un  sistema  di  valori  a:,  y,   ed   allora 
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le  tre  rette  passano  per  un  medesimo  punto  ;  oppure  nel  de- 
terminante (1)  sono  nulli  i  minori  suddetti,  e  le  tre  rette 
risultano  parallele  tra  loro. 

Volendo  enunciare  brevemente  il  risultato,  conviene 
estendere  la  definizione  di  fascio  di  rette  (n.  9).  Da  ora  in 
poi,  per  fcbscio  di  rette  intenderemo  un  sistema  di  rette  di  un. 
piano  che  esca/no  da  uno  stesso  puntOj  o  siano  parallèle  a  due 
a  due.  E  quando  sia  necessario  distinguere  i  due  casi,  diremo 
proprio  il  primo  fascio  (dotato  di  centro),  e  improprio  il  se- 
condo. 

Possiamo  ora  esprimere  la  (1)  cosi:  Condizione  necessaria 
e  suffloiente  perchè  tre  rette  appartengano  ad  tm  fascio,  è  che 
si  annuMi  il  determinante  formato  coi  coefficienti  e  termini 
noti  delle  equazioni  dette  rette  stesse. 

Supposte  distinte  le  rette  r,  r%  la  (1)  esprime  pure  la 
condizione  dì  compatibilità  delle  tre  equazioni  lineari  con 
due  incognite  a,  pl  : 

(2)  a"  =  aA  +  a'  (i.,      6"  =  6a  +  6V,      e"  =  cA  +  e'  /x. 

Calcolate  le  incognite  in  modo  da  soddisfare  le  (2),  e 
sostituiti  al  posto  di  a'%  h",  e"  i  loro  valori  nella  equazione 
r'\  questa  assume  la  forma 

(aA  +  a»  a:  4-  (6 A  +  6»  y  +  (oA  -f-  e»  =  0, 
ossia 

(3)  A  (ax  +  6y  +  e)  +  jtA  (a'x  +  6'  y  +  e')  =  0. 

Ora  una  equazione,  come  la  (3),  che  si  ottenga  sommando 
due  o  più  equazioni,  dopo  averle  moltiplicate  per  certi  coef- 
ficienti (parametri),  dicesi  combinazione  lineare  di  quelle. 
Dimque:  la  equazione  di  ogni  retta,  formante  fascio  con  due 
rette  assegnate,  può  scriversi  come  una  oonibinazione  lineare 
ddU  equazioni  di  queste. 

Al  variare  dei  parametri  A  e  m,  o  meglio  del  parametro 

rapporto  fc  =  -^ ,  la  retta  (3)  o 

A 

(3')  ax  +  by  +  e  +  h  (a'x  +  b'y  +  &)  =  0, 

varia  descrivendo  il  fascio  nominato  ;  precisamente,  ai  valori 
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A  4=  0,  /A  =  0  (A  «  0)  corrisponde  la  retta  r,  ed  ai  valori 
x  =  0,  (i.=|=0(fc  =  ±  od)  corrisponde  la  r'.  H  parametro  h 
può  riguardarsi  come  coordinata  della  retta  (3")  entro  il  fa- 
scio nominato;  di  qual  natura  sia  questa  coordinata  sarà 
visto  in  seguito  (^). 

Otstrvaziom.  —  Che  la  (3)  rappresenti  una  retta  passante  per  il 
punto  comune  alle  r»  r'  (nella  ipotesi  ohe  queste  si  seghino),  può  anche 
dimostrarsi  direttamente,  osservando  anzitutto  che  la  (3)  è  lineare  e 
quindi  rappresenta  una  retta,  in  secondo  luogo  ohe  questa  passa  per  il 
detto  punto»  perchè  le  coordinate  di  esso  annullano  i  polinomi  oa;  +  —9 
a'x  +  ...»  e  quindi  il  primo  membro  della  (3). 

21.  Nuova  tarma  della  condlilone  perchè  tre  rette  tar- 
mino tatelo-  —  Volendo  verificare  se  tre  rette  formano  fa- 
scio^  è  utile  in  certi  casi  ricorrere  alla  proposizione  seguente  : 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  tre  rette  formino 
fa^do,  è  che  esistano  tre  numeri^  non  tutti  nullij  tali  che^  mol- 
tiplieai%do  ordinatamente  per  essi  le  equazioni  détte  tre  rette  e 
somma/ndo  memoro  a  membro^  si  ottenga  una  identità.  Siano 

r)  oa;    4-  6y    4-  e    =  0, 

/)  a'x  +  b'y   +  e'  =0, 

r")  a''x  +  V'y  +  e"  =  0, 

le  tre  rette  date,  e  si  supponga  anzitutto  che,  indicando  con 
A,  /jiy  y  certi  tre  numeri  non  tutti  nulli,  si  abbia  identica- 
mente (cioè  per  valori  arbitrari  di  Xj  y) 
(1)  x(ax  +  6y  +  e)  +  ii.{a'x  +  h'x  +  e')  +   {a"x  -f  b"y  +  o")  =  0, 
ossia 
(Xa  +  iia'  -f  ifa")x  +  (xh  +  /i6'  +  yh")y  +  (xc  H-  iic'  -f  ve")  =  0. 

Perchè  questa  identità  si  verifichi,  devono  esser  nulli  i 
coefficienti  di  a;,  y,  e  il  termine  noto: 

xa  +  jxa'  4-  va"  =  0, 
xh  +  ji-V  -f  v6"  =  0, 

AC  +  Atc'  H-  vo"  =  0. 


(*)  Se  del  fascio  si  conosce  il  centro  {x^^  y^),  conviene  scrivere  la 
equazione  della  retta  generica  di  esso  sotto  la  forma  indicata  nel  n.^  18, 
che  è  poi  una  combinazione  lineare  delle  due  equazioni 

«  —  «i  «  0,  y  —  y,  -  0 
rappresentanti  le  parallele  agli  assi  uscenti  dal  centro. 
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Ma  la  coesistenza  dì  qneste  tre  equazioni^  per  valori  non 
tutti  nulli  di  A,  /iy  Vj  porta  PannuUarsi  del  determinante  dei 
coefficienti 


a 

b 

e 

a' 

b' 

e 

a" 

b" 

e" 

quindi  (n.  21)  le  tre  rette  r,  r',  r"  formano  fascio.  Vice- 
versa, se  le  tre  rette  formano  fascio  ed  è  quindi  nullo  il 
determinante  ora  scritto,  le  ultime  tre  equazioni  possono 
risolversi  mediante  valori  non  tutti  nulli  di  A,  fi,  v,  e  sus- 
siste l'identità  (1). 

Quando  invece  nella  (1),  al  posto  di  a,  /a,  v,  si  pongano 
valori  arbitra/n^  essa  non  sussiste  più  identicamente,  ma  ci 
dà  una  equazione  lineare  in  a?,  y,  rappresentante  una  retta, 
la  quale,  come  è  facile  vedere,  appartiene  essa  pure  al  fa- 
scio che  contiene  le  tre  rette  date. 

22.  Rete  di  rette.  —  Supponiamo,  al  contrario,  che  le 
tre  rette  r,  r,  r"  sopra  considerate  non  formino  fascio.  Al- 
lora, -comunque  vengano  scelti  i  parametri,  non  tutti  nulli, 
A,  >i,  V,  la  (1)  non  è  più  verificata  identicamente,  ma  rappre- 
senta una  certa  retta  del  piano.  E  vale  la  proposizione  se- 
gaente: 

DaJte  le  equazioni  di  tre  rette  non  formamti  faseiOj  mediante 
ima  conveniente  combinazione  lineare  di  quelle  si  pud  rappre- 
sentore  una  quarta  retta  assegnata  ad  arbitrio  nei  pia/no. 

Nella  nuova  ipotesi  infatti,  poiché  il  determinante  sopra 
scritto  è  diverso  da  zero,  esisteranno  tre  numeri  A,  jx^  y  tali 

che  risulti 

Aa  4-  (Aa'  +  m"  =  a"\ 

a6  +  ìlV  +  yV  =  6'", 
AC  +  jLtc'  +  ve''  =  c"\ 
dove  a'",  V'\  e'"  sono  tre  quantità  date  ad  arbitrio,   non 
tutte  nulle;  perciò  l'equazione 

(1)  }\ax  +  6y  +  e)  +  H-^a'x  +  Vy  +  e')  +  v(a"a;  +  V'y  +  o")=  0 
coinciderà  coU'àltra 

a'"  X  +  V"  y  +  &"  =  0, 
che  definisce  una  retta  arbitraria  del  piano. 
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Al  yarìare  dei  tre  parametri  A^  ji,  v,  o  meglio  dei  due 
rapporti  — ,   —,  la  (1)  rappresenta  la  totalità,  o  (come  si 

suol  dire)  la  rete  delle  rette  del  piano. 

23.  Netaiione  abbreviata.  —  Le  formule,  che  ci  siamo 
procurati  finora^  permettono  di  trattare  analiticamente  le 
questioni  riguardanti  la  mutua  posizione  di  punti  e  rette  di 
un  piano.  Ora,  quando  nella  figura  considerata  compariscono 
più  rette,  ciascuna  delle  quali  vien  rappresentata  da  ima 
equazione  lineare,  conviene  spesso  mettere  in  evidenza  i  le- 
gami che  passano  fra  le  equazioni  stesse,  piuttosto  che  i 
coefficienti  di  queste.  E  allora  si  preferisce  indicare  abbre- 
viatamente i  primi  membri  di  alcune  tra  quelle  equazioni 
mediante  singole  lettere,  le  quali  adunque  designano  poli- 
nomi contenenti  le  variabili  a;,  y,  e  non  quantità.  Oon  questa 
notazione  abbreviata  si  raggiunge  una  maggior  concisione  nella 
scrittura,  in  grazia  alla  quale,  dal  solo  aspetto  delle  formole, 
è  facile  dedurre  le  proprietà  di  posizione  degli  elementi  della 
figura  studiata. 

Ck)si,  se  indichiamo  con  2,  m,  n . . .  polinomi  lineari  in 
a?,  y,  e  quindi  con  ?  =  0,  m  =  0,  n  =  0. . .  le  equazioni  di 
più  rette,  potremo  enunciare  sotto  la  seguent-e  forma  gli  ul- 
timi risultati: 

a)  L'equazione  a2  +  /^m  =  0  rappresenta  una  retta  ge- 
nerica del  fascio  determinato  da  Z  =  0,  m  =  0. 

6)  Condizione  perchè  tre  rette  Z  =  0,  m  =  0,  n  =  0  for- 
mino fascio,  è  che  esistano  tre  numeri  A,  /a,  v  non  tutti  nulli, 
e  tali  che  il  polinomio  aZ  +  >im  +  vn  sia  identicamente  nullo. 

e)  Se  le  tre  rette  Z  =  0,  w  =  0,  w  =  0  non  formano  fa- 
scio, la  equazione  kl  -\-  iLm  +  n  =  Oè  atta  a  rappresentare 
una  qualsiasi  retta  del  piano,  purché  i  parametri  a,  /a,  v  siano 
convenientemente  scelti. 

Esercizi.  I.  —  1)  Segnare  i  pimti  dì  coordinate  (1,  1),  (2,  —  2)» 

(  -  3,  -  4)  (  ~  1.3,  2.7),  (V/1,  V/^),  (2  +  \/"3,  1—  \/'6)  ;  divi- 
dere il  segmento  che  congiunge  due  di  questi  punti  in  2,  3,. . .  parti 
uguali  e  calcolare  le  coordinate  dei  punti  di  divisione. 
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2)  I  tre  punti  (1,  —  1),  (3,  2),  (4,  y)  sono  allineati;  calcolare  y  e 
confrontarne  il  valore  con  quello  dedotto  dalla  figura. 

3)  Determinare  parecchi  punti  soddisfacenti  colle  loro  coordinate 
ad  una  delle  equazioni  2»  -f  3y  =  0,  3®  —  y  —  1=0,  &x-\-2y  —  3  —  0, 
e  verificare  graficamente  che  sono  allineati. 

4)  Costruire  le  rette  di  equazione  a; — 2  =  0,y-f-v2  =  0,a;-f-y  =  0, 
2a;+3y  =  0,  aj-f-2y-f3  =  0. 

5)  I  punti  (1,  2),  (2,  —  2),  (^  3,  —  4)  determinano  un  triangolo; 
scrivere  le  equazioni  dei  lati,  delle  parallele  ai  lati  condotte  per  i  vertici 
opposti,  delle  oongìungenti  i  punti  medi  dei  lati,  delle  mediane;  verifi- 
care che  le  ultime  tre  rette  concorrono  in  un  punto,  e  calcolarne  le 
coordinate. 

6)  Le  rette  a?-fy  —  1  =  0,  a?  —  2y— -2=0,  3aj  —  2y4-6  =  0 
determinano  un  triangolo;  calcolare  le  coordinate  dei  vertici;  scrivere  le 
equazioni  delle  parallele  ai  lati  condotte  per  i  vertici  opposti,  e  delle 
mediane;  determinare  la  intersezione  di  queste.  Verificare  mediante  misure 
eseguite  sulla  figura  le  coordinate  calcolate. 

7)  Risolvere  i  problemi  indicati  negli  esercizi  6),  6)  nella  ipotesi  che 
i  vertici  del  triangolo  abbiano  le  coordinate  (obi,  yi),  oppure  i  lati  abbiano 
le  equazioni  oia;  +  ^^  +  oc  =  0,  (t  =  1,  2,  S)  ;  dimostrare  in  partico- 
lare, nella  prima  ipotesi,  che  il  punto  di  concorso  delle  mediane  ha  le 
coordinate  y^  (a?x  +  a?,  +  a?,),  %  (y,  -f  y,  +  y»). 

8)  Date  in  un  piano  due  o  più  rette  r^,  r^...,  sopra  ogni  parallela 
all'asse  y  si  costruisca  un  punto,  la  cui  ordinata  sia  la  somma  delle 
ordinate  corrispondenti  alle  rette  date  ;  si  dimostri  che  il  luogo  di  quel 
punto  è  una  retta. 

II.  —  0)  Dati  in  un  piano  n  punti  Ai  (xù  yi)  e  dati  in  corrispon- 
denza n  numeri  pi,  (i  =  1,  2,...,  n),  il  baricentro  dei  punti  Ai  presi  coi 
pesi  pi  si  definisce  nello  stesso  modo  tenuto  per  le  punteggiate  (n.^  8, 
es.  9),  10)  ).   Si  dimostri  che  le  coordinate  del  detto  baricentro  sono 

vj^  9      y         (sicché,  in  particolare,  il  punto  di  concorso  delle  mediane 

di  un  triangolo  è  il  baricentro  dei  vertici  presi  con  pesi  uguali);  e  si 
concluda  che  il  detto  baricentro  non  dipende  dall'ordine  in  cui  i  punti 
Ai  si  adoperano  nella  costruzione.  Se  però  Ili  p<  =  0,  senza  che  siano  nuUi 
entrambi  i  numeratori,  le  rette  che  congiungono  ciascun  punto  Ai  col 
baricentro  dei  rimanenti  risultano  tutte  parallele,  e  si  dice  che  il  ba* 
ricentro  degli  n  punti  si  è  allontanato  all'infinito  in  quella  direzione. 
Se  finalmente  sono  nulli  anche  i  due  numeratori,  ciascun  punto  Ai  coin- 
cide col  baricentro  dei  rimanenti,  ed  il  baricentro  dei  punti  dati  è  in- 
determinato. 

10)  Dati  due  punti  P,  (»„  yj,  P,  (a?„  y,,)  ed  una  retta  oa?  +  6y  +  «  =  0, 
che  seghi  la  congiungente  di  quei  punti  in  Q,  calcolare  il  rapporto  sem- 
plice ^L^. 
*^"^  P.e 


<' 
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11)  Dati  (mediante  le  coordinate)  i  punti  P^»  P,,  P,,  P^,  calcolare 
il  rapporto  semplice  formato  da  Pi,  P,  e  colla  intersezione  di  P^  P.  e 
di  P,  P,. 

12)  Dall'es.  10)  si  deduca  il  teorema  di  Menelao  (I  secolo  d.  C): 
«  Una  retta  sega  i  tre  lati  di  un  triangolo  ABO  in  tre  punti  A\  R,  C 

"DA*     f)   jy      A    fV 

tali  che  il  prodotto  dei  rapporti  semplici  ^    .,  .  'a~iv  '  n~r'   =1*5® 

viceversa. 

13)  Dall'es.  11)  si  deduca  il  teorema  di  Ceva  (1678)  :   «  Le  rette 

congiungenti  i  vertici  di  un  triangolo  ABC  con  un  punto  qualsiasi  del 

piano  segano  i  lati  opposti  in  tre  punti  A\  P'»  0'  tali  che  il  prodotto 

B  A'    C  B    A  C 

C~A'  '  TW  B^  =  -  1  »i  e  viceversa. 

14)  Scrìvere  Tequasione  di  quella  retta  che  passa  pel  punto  d'in- 
contro di  aa;-fòy  +  o  =  0,  a'  x -{- b' y  -\-  e'  =  0,  e  soddisfa  ad  una  delle 
condizioni  seguenti:  a)  passa  per  Forigine;  b)  è  parallela  ad  uno  degli 
assi;  e)  passa  per  un  punto  di  date  coordinate;  d)  è  parallela  ad  una 
retta  di  data  equazione;  e)  passa  pel  punto  di  concorso  delle  rette 
«  »  +  P  y -f  T  =  0,  a'a;  +  P'y  +  f  =  0. 

15)  Le  congiungenti  i  vertici  di  un  triangolo  coi  punti  medi  dei 
segmenti  intercettati  sopra  una  trasversale  dai  relativi  angoli,  segano  i 
lati  opposti  del  triangolo  in  tre  punti  allineati;  (si  possono  assumere 
due  lati  del  triangolo  come  assi  coordinati). 

16)  Si  dimostri  il  teorema  di  Pappo  (IV  secolo  d.  C):  tx  Se  un  esa- 
gono  ha  i  vertici  di  posto  dispari  sopra  una  retta  ed  i  vertici  di  posto 
pari  sopra  una  seconda  retta,  i  tre  punti  d'incontro  delle  coppie  di 
lati  opposti  stanno  sopra  una  terza  retta  ».  (Si  assumano  le  due  prime 
rette  come  assi  coordinati). 

17)  I  punti  medi  delle  diagonali  di  un  quadrilatero  ed  il  punto 
medio  del  segmento  che  congiunge  le  intersezioni  dei  lati  opposti  stanno 
sopra  una  medesima  retta;  (due  lati  del  quadrilatero  possono  assumersi 
come  assi  coordinati;  oppure  si  possono  ritener  date  le  coordinate  dei 
vertici  e  delle  due  intersezioni,  tenendo  conto  delle  relazioni  che  devono 
legarle). 


Capitolo  II. 

Distante,  angoli»  aree. 

24.  Prolozlonl  parallelo  di  sogmontL  —  Tratteremo  ora 
un  secondo  grappo  di  questioni  sui  punti  e  le  rette  di  un 
piano,  questioni  relative  ai  concetti  metrici  di  distanza,  an- 
golo, area...  Per  procedere  in  modo  uniforme  nel  detto  studio. 
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[  premettiamo  qualche  nozione  sulle  proiezioni  parallele  dei 

>  segmenti. 

i  Date  nel  piano  due  rette  non  parallele  x^  y^  snlla  prima 

delle  quali  sia  fissato  il  verso  positivo,  proiettare  un  punto 
A  del  piano  sopra  x  paraUélarnente  ady^  o  secondo  la  direzione  y, 
vuol  dire  condurre  per  A  la  parallela  ad  y  fino  all'incontro 

V  con  X  nel  punto  proiezione  A\  1  punti  di  un  segmento  AB 

avranno  per  proiezioni  i  punti  di  un  segmento  A'B'  di  x^ 
il  quale  (tenuto  conto  del  segno)  si  dirà  proiezione  di  AB 
sopra  X  secondo  la  direzione  y.  È  chiaro  che  se  J.  J3  si  sposta 
parallelamente  a  sé  stesso,  mantenendo  invariata  la  propria 
grandezza  e  il  proprio  verso,  la  proiezione  A'  B'  scorre  sopra 

^  X  senza  alterarsi  né  in  grandezza,  né  in  verso;   dunque: 

segmenti  uguali,  paralleli  ed  u^almente  diretti,  o  (come 
diremo  brevemente,  riassimiendo  le  tre  condizioni  con  un 

f  solo  aggettivo)  segmenti  equipoUenti  ha/nno  proiezioni  uguali 

sopra  una  stessa  retta^  secondo  una  stessa  direzione. 

a)  Se  fissiamo  il  verso  positivo  anche  sopra  9,  potremo 
costruire  inoltre  la  proiezione  A''  B''  ài  AB  sopra  y,  secondo 
la  direzione  x.  I  due  segmenti  A'  B\  A''  B'%  considerati  in 
grandezza,  direzione  e  verso,  si  chiamano  le  componenti  di  AB 
(semento  risuUamU)  secondo  le 

^  direzioni  a;,  y.  Le  rette   proiet-  A 

tanti  adoperate  neUa  costruzione  Y 

.  limitano    un    parallelogramma  jj 

APBQj  di  cui  il  segmento  AB  j 

è  una  diagonale,  ed  i  cui  lati  / 

APyPB  sono  equipollenti  alle        ^J 

due  componenti  nominate;  enun-         /        j /        * 

ceremo  questa  osservazione  di-        /^  ^    *^ 

^  cendo  :  con  due  segmenti  equi- 

poUenti  aUe  componenti  di  un  segmento  si  può  costruire  una 
spezzata  biUxtera^  di  cui  il  segmento  dato  congiunge  gli  estremi. 

i  Se  il  segmento   AB  %ì  siK)sta  parallelamente  a  sé  stesso, 

,  senza  alterarsi  in  grandezza,  le  due  componenti  di  esso  non 

mutano   né   grandezza,   né  direzione,  né  verso;  dunque  le 
componenti  di  un  segmento   definiscono  U  segmento  in  gran- 
dezza^  direzione  e  versoj  non  in  posizione. 
3 


<. 
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Se  bì  assumono  le  rette  x^  y  come  assi  coordinati,  e  si 
chiamano  (x^  y)  ed  (x\  y^)  le  coordinate  cartesiane  di  J.  e 
B,  le  componenti  di  A  £  sono  date,  in  valore  e  segno,  da 


X' 


X, 


y  —  y* 

In  particolare,  le  componenti  del  segmento,  che  va  dal- 
l'origine ad  un  punto,  sono  le  coordinate  cartesiane  del  punto 
stesso. 

h)  Consideriamo  ora  più  segmenti,  che  siano  i  successivi 
lati  di  una  spezzata,  ad  es.  ABC  D;  proiettiamo  i  vertici  di 
questa  sopra  :r,  secondo  la  direzione  9,  ed  indichiamone  le 
proiezioni  con  A\  B\  C%  D\  Chiameremo  praieniùne  della 
spezzata  9u  x  (secondo  la  direzione  y)  la  sonmia  delle  pro- 
iezioni dei  lati,  prese  coi  segni  che  ad  esse  spettano,  vale  a 
dire  (n.o  4) 

A'B'+  B'C'+  G'D'^  A'D\ 

Ma  A'  D'  è  la  proiezione  di  J.  D  ;  dunque  : 

La  proiezione  di  una  spezzata  è  uguale  atta  proiezione  del 
segmento  che  ne  congiunge  gli  estremi  (essendo  le  proiezioni 

eseguite  sopra  una  stessa  retta, 
secondo  una  stessa  direzione). 

In  particolare:  la  proiezione 
di  un  segmento  è  uguale  atta 
somma  dette  proiezioni  détte  sue 
componenti^  prese  secondo  due 
direzioni  quali  si  voglia/no. 

8e  due  spezzate  hanno  gli 
stessi  estremij  le  loro  proiezioni 
sopra  una  stessa  retta j  secondo  una 
stessa  direzione,  sono  uguali. 
e)  Se  si  eseguiscono  proiezioni  ortogonalij  vale  a  dire  se 
la  retta  x,  su  cui  si  proietta,  è  perpendicolare  alla  direzione 
yj  secondo  cui  si  proietta,  passa  una  relazione  semplice  fra 
la  lunghezza  di  un  segmento  e  la  sua  proiezione.  Sia  infatti 
AB  xm  segmento  di  una  retta  r,  e  sia  A'  B'  la  sua  proie- 
zione ortogonale  su  x.  Possiamo,  senza  alterare  la  proiezione, 
immaginar  trasportato  parallelamente  A  B  colla  retta  r,  finché 
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A  viene  a  coinoidere  con  A\  Allora  AB  ed  A' B'  sono,  ri- 
8i>ettivamente9  ipotenusa  e  ca- 
teto di  nn  triangolo  rettangolo 
di  cui  ^  è   l'angolo   adiacente 
al  cateto;  dnnque 

A'  B'  =  ABcoBxr. 
Onesta  relazione  vale  anche  nei 
segni,  quando  si  siano  fissati  co- 
munque i  versi  positivi  sopra  le 
rette  a;  ed  r.  Ciò  si  verifica,  sup- 
ponendo anzitutto  fissati  i  versi 
da  A  verso  jB  e  da  J.'  verso  B\ 

giacché  allora  i  tre  termini  della  precedente  uguaglianza 
sono  positivi,  e  notando  x>oi  che  una  inversione  del  senso 
positivo  sopra  una  delle  due  rette  muta  il  segno  a  due 
dì  quei  termini,  e  lascia  inalterato  il  terzo.  In  parole:  la 
proiezione  ortogonale  di  v/n  segmento  sopra  una  retta  è  data  {in 
valore  e  segno)  dai  prodotto  del  segmento  obiettivo  per  U  coseno 
deWangolo  formato  dalle  rette  oontenenti  U  segmento  e  la  pro- 
iezione. 


u  — -  Nell'ultimo  paragrafo»  parlando  di  un  segmento, 
abbiamo  fatto  attenzione  alla  sua  grandezza»  alla  direzione  della  retta 
che  lo  sostiene,  al  verso  in  cui  il  segmento  si  intende  descritto,  ma  non 
ci  siamo  occupati  della  posizione  che  il  segmento  occupa  nel  piano  (o 
nello  spazio).  Ora  in  varie  applicazioni  della  matematica  (alla  meccanica, 
àDa  fisica...),  nelle  quali  un  siffatto  ente  geometrico  spesso  interviene, 
si  ò  convenuto  di  attribuirgli  un  nome  speciale  ;  si  è  chiamato  vettore 
un  segmento  considerato  in  grandezza,  verso  e  direzione.  Se  J.  B  è  un 
vettore  ohe  va  descritto  da  A  verso  B,  il  punto  A  si  chiama  origine  (o 
punto  d'appUcaaione)  e  B  termine;  un  vettore  noto  è  fissato  anche  in 
IKMizione,  quando  ne  sia  data  la  origine.  Due  vettori  che  differiscano 
solo  per  l'origine  (vale  a  dire  due  segmenti  equipollenti)  diconsi  ii^tuilt. 
Ai  vettori  si  applicano  le  nozioni  di  praieeiani,  componenti...^  di  cui  par- 
lammo a  proposito  dei  segmenti. 

Dati  due  o  più  vettori,  se  a  partire  da  un  punto  A  arbitrario  si 
costruisce  un  vettore  A  B  uguale  al  primo  vettore  assegnato,  poi  un 
vettore  B  C  uguale  al  secondo  assegnato,  e  cosi  si  continua,  si  arriva 
alla  fine  a  tracciare  una  spezzata  A  B  0...  E  K^  che  ha  tanti  lati  quanti 
Bono  i  vettori  dati  ;  il  vettore  A  IT,  che  ne  congiunge  gli  estremi,  si 
chiama  somma  o  risultante  dei  vettori  dati  {componenti)',  ad  es.,  nel 
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piano,  un  vettore  qualfliaai  è  la  8omma  delle  sue  due  componenti,  preee 
secondo  due  direzioni  arbitrarie.  La  somma  o  composizione  dei  rettori 
gode,  come  facilmente  si  dimostra,  la  proprietà  associatlTa  e  commu- 
tativa. 

CoUa  nuova  locuzione,  un  teorema  precedente  può  enunciarsi  di- 
cendo, ohe  la  somma  delle  proiezioni  di  più  vettori  uguaglia  la  proie- 
zione della  somma  dei  vettori  stessi  (sopra  una  data  retta,  secondo 
una  data  direzione). 

26.  Distonia  di  due  punti.  —  Eiprendiamo  ora  gli  assi 
cartesiani  Xj  y.  Per  ottenere  la  massima  semplicità  nelle  f or- 
mole  e  per  limitarci  all'ipotesi  costantemente  segoita  in 
pratica,  supporremo,  in  questo  Capitolo,  perpendicolari  i  due 
assi,  ortogonale  il  sistema  di  coordinate.  E  precisamente  sup- 
porremo fissati  i  versi  positivi  sugli  assi^  in  modo   che  sia 

^  »  +  -^  *  A  titolo  di  informazione   aggiungeremo  tuttavia 

le  principali  formole  nel  caso  di  assi  obliqui,  lasciando  al 
lettore  la  cura  di  dimostrarle. 

Consideriamo  due  punti  P  (x,  y),  P'  (x%  y')  giacenti  sopra 
una  retta  r,  su  cui  sia  fissato  arbitrariamente  il  verso  posi- 
tivo, ed  indichiamo  con  d  la  misura  (in  valore  e  segno)  del 
segmento  P  P\  Siano  inoltre 

X  =  x'  —  x,     Y  ^y'  —  y 
le  componenti  secondo  le  direzioni  x,  y  del  detto  segmento, 

le  quali  possono  riguardarsi 
come  lati,  paralleli  ad  a;,  y,  di 
una  spezzata  PQP'  condu- 
cente da  P  in  P'.  Proiet- 
tiamo ortogonalmente  il  seg- 
mento P  P'  e  la  spezzata  so- 
pra una  retta  arbitraria  s  (su 
cui  si  supporrà  fissato  il  verso 
positivo);  avremo  {nP  24) 
(a)dcosr«  =  Xcosa?«+  Tcosys; 
e  facendo  coincidere  la  8  or- 
dinatamente colle  rette  r,  Xj  y,  otterremo  ancora 
(P)  d  =  X  cos  xr  -\-  r  cos  yr 

(r)  d!  cos  ra;  =  X,     d  cos  ry  =^  Y. 
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Fra  la  (fi)  e  le  (y)  possiamo  anzitutto  eliminare  i  coseni, 
moltiplicando  i  due  membri  della  (P)  per  dj  e  sostituendo, 
al  posto  di  d  cos  xr,  d  cos  xs^  i  valori  dati  dalle  (r).  Avremo 
cosi 

(teorema  di  Pitagora),  ossia,  ricordando  le  espressioni  di  X,  Y, 

(1)  cP  =  (a:'  — x)*+  {y'  —  yf 

La  (1)  permette  di  calcolare  la  distanza  di  due  punti, 
di  cui  sian  note  le  coordinate:  il  quadrato  della  distanza  di 
due  punti  è  espresso^  in  ooardinaie  ortogonali^  dalla  somma  dei 
quadrati  détte  differenze  *fra  le  coordinale  omonime  dei  due 
punti.  In  particolare,  la  distanza  del  punto  P  dall'origine  è 
data  da 

In  assi  obliqui  si  sarebbe  trovata  la  forinola 
(1*)  ^  =  («'—«)•  +  W  —  y)*  +  2(»'  -  X)  (y'  -y)  coB  «y. 

28.  Relailonl  angolari.  —  Eliminiamo  ora  d,  X,  Y  fra  le 

le  (j3)  e  (r),  sostituendo  nella  {fi)  al  posto  di  X,  Y  i  valori 
dati  dalle  (r)  e  dividendo  i  due  membri  per  d.    Otterremo 

(2)  cos*  ar  +  cos*  yr  =  1. 

I  coseni  degli  angoli  che  una  retta  r  forma  cogli  assi 
coordinati  si  sogliono  chiamare  coseni  di  direzione  di  quella 
retta.  Dunque  la  somma  dei  quadrali  dei  coseni  di  direzione 
di  una  retta  vale  1  (in  assi  ortogonali)  (^). 

Se  ora  operiamo  le  stesse  sostituzioni  (7)  nella  (a),  an- 
ziché nella  (fi)j  troviamo 

(3)  cos  r«  =  cos  ar  cos  a»  4-  cos  yr  cos  ys; 

U  coseno  delVangolo  di  due  rette  è  dato  (in  assi  ortogonali)  daXta 


(^)  Poiché'^  +  ^^  ^=-Y~>  1a  (2)  ^'^^  differisce  dalla  forinola 
notuBÌma  sen'cc  -f-  oos'a  »  1 . 
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somma  dei  prodotti  dei  coseni  di  direzione  deU^una  retta  per  i 
corrispondenti  coseni  delPattra  C). 

la  awi  obliqui  si  avrebbero  le  formoie  : 
(2*)  Ben*  xy  -^  cob'  xr  +  oob*  yr  -2  000  xr  oob  yr  oob  xy. 

(3*)  OOB  r«  =  — ^ —  [cob  ar  oobx»  +  eoa  yr  oob  ys 

seiu  xy 

—  (008  xr  oob  y9  +  oos  a»  oob  yr)  eoa  0:9] . 

27.  Rapporto  dlrottlvo  di  um  rotta.  —  Per  applicare  la 
forinola  (3)  nella  geometria  analitica,  occorre,  data  Pequa- 
zione  di  una  retta,  calcolare  i  coseni  di  direzione  di  questa. 

Oonsideriamo  a  tal  fine 
nna  retta  r, 
(1)        aa;  -f  6y  +  0  =  0, 
che  supporremo  anzitutto  non 
parallela  all'asse    j(  (6  =)=  0). 
Bisolvendo  rispetto  ad  y,  por- 
remo la  (1)  sotto  la  forma 
(1')        y  =  wo?  +  p, 

dove  m  =s  —  -  si  suol  cMamare  (per  la  ragione  che  ora  ve- 
dremo) rapporto  0  coefficiente  direttivo  della  retta. 
La  retta  s^  parallela  ad  r  per  0,  ha  l'equazione 

(2)  y  =  wx, 
dalla  quale  si  ricava  subito 

X      A8      . 

W  =»   -  =   -pr-j  =   tg  XS, 

y       OA        ^ 
Posto  ^  =r  ^  =  ^,  e  ritornando  alla  (1),  concludiamo  che 

(3)  tg$  =  -J; 


(*)  La  (3)  è  identioa  alla  nota  formola 

OOB  (0  —  a)  =  OOBa  008^  -f  SOna  BOnP» 

dalla  quale  si  deduoono  f aoilmente  la  sen  (^  ~  a)  =  aenP  oobs  —  sena  coBp 
e  le  altro  formoie  di  addizione  dei  seni  e  coseni  Procedimenti  analogbi 
a  qneUi  qui  Begniti  permetterobbero  di  ritrovare  in  modo  uniforme,  e 
tenendo  conto  dei  segni,  tutte  le  formoie  della  trigonometrìa  piana.  Si 
vedano  in  propoeito  la  TtigùnometHa  del  Baltzsb  e  la  OwvMtria  Ana- 
litica  del  D'Ovidio  (Gap.  III). 
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{{  rapporto  direttivo  di  una  retta  (in  assi  ortogonali)  è  uguale 
aUa  tangente  ddPangolo  ohe  Vasse  x  jorma  ooUa  retta;  dò  anche 

quando  ft  =  0,  —  r  ="  ^* 

Segue  di  qua  che  ogni  retta  formante  l'angolo  ^  (  #=  a*  ) 

coll'asae  x  ha  un'equazione  del  tipo 

y  ^xtg<p  +  Pj 
e,  Be  passa  per  il  punto  (^yjfOy 

y  — »'  =  («  — »')tg<p, 

od  anche 

x  —  x'      y  —  y' 


cos  ^        Ben  f 

Bitomando  alla  (3),  poBsiamo  sostituire  ad  essa  le  due 
relazioni 

(4)  sen  <p  =  —  a  e,   cos  ^  =  ft  q, 

dove  Q  è  un  fattore  di  proporzionalità,  che  si  calcola  subito 
quadrando  le  (4)  e  sommando  membro  a  membro.  Bisulta 

l  =  e2(a2  +  62), 

donde 

(5)  P  =  ^ 


e  quindi,  sostituendo  nelle  (4), 

queste  danno  i  coseni  di  direzione  (cos  ^  »  cos  or,  sen  ^  ^ 
oosyr)  della  retta  r.  H  denominatore  ya  preso  collo  stesso 
sogno  nelle  due  formolo  (6);  il  segno  resta  però  indeterminato, 
finché  sopra  r  non  sia  fissato  il  verso  positivo. 

In  afld  obliqui  si  haimo  le  fonnole 

seaar  a 


(3*) 


wòixry  h  ' 


,a*.  — awexkxy  h  —  aooBaw 


S/a*  -f.  6« — 2aò  oosapy  dh  V/a*  +  6*  — 2a6oosajy 
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28.    Angolo  di  dm  rotto.  —  Data,  insieme  alla  retta  r 

(1)  ao)  +  by  +  0  =  0, 

una  seconda  retta  r'  di  equazione 

(1')  a'x  +  Vy  +  o'  =  0, 

si  osservi  che  è 

dove  <^'  indica  Pangolo  che  x  forma  con  r\  Quest'angolo  è 


determinato  dalle  formole 


(60      Ben  ^'  = 


—  a' 


±  \/a'^  +  h"^ 


,    cos  <p'  = 


6' 


±V/a'*  +  6'^' 


colla  solita  osservazione 
intomo  al  doppio  segno. 
Bicordando  ora  le  note 
formole  esprimenti 

cos  (♦'  —  $)  e  sen  ($'  —  $), 

citate  anche  nella  nota  al 
n.^'  26,  otteniamo  subito, 
in  base  alle  (6)  e  (6'), 


(7) 


(8) 


cos  rr  = 


aa'  +  hV 


sen  TT  = 


ab'  -f  a'6 


le  quali  danno  tZ  coseno  ed  U  seno  deìVangolo  dèUe  due  rette 
(1)  e  (1")  (in  assi  ortogonali). 

I  denominatori  nelle  due  formole  hanno  lo  stesso  segno  ; 
questo  però  rimane  ambiguo,  finché  non  siano  fissati,  sulle 
due  rette,  i  versi  positivi. 

Dividendo  membro  a  membro  la  (7)  per  la  (8),  si  ot- 
tiene, senza  ambiguità  di  segno  (cfr.  n.o  10), 


(9) 


tg  rr" 


db'  -  a'b 
aa'  +  bb 
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la  quale  (dividendo  numeratore  e  denominatore  per  bb')  può 
anche  scriversi  così  : 


(»')  *g^'  =  TT 


wim'' 


dove  w,  m'  sono  i  rapporti  direttivi  delle  due  rette. 

Sotto  questa  forma  la  (9')  non  differisce  dalla  formola, 
che  esprime  tg  ($'  —  i»)  in  funzione  di  tg  (p,  tg  (p'. 

In  assi  obliqui  valgono  le  formule 

aa^  +  bb'  —  {ah'  -f  a'b)  eoBxy 


(7*)  006  rr'=: 


(8*)  Bmrr'^ 


\/a*  +  &■— .2aòooBa5y  \/a'^  +  b"  —  2a'b'  oob  xy 

(ah'  —  a'b)  sen  xy 


29.  Condizione  di  porpendioolarlti  di  duo  rotto.  7-  La  con- 
dizione, afBbichè  le  due  rette  r,  r^  siano  perpendicolari  fra 
loro,  è  espressa  dall'annullarsi  di  cos  rr\  e  quindi  del  nu- 
meratore della  (7).  Dunque  : 

In  assi  ortogonali,  la  condizione  perchè  le  due  rette 

ax  +  by  +  0  =  Oj    a'o?  +  6'y  -h  e'  =  0 
siano  perpendieolari  tra  loro,  è 

(10)  aa'  -f  bb'  =  0. 

Quest'ultima  ci  fornisce  il  rapporto  dei  coefficienti  a^ 
e  6^  di  ogni  retta  /,  che  sia  perpendicolare  ad  una  retta  r 

assegnata;  se,  ad  es.,  prendiano  a'  =  —  (U  che  è  lecito  fin- 
ché «4=0),  dovremo  poi  assumere  6'  == j-.  Quindi: 

In  assi  ortogonali,  la  equasdone  della  retta  condotta  per 
U  punto  {a/j  y"),  normalmenle  alla  retta  ax  +  by  +  e  =  0,  è 

(11)  ±=L?1  =  yj=^. 

ab 

Se  le  due  rette  r,  /  sono  date  mediante  le  equazioni 
y  =  mx  -f  p,  y  =  m'w  +  p%  la  condizione  di  perpendicola- 
rità è 

mm'  =  —  1  ; 
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e  Peqtiazione  della  retta  perpendicolare  aUa  prima,  condotta 
dal  punto  {x\  y'),  è 

Gercando  la  intersezione  della  retta  (11)  colla  (1),  sa- 
rebbe facile  determinare  la  distanza  del  punto  (a?',  y')  dalla 
retta  (1),  distanza  che  noi  ci  procureremo  per  altra  via. 

SO.  Equazione  normale  di  una  rotta.  —  Data  una  retta  r 

di  equazione 

(1)  oa?  +  6y  +  0  =  0, 

sulla  quale  retta  sia  fissato  arbitrariamente  il  verso  posi- 
tivo, si  conduca  da  0  la  perpendicolare  n  alla  r,  e  sopra  n 

si  scelga  il  verso  positivo  in  modo  che  sia  wr  =  +  -^  •  ^' 

dichiamo  con  p  =  ON  la  distanza  di  0  da  r,  presa  col  segno 

che  le  spetta,  e  poniamo  ^  =  a.    È  chiaro  che,  data  la 

retta  orientata  r,  i  valori 
di  p  ed  a  sono  completa- 
mente determinati,  e  vi- 
ceversa ;  possiamo  quindi 
proporci  di  calcolare  p 
ed  a  partendo  dalla  (1), 
e^  inversamente,  di  scri- 
vere la  equazione  della 
retta,  quando  siano  noti  p 
ed  a. 
Supponiamo  a  tal  fine,  per  ora,  che  la  retta  r  seghi 

effettivamente  gli  assi  a?,  y  in  due  punti  A^  B  distinti  da  0, 

vale  a  dire  che  le  quantità  a,  6,  e  siano  diverse  da  zero. 

Osserviamo  poi  che 

OA  cos  a  =  OB  sen  a  =  ON  =  p. 
Sostituendo  al  posto  di  OA^  OB  i  valori , r-    ricar 

A  0 

vati  dalla  (1)  (n.^  17)  e  dividendo  per  e,  otteniamo  le  rela- 
zioni 

cos  a        sen  a  p 


a 


e 
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oBsia,  indìcaado  con  p  il  valore  comune  dei  tre  rapporti, 

(2)  coB  a  =s  ap,    Ben  «  =5p,    —  p  =  ep. 

Dalle  due  prime,  quadrando  e  Boumiando,  ricaviamo  p, 
preciBamente 

±  va*  +  ^ 
sostituendo  nelle  (2),  abbiamo  (^) 

(4)         COB  «  = .—       ^,    sen  a  = 


±V/a*  +  6*'  ±V/a'  +  6'' 

—  e 

Pultima  delle  quali  permette  di  decidere  il  segno  del  radi- 
cale, essendo  noto  il  segno  di  p  in  relazione  al  verso  fissato 
su  n  o  su  r. 

Moltiplicando  la  (1)  per  p  e  tenendo  conto  delle  (2),  la 
equazione  della  retta  data  si  presenta  sotto  la  forma 

(5)  X  cos  a  +  y  Ben  a  —  p  =  0, 

la  quale,  in  virtù  della  (3),  coincide  termine  a  termine  colla 
equazione 

quando  in  questa  si  stacchino  i  termini  contenenti  le  singole 
variabili  ed  il  termine  noto. 

Ora  questi  risultati,  ed  anche  le  stesse  relazioni  (2), 
valgono  qualunque  sia  la  posizione  della  retta  r  risi>etto 
agli  assi.  Infatti,  se  ad  es.  r  è  parallela  ad  a^  nella  prima 
delle  (2)  è  da  porsi  a  »  0,  cos  a  =  0,  mentre  le  altre  riman- 
gono inalterate;  se  r  passa  per  0,  nell'ultima  delle  (2)  si 
porrà  0  =  0,  p  =  0,  mentre  le  rimanenti  sussistono,  come 
si  verificherebbe  sostituendo,  per  un  momento^  alla  retta  r 
una  retta  parallela.  Concludiamo  che 


(')  Si  osservi  ohe  le  prime  due  equasioni  (4)  ai  deduoono  subito 
dalle  (6)  dèi  xifi  27»  notando  ohe  ^  »  a  +  y* 
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La  equazione  di  una  retta  qualsiasi  può  scriversi  assu- 
mendo come  coeffÌ4denti  delle  variabili  x^  y  i  coseni  di  dire- 
zione della  normale  alla  retta^  e  come  termine  noto  la  distanza^ 
cambiala  di  segnOy  déWorigine  dalla  retta.  Questa  particolare 
equazione  (5),  in  cui  le  costanti  hanno  i  significati  geome- 
trici ora  esposti,  fu  detta  (da  Hesse)  forma  normale  della 
equazione  di  un  retta^  o,  brevemente,  equazione  normale  della 
retta. 

Va  notato  che  l'equazione  normale  di  una  retta  rappre- 
senta la  retta  orientala,  cioè  presa  con  un  determinato  verso  ; 
giacché,  ove  si  inverta  sopra  r,  e  quindi  sopra  n,  il  verso 
positivo^  mutano  segno  nella  (6)  i  coefficienti  delle  variabili 
e  il  termine  noto. 

D'ordinario  una  retta  vien  data  analiticamente  mediante 
una  equazione  generale,  lineare,  del  tipo  (1),  i  cui  coeffi- 
cienti non  hanno,  in  generale,  alcun  significato  geometrico 
(lo  hanno  bensì  i  loro  mutui  rapporti).  Dalle  cose  dette 
risulta  che  la  equazione  normale  della  retta  stessa  si  ottiene 
moltiplicando  i  due  membri  della  (1)  per  il  fattore  p,  cioè 
scrivendo  la  (6). 

In  assi  ortogonali^  requaaione  normale 

(6)  ^+:^_t^  =  o 

si  ottiene  dalX*  equazione  generale  della  retta,  dividendone  U 
primo  membro  per  la  radice  quadrata  della  somma  dei  quor 
drati  dei  coefficienti  delle  variabili. 

Quanto  al  segno  del  radicale^  sussiste  Posservazione 
fatta  sopra. 

In  assi  obliqui,  l'equazione  nonnaie  di  una  retta  si  presenta  aotto 
la  fonna 

(5*)  X  cos  xn  +  y  eoa  yn  —  p  =  0, 

ed  il  fattore  p,  per  cui  va  moltiplicata  l'equazione  generale»  quando 
debba  esser  ridotta  a  forma  normale,  è  espresso  da 


(3*)  p  ^ "^^ 


dz\/a"  +  ò«— 2aò 


cosa?y 


DISTANZI,   ANGOU,  ASBB  45 

SI.  DithiiiTa  di  ■■  pmto  da  hm  rttta.  —  n  vantaggio  di 
adoperare  in  talune  questioni  l'equazione  normale  di  una 
retta  risulta  dal  problema  seguente. 

Sia  data  una  retta  r  ed  un  punto  P  (a/,  y^y  comunque 
situato;  si  voglia  calcolare  la  distanza  i  =  PQ  del  punto 
dalla  retta.  Supponiamo  che  su  questa  sia  fissato  il  verso 
positivo  ;  conduciamo  da  O  la  normale  n  ad  r,  e  su  n  e  suUe 
parallele  ad  n  fissiamo  il  verso  positivo,  secondo  la  conven- 
zione fatta  prima  i  nr  =  +  -^j.  La  distanza  ^  assumerà  cosi 

un  certo  segno,  dipendente  dalla  banda^  rispetto  ad  r,  in 
cui  si  trova  il  punto  P;  precisamente,  date  le  nostre  con- 
venzioni, avranno  distanza  positiva  da  r  i  punti  giacenti  a 
«ttiMra  di  un  osservatore  che  percorra  la  retta  nel  senso 
positivo,  e  distanza  negativa  gli  altri  punti.  Ciò  premesso, 
si  conduca  per  P  la  retta  r^  parallela  ad  r,  e  sia  N^  il  punto 
in  cui  quella  sega  n.  Si  avrà  allora,  anche  tenendo  conto 
dei  segni  (v.  la  figura  di  pag.  42), 

QP  =  NN'  =  ON'  -  O^  =  p'  -  p, 
dove  si  è  posto  ON  =  p,  ON'  =p'. 

Ora,  se  la  retta  r  è  data  mediante  la  sua  equazione 

normale 

(5)  X  cos  a  +  y  sen  a  —  p  =  0, 

è  noto  p.  Quanto  a  p\  osserviamo  che  l'equazione  normale 

di  f^  S2UÀ 

X  cos  a  +  y  sen  a  —  p'  =  0, 

e  poiché  la  retta  stessa  passa  per  P,  dovrà  questa  equa- 
zione esser  soddisfatta  dalle  coordinate  (xf^  y')  di  P,  donde 

p'  =  ip'  cos  a  +  y'  sen  «. 
Sostituendo  nell'espressione  QP  e  cambiando  segno,  si 

ha  infine 

(7)  i  =z  PQ  =  ^  {x'  cos  a  -f  y'  sen  a  —  p). 

n  risultato  si  enuncia  in  forma  molto  semplice: 

La  distanza  di  un  puntOj  di  date  coordinate^  da  una  retta^ 
di  data  equazione  normale,  è  U  valore  opposto  a  quello  che 
assume  U  primo  membro  détta  equazione  stessa,  qtMndo  al 
posto  delle  variabili  si  sostituiscano  le  coordinale  del  punto. 
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Bisulta  dunque  che,  se  nel  primo  membro  della  equa- 
zione normale  dì  una  retta  si  sostituiscono  alle  variabili  le 
coordinate  di  un  punto  qualsiasi,  quel  primo  membro  as- 
sume un  valore,  che  ha  una  immediata  interpretazione  geo- 
metrica, giacché  esprime  (a  parte  il  segno)  la  distanza  del 
punto  dalla  retta. 

L'ultima  osservazione  non  sussiste  piil,  se  la  equazione 
della  retta  è  data  in  forma  generale 

(1)  aa  +  by  +  e  =^  0. 

Allora  per  risolvere  il  problema  di  cui  ci  occupiamo, 
converrà  ridurre  a  forma  normale  la  (1).  Bicordando  la  (6), 
otteniamo  : 

In  assi  ortogonalij  la  distanza  del  punto  {x',  y')  daUa  retta 
(1)  è  espressa  da 

4-  V^    +  * 

Il  segno  del  radicale  è,  come  dicemmo,  indeterminato,  finché 
sulla  retta  non  sia  fissato  il  verso  positivo.  Spesso  si  con- 
viene di  riguardar  come  positiva  la  distanza  dell'origine  O 
(0,  0)  da  una  retta  qualsiasi,  che  non  passi  per  0,  vale  a 
dire  il  valore 

e 
p  =  — 


questa  convenzione  costringe  ad  assumere  un  determinato 
segno  (queUo  di  o)  per  il  denominatore.  La  convenzione  però 
non  si  estende  alle  rette  uscenti  dall'origine. 

In  ogni  caso,  risulta  dalla  (8)  che  il  valore  assunto  dal 
primo  membro  della  (1),  quando  al  posto  deUe  variabili  si 
pongano  le  coordinate  di  un  punto  qualsiasi  P,  è  propor- 
zionale alla  distanza  di  P  dalla  retta.  E  quel  valore  ha  lo 
stesso  segno  per  i  punti  P  che  stanno  da  una  determinata 
banda  deUa  retta,  ed  il  segno  opposto  per  i  punti  che  stanno 
dalla  banda  opposta  ;  precisamente,  se  e  4=  0,  quel  valore  ha 
il  segno  di  o,  quando  P  sta  dalla  banda  dell'origine  rispetto 
alla  retta. 
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In  aasi  obliqui,  il  primo  enunciato  di  questo  n.^  rimane  inalterato, 
tenuto  eonto  della  (5*);  nel  secondo  enunciato  la  (8)  va  sostituita  dalla 

(8*)  d  =      (qfl>'-f  ^y'-fc)Bengy     ^ 

=F  v»*  +  &*  —  2aò  ooso^y 

82.  Segno  '■  un'arta  piana.  —  Dobbiamo  ancora  procn- 
raicì  la  forinola  che  esprìme  l'area  di  un  triangolo  (o  poli- 
gono). Accenneremo  anzitutto  ad  una  convenzione,  che  si 
suol  fare  riguardo  ai  segni  delle  aree  di  figure  piane,  con- 
venzione di  cui  si  riscontra  la 
utilità  in  varie  questioni  di  ma- 
tematiche pure  ed  applicate. 

Consideriamo  nel  piano 
un'area  limitata  da  una  lìnea 
chiusa,  poligonale  o  curva  {con- 
tomo  o  €ÌreuUo)j  che  suppor- 
remo non  intrecciata.  Un  punto  ^^^^^Iilli^S^y^ 
mobile  può  descrìvere  il  con- 
tomo in  due  versi  opposti.  Quando  il  punto  sì  muove 
in  uno  dei  due  versi,  che  diremo  positivo^  il  raggio  congiun- 
gente quel  punto  mobile  ad  un  punto  fisso,  intemo  all'area 
(e  sufficientemente  vicino  alla  posizione  del  punto  mobile), 
ruota  intorno  al  punto  fisso  in  verso  positivo  ;  mentre  se  il 
punto  mobile  percorre  il  contomo  in  verso  negtxtivoj  quel 
raggio  ruota  in  verso  negativo.  Possiamo  ancora  notare  che, 
date  le  nostre  convenzioni,  un  osservatore,  il  quale  percorra 
il  contomo  in  verso  positivo,  restando  al  disopra  del  piano 
dell'area,  lascia  l'area  alla  sua  sinistra.  Ora  noi  riguarderemo 
come  posUiva  o  negaUva  un'area,  secondo  che  il  contomo  di 
essa  si  immagina  descritto  in  verso  positivo  o  negativo;  al 
valore  aritmetico  dell'area  (relativo  ad  una  determinata 
unità  di  misura)  premetteremo,  secondo  i  casi,  il  segno  + 
0  il  segno  —. 

In  particolare,  se  P^,  Pg,  Pg  sono  i  vertici  di  un  trian- 
golo, col  simbolo  P^P^P^  indicheremo  il  valore  dell'area  del 
triangolo,  preso  col  segno  +  o  — ,  secondo  che  un  osservatore, 
U  quale  descriva  il  perimetro  passando  successivamente  per 
i  vertici  P^,  Pg,  P^j  lascia  l'area  a  sinistra  o  a  destra.  Sta- 
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bilendo  le  analoghe  convenzioni  per  le  altre  permutazioni 
dei  tre  vertici,  rifinltano  le  nguaglianze 

P1P2-P8  =  Pe-Ps-Pi  =  PzPiPi 
8=  —  PiPsPì  *=  —  P^PiPs  ~  —  PzPzPi' 

Bisnlta  ancora  che,  se  il  vertice  P^  si  mnove,  mentre 
P2,  P,  restano  fissi.  Parca  P^P^P^  conserva  il  sno  segno 
finché  Pi  rimane  da  nna  determinata  banda  della  retta  P2P3, 
e  cambia  segno  appena  P^  passa  dalla  banda  opposta. 

Condotta  da  uno  dei  vertici,  ad  es.  da  P^,  la  perpen- 
dicolare P^Q  sul  lato  opposto  P2P39  è  ora  il  caso  di  chie- 
derci quali  convenzioni  si  debbano  rispettare,  perchè  la  nota 
formola  esprimente  l'area  : 


(1) 


•Pi^a^s  =  ^  -Pi^  '  ^2^3» 


valga  anche  nei  segni.  A  tal  fine  cominciamo  ad  assumere, 
come  verso  positivo  sul  lato,  queUo  che  va  da  P2  a  P3,  di 
guisa  che  P^  P3  avrà  un  valore  positivo  ;  e  come  verso  posi- 
tivo sopra  Paltezza  P^Qy  quello  che  si  porta  a  coincidere 
col  verso  positivo  del  lato  corrispondente  mediante  la  rota- 
zione dell'angolo  +  -5- .  AUora  per  un  osservatore  che  per- 

corra  il  lato  P2P3  nel  verso  positivo,  il  vertice  P^  e  l'area 

restano    da   una   stessa   banda; 
quindi    l'altezza  P^  Q    e   Parca 
hanno  lo  stesso  segno  (positivo  o 
negativo,    secondo     che     quella 
banda  è  la  sinistra  0  la  destra), 
sicché,  nella  nostra  ipotesi,  la  (1) 
sussiste    anche   nel    segno.    Ma 
ciò  si  verifica  pure,  quando  sul 
lato  P2P39  e  quindi  sull'altezza 
PiQj  si  inverta    il   verso    posi- 
tivo, giacché  allora  mutano   segno  i  due  fattori  a  secondo 
membro  della  (1),  mentre  il  primo  membro  conserva  il  suo 
segno.  Concludiamo  che  l'area  di  un  triangolo  è  espressa. 


:/ 

/)\ 

4-—^ 

"^ 

0       •«• 
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anche  nel  segno,  dalla  formola  (1),  purché,  comunque  sia 
fissato  il  verso  positivo  sopra  il  lato,  si  assuma  come  posi- 
tivo sull'altezza  corrispondente  quel  verso,  che  si  porta  a 

coincidere  col  primo  verso  mediante  la  rotazione  di  +  -^  • 

38.  Isprtiiiont  dtll*arta  di  un  triangolo  In  ffunilono  dolio 
coordinato  dol  fortW.  —  Siano  P,  {x,,  y,),  P^  {x^j  y^),  P,  (a?,,  y,) 
i  tre  vertici  del  triangolo.  Partiamo  dalla  formola 

(1)  P,P,P,^^P,Q^P,P,, 

e  calcoliamo  anzitutto  la  distanza  P^Q.  A  tal  fine  scriviamo 
l'equazione  della  retta  PiP^  sotto  la  forma  normale.  Ora 
l'equazione  generale  della  retta  è  {nP  16) 

X     y     1 


(2) 


ossia 


X, 
X, 


Vz 


1 
1 


0, 


Per  ridurla  a  forma  normale  {nP  30)  si  deve  dividere  il  primo 
membro  per 

Ma  questo  radicale  esprime  la  distanza  P2P3;  dunque  l'equa- 


zione normale  di  P^Pg  è 


(3) 


-4-P  P 


X 
X^ 

Xn 


y 

Vz 


1 
1 
1 


=  0, 


(4) 


P.Q--= 


e  la  distanza  di  P^  da  questa  retta  vale  (n.^  31) 

a?i    Vi    1 

-*"^^^^       X,    y,    1 

Sostituendo  questa  espressione  nella  (1),  e  trascurando 
pel  momento  il  segno,  risulta  che  l'area  del  nostro  triangolo 
è  data,  almeno  in  valore  assoluto,  dalla  formola 

«1    y,    1 


(5) 


PiPiPz  = 


1 

1 


00 
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Volendo  tener  conto  del  segno,  occorre  esaminare  il  de- 
nominatore della  (3),  e  decìdere  intomo  al  segno  che  deve 
essergli  attribnito.  Ma  si  perviene  pure  allo  scopo,  ricorrendo 
alla  segnente  considerazione.  Supposti  fissi  Pg,  P3,  si  faccia 
variare  Pi  (x^^  y^).  Allora  nella  (5)  il  primo  membro  con- 
serva il  suo  segno,  finché  Pi  si  trova  da  un  stessa  banda 
della  retta  PiP^y  ^  cambia  segno  quando  P^  passa  dalla 
banda  opposta  (n.^  32)  ;  lo  stesso  avviene  del  secondo  mem- 
bro, perchè  il  segno  del  determinante  (2)  dipende  dalla  banda, 
in  cui  si  trova  il  punto  (x,  y)  rispetto  alla  retta  P2P8 
(n.o  31).  Bipetendo  osservazioni  analoghe  per  i  punti  P2  e 
Pg,  segue  che,  comunque  siano  scelti  i  punti  P^,  P2,  P3,  i 
segni  dei  due  membri  della  (6)  o  sono  sempre  concordi,  o 
sono  sempre  opposti.  D'altronde,  prendendo  come  vertici 
del  triangolo  i  punti  Pi  (0,  0),  Pg  (1,  0),  P3  (0,  1),  è  facile 
vedere  che  primo  e  secondo  membro  della  (5)  sono  positivi. 
Dunque  la  (5)  vale  anche  nei  s^gni. 

In  assi  ortogonali^  Varca  del  triangolo  avente  i  vertici 
^i(^i>  yi)i  P^ixzy  ya),  Pzi^ii  Va)  ^  espressa^  in  valore  e  segnoj  da 

1 


(5) 


■Pi-Pg-Ps  = 


«1 

X2 

^8 


Vi 

y2 

2^3 


1 
1 


Se  il  determinante  si  annulla,  i  tre  punti  sono  allineati. 
Si  ritrova  cosi  la  condizione  già  stabilita  al  n.^  16. 

In  assi  obliqui,  Tarea  del  triangolo  è  data  (in  valore  e  segno) 
dalla  fonnola: 


(6*) 


P.P.P.  =  !2L^ 


«1    Vi     1 

«a  y.  1 


Eierclzl,  I  —  1)  Nei  triangoli  definiti  negli  ea.  5),  6)  del  n.*"  23  oal- 
colare  le  lunghezze  dei  lati,  i  coseni  degli  angoli,  le  aree»  le  lunghezze 
delle  altezze;  Bcriyere  le  equazioni  di  queste  e  determinare  le  coordi- 
nate del  loro  punto  d'incontro. 

2)  In  generale,  per  il  triangolo  definito  dai  tre  punti  (xu  yi)  o  dalle 
tre  rette  €H  x  +  hi  y  -\-  a  =  0,  («  a  1, 2, 3),  sorivere  le  equazioni  delle 
altezze,  dimostrare  che  passano  per  uno  stesso  punto  {ùrtocentro),  e 
determinare  le  coordinate  di  questo. 
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3)  Equasione  della  retta  perpendicolare,  nel  punto  di  meszo,  al 
segmento  («j,  y^)^  {x^^  y,).  Le  i>eirpendìcolari  ai  tre  lati  di  un  triangolo 
nei  loro  pnnti  medi  passano  per  nno  stesso  pnnto  (centro  del  cerchio 
droosoritto)  ;  calcolare  le  coordinate  di  esso  per  nn  triangolo  generale, 
o  per  i  triangoli  nominati  nell'ee.  1). 

4)  Date  dne  rette  r,  s  nscenti  da  un  pnnto,  rimane  determinata 

una  terza  retta  t  per  il  punto,  quando  sia  noto  il  rapporto -r  »  k 

sen  89 

dei  seni  d^li  angoli,  che  la  t  forma  con  r,  a  (rapporto  aempUee  delle 

tre  rette  r,  8,  <).  Ora  se  2  =  0,  m  =  0  sono  le  equazioni  normali  delle 

dne  prime  rette,  si  dimostri  ohe  la   terza  retta  è  rappresentata  da 

2  -  jbm  =  0. 

5)  Date  due  rette  mediante  le  loro  equazioni  normali  o  generali, 
Borìyere  le  equazioni  delle  bisettrici  degli  angoli  che  esse  formano;  di- 
mostrare analiticamente  che  le  due  bisettrici  sono  perpendicolari. 

6)  Date  le  equazioni  normali  dei  tre  lati  di  un  triangolo,  scrivere 
le  equazioni  delle  bisettrici  inteme  ed  esterne.  Dimostrare  che:  a)  le 
bisettrici  inteme  passano  per  uno  stesso  punto  (centro  del  cerchio 
iscritto);  b)  due  bisettrici  esteme  e  la  interna  relativa  al  terzo  vertice 
passano  per  uno  stesso  punto  (centro  di  un  cerchio  ex -isoritto);  0)  le 
bisettrici  esteme  segano  i  lati  opposti  in  tre  punti  allineati;  d)  due 
bisettrici  inteme  e  la  esterna  relativa  al  terzo  vertice  segano  i  lati 
opposti  in  tre  punti  allineati.  (Conviene  supporre  fissati  i  versi  positivi 
sui  lati,  in  modo  ohe  seguendoli  si  possa  descrivere  il  perimetro  del 
triangolo). 

7)  Si  calcolino  le  equazioni  delle  bisettrici  e  le  coordinate  deUe 
loro  intersezioni  per  uno  dei  triangoli  nominati  nell'es.  1). 

8)  In  un  triangolo  Tortocentro,  il  baricentro  (punto  comune  alle 
mediane)  e  il  centro  del  cerchio  circoscrìtto  sono  allineati,  e  la  distanza 
fra  i  due  primi  punti  è  doppia  della  distanza  dei  due  ultimi  (Eulero). 
(Conviene  scegliere  il  baricentro  come  origine). 

9)  Se  due  triangoli  ABCf  A'B'C  sono  ootà.  situati,  che  le  perpen- 
dicolari calate  dai  vertici  A,  B,  0  del  primo  sui  lati  B'C,  Q'A\  A'B' 
del  secondo  passino  per  uno  stesso  punto,  anche  le  perpendicolari  ca- 
late dai  vertici  A\  B%  G'  del  secondo  sui  lati  JSO,  OA^  AB  del  primo 
passeranno  per  uno  stesso  punto;  (si  possono  supporre  date  le  coordi- 
nate dei  sei  vertici  dei  due  triangoli  o  le  equazioni  dei  sei  lati). 

II  — 10)  L'espressione  dell'area  di  un  triangolo  può  anche  otte- 
nersi (in  assi  ortogonali  od  obliqui)  osservando  che,  se  Q  è  il  punto  di 
incontro  di  P^  P^  con  P.^Pa»  ù  ha  (anche  nel  segno) 

Esprìmendo  il  rapporto  semplice  mediante  le  coordinate  dei  punti  P,, 
P„  P„  P4  (n.®  23,  es.  11),  si  troverà  che  il  rapporto  delle  due  aree  è 
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ngaale  al  rapporto  dei  determinanti  formati  ooUe  coordinate  dei  ver- 
tici e  colle  unità.  Con  passaggi  analoghi  si  viene  ad  esprimere  il  rapporto 

P  P  P 
~^—J-  come  quoziente  di  due  determinanti;  ora,  se  ai  punti  P^,  P», 

"4  "r  "e 

P^,  ohe  sono  arbitrari,  si  danno  particolari  posizioni,  per  es.  P4  (0,  0), 

P^  (1,  0),  P(  (0,  1),  in  guisa  da  poter  calcolare  direttamente  l'area  P«  P^  P«, 

si  ritrova  la  formula  che  dà  l'area  di  P^P^Ps  (Lucas). 

11)  Teorema  di  YARiaNON:  Se  ABCD  è  un  parallelogramma  (il, 
0  vertici  opposti)  ed  Jf  im  punto  qualsiasi  del  piano,  sussiste,  in  va- 
lore e  segno,  la  relazione  fra  aree  triangolari: 

MAC  =  MAB  -f  MAB. 

12)  Dati  in  un  piano «n  punti  P<(a^,  yi)  (dove  «  s  1,  2,. . .  n),  ver- 
tici di  un  n.gono  comunque  intrecciato,  e  detto  Mix^y)  un  ulteriore 
punto  del  piano,  si  dimostri  che  la  somma  algebrica  di  aree  MPjP^ 
+  -^PiPs  +  -  •  •  +  -^Pn  Pi  è  indipendente  dalla  posizione  del  punto  Jlf, 

e  vale  —  £  (xiyi-{-\  —  ^-{-lyi  )»  dove  l'indice  n  +  1  va  sostituito  con  1. 
2<s  1 

Per  n  =  3  quella  somma  ha  per  valore  l'area  del  triangolo  P^P^P^  ;  in 
generale,  per  n  qualsiasi,  se  l'n.gono  è  convesso,  quella  somma  espri- 
me l'area  dell' n.gono,  come  si  verifica  dalla  figura  assumendo  M  nell'in- 
temo  di  esso.  Partendo  da  queste  osservazioni,  si  assume  in  ogni 
caso  il  valore  di  quella  somma  come  area  dell'n.gono  P^P^,.,  Pn,  Si 
ha  cosi  il  modo  per  definire  l'area  di  un  n.gono  intrecciato,  e  in  ge- 
nerale (mediante  passaggio  al  limite)  l'area  limitata  da  un  contomo 
chiuso  chiuso  curvilineo,  comimque  intrecciato.  Come  applicazione,  si 
noti  che,  se  P^P^P^P^  è  un  quadrangolo  semplice  intrecciato,  i  cui  lati 
P^Po  e  P4P1  si  seghino  nel  punto  Q  intemo  ad  essi,  l'area  del  qua- 
drangolo è  data  dalla  differenza  tra  i  valori  assoluti  delle  aree  QPiP^ 
e  QPtP^9  presa  con  segno  opportuno. 

13)  L'area  deU'n.gono  sopra  nominato  è  espressa  (in  assi  ortogo- 

l»-n 

nali)  dalla  formola  di  Gauss  :  —  £  y  ì{xì^i  —  xi^i),  dove  gli  indici  0 

2»=  1 

ed  n  +  1  equivalgono  agli  indici  n  ed  1  ;  in  parole  :  «  il  doppio  dell'area 

di  un  poligono  è  dato  dalla  somma  dei  prodotti  dell'ordinata  (od  ascissa) 

di  ciascun  vertice  per  la  differenza  delle  ascisse  (o   rìspett.  ordinate) 

dei  due  vertici  contigui». 

14)  Un'altra  espressione  della  stessa  area  è  la  seguente: 

!<  =  !• 

—  £  (y<  +yi  +  i){xi^xi  + 1), 

Z  imi 

che  ha  una  interpretazione  geometrica  semplice  ;  «  l'area  di  un  poligono 
è  data  dalla  somma  delle  aree  dei  trapezi  aventi  come  basi  le  ordi- 
nate condotte  dalle  coppie  di  vertici  consecutivi,  ciascuna  di  queste  aree 
essendo  presa  con  segno  conveniente». 


•.. 
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15)  Dimostrare  ohe  l'area  del  triangolo  limitato  dalle  tre  rette 
akc  -^  ìny  -\-  ei  ^  0,  («  »  1,  2,  3)  è  data  (in  assi  ortogonali)  da 

a,  6,  Ci 
a.  6,  0, 
a*    6,    e, 

doye  Cp  O.,  O,  sono  i  complementi  algebrici  di  Ci,  o.,  o,. 

Ili  — 16)  Se  O  è  il  baricentro  di  n  punti  Ai  presi  coi  pesi  pi, 
(»«  1,  2,  ...,n)  (n.<*  23,  es.  9),  ed  è  P  un  altro  punto  qualsiasi  del 
piano.  Tale  la  relazione 

2 


2CiC.O, 


UpiPAi  «  lipiO^i  +  OP  Upi. 
17)  Da  questa  può  dedursi  la  relazione  (cfr.  nfi  8,  es.  15) 

( lipi ]  ( UpiOAi)  «  la pipkAiAk' , 

e,  nel  caso  di  pesi  uguali, 


nUOAi  =  UhAiAh  , 

(la  seconda  somma  essendo  estesa  a  tutte  le  combinazioni  binarie  dei 
numeri  1,  2,  ...n). 

18)  Segue  dalle  precedenti  la  relazione  di  Lagrakob  (cfr.  n<>.  8, 
es.  16)): 

dove  P  è  un  punto  arbitrario  del  piano. 

IV  —  19)  Una  retta  oa  -f  ^  +  e  =  0  divide  il  piano  in  due  regioni, 
a  ciascuna  delle  quali  corrisponde  un  determinato  segno,  cioè  il  segno 
obe  le  coordinate  di  un  punto  di  quella  regione  fanno  aasumere  al 
primo  membro  della  equazione  scritta  (n,<>  31).  Ne  viene  che,  se 
con  e  si  indica  uno  dei  due  segni  +  o  — ,  e  con  la  relazione  simbolica 
ax  +  hy  •\-  e  =  i  si  indica  la  disuguaglianza  che  si  ottiene  sostituendo 
in  essa  al  simbolo  :  »  t  il  sìmbolo  :  >  0  o  <  0  rispettivamente,  la  detta 
disuguaglianza  sarà  soddisfatta  dalle  coordinate  di  ogni  punto  di  un 
semipiano. 

20)  Attribuendo  ad  t^  un  significato  analogo,  si  scrivano  le  due 
disuguaglianze  oo;  +  ^  +  <"=  «>  a'x-\'h'y  +0^  »  e'.  Le  coppie  di  numeri 
(^»  y)*  che  le  soddisfanno  insieme,  rappresentano  punti  di  una  delle 
regioni  limitate  dalle  rette  oa;  +  . . .  =  0,  a^o;  +  ...  «:  0.  Se  le  due  rette  si 
segano,  esse  determinano  quattro  regioni,  che  corrispondono  alle  quattro 
scelte  possibili  per  t,  e'  (+  +,  H — ,  — [-»  —  — ). 

21)  Associando  aUe  disuguaglianze  precedenti  una  terza  a^'o;  +  h"y 
4-  e^'  as  t'\  ai  possono  ripetere  considerazioni  analoghe,  coli'  avver- 
tenza però  che,  mentre  tre  rette  dividono  il  piano  in  seUe  regioni 
al  più,  si  ottengono  o^  sistemi  di  disuguaglianze  disponendo  in  tutti 
i  modi  possibili  dei  segni  t,  •',  t'\  Vi  è  dunque  uno  degli  otto  sistemi 
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(ed  in  generale  uno  solo),  ohe  si  compone  dì  disuguaglianze  Incompa- 
tibili. Per  decidere  quale  sia,  si  osservi  che,  se  {x,  y)  è  un  punto  in- 
terno al  triangolo  racchiuso  dalle  rette  ax+  ...  ^0^  a'x  +  . . .  =0, 
a"%  +  . . .  =  0,  le  sue  coordinate  attribuiscono  ai  primi  membri  i  segni  di 

~^f  -^>  ^»  dove  A  ^  il  determinante  formato  coi  coefficienti  e  ter- 
mini noti  delle  tre  equazioni,  e  O,  0%  Cf'  sono  i  complementi  algebrici 
dei  termini  noti.  Ora,  se  si  rappresentano  con  t,  %\  %"  i  segni  opposti 
a  quei  tre,  le  tre  disuguaglianze  sono  incompatibili  (come  è  pur  facile 
verificare  direttamente). 

22)  Risolvere  in  numeri  interi,  valendosi  della  rappresentazione 
grafica,  il  sistema  delle  tre  disuguaglianze  2a?  +  ^  —  2  >  0,  x  —  3y  +  3  >  0, 
4aj— 3y— 15  <  0. 


OAPITOIìO  III. 

Trastormasione  delle  coordinate.  Punti  e  rette  Immaginarie. 

84.  Forinole  poi  patsogglo  da  un  slstoma  cortoolano  ad 
un  nuovo  slstoma  cartesiano.  —  Accade  spesso  che,  dopo 
aver  riferito  una  figura  piana  a  due  assi  cartesiani  x,  y,  si 
scorga  la  convenienza  di  assumere  come  nuovi  assi  carte- 
siani due  certe  rette  X^  Y  del  piano,  legate  in  particolar 
modo  a  quella  figura.  Sorge  allora  il  problema  di  stabilire 
tali  relazioni  fra  le  cmtiohe  coordinate  (Xj  y)  e  le  mtave  (Z, 
7)  di  uno  stesso  punto,  che  permettano  di  esprimer  le  une 
coordinate  mediante  le  altre. 

Nel  trattare  questo  problema  (detto  della  trasformazione 
delle  coordinate)  distingueremo  tre  casi: 

I.  I  nuovi  assi  X,  7  sono  paralleli  agli  antichi  x,  y. 

n.  Gli  assi  X,  Y  eà.  Xj  y  hanno  la  stessa  orìgine,  ma 
direzioni  diverse. 

III.  I  nuovi  assi  sono  in  posizione  affatto  generale  ri- 
spetto agli  antichi. 

I.^  Caso.  —  Per  assegnare  la  posizione  dei  nuovi  assi 
rispetto  agli  antichi,  basterà  dare  le  coordinate  OA  ^  a, 
J.0'  =  6  della  nuova  origine  0'  riferita  ad  a?,  y. 
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Preso  ora  un  punto  P  ad  arbitrio,  conduciamo  per  esso 
la  parallela  agli  assi  y  ed  7, 
fino  ad  incontrare  gli  assi  x  j/       jy 

ed  X  in  Q  e  Q%  rispettiva- 
mente ;  otteniamo  cosi  le  an- 
tiche coordinate  di  P  /       /  '^ 


e  le  nuove 

O'Q'  =  Z,     Q'P  =  r. 
Ora  si  ha 


ossia 
(1) 


OQ^OA  +  0'Q%        QP  =  AO'  +  Q'P, 

I  a?  =  a  +  X, 


le  quali  danno  le  antiche  coordinate  mediante  le  nuove. 

Le  formolo 

X  ==  a?  —  ay 

risolvono  il  problema  inverso. 

IIJ*  Gaso.  —  Per  ottenere  formolo  più  semplici  e  limi- 
tarci all'ipotesi  che  sola  interviene  nelle  applicazioni,  sup- 
porremo ortogonoM  entrambi  i  sistemi  {trasformazione  ortogo- 
nale) j  e  precisamente  suppor- 
remo che  la  coppia  dei  nuovi 
assi  Xy  Y  (anche  tenuto  conto 
dei  versi  positivi)  provenga 
dalla  coppia  degli  assi   an- 
tichi Xj  yj  mediante  la  rotar 
zione    dell'angolo   a   intomo 
ad  0. 

Preso  un  punto  P  ad  ar- 
bitrio, di  cui  siano  x  =  OQ, 
y  =  QP  le  antiche  coordinate,  e  J  =  0Q%  Y  =  Q'P  le  nuove, 
si  osservi  che  le  due  spezzate  OQP^  OQ'P^  cogli  estremi 
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a?y  = 


^y  =  -2"  -  «» 


(2) 


comuni,  avranno  le  stesse  proiezioni  ortogonali  sopra  una 

medesima  retta  r  qualsiasi;  sarà  dunque 

(a)  X  cos  ar  +  y  cos  yr  =  X  cos  Xr  -\-  Y  cos  Yr. 

Facendo  ora  coincidere  successivamente  r  cogli  assi  Xj  y^ 
e  ricordando  che 

^,    xX  =  yY  =  0L^    5r  =  a  +  -^, 

si  ottengono  le  formole 

\  X  =  X  cos  a  —  r  sen  «, 
ì  y  =  X  sen  «  +  Y  cos  a. 

Le  (2)  risolvono  il  problema  ('). 

Le  formole  per  il  passaggio  inverso  si  ricavano  risol- 
vendo le  (2)  rispetto  ad  X,  Y,  o  (ciò  che  fa  lo  stesso)  scam- 
biando X  con  Xj  y  con  Y  ed  «  con  —  «. 

III^  Caso.  —  Siano  ancora  ortogonali  i  due  sistemi,  e 
precisamente  si  supponga  che  la  nuova  coppia  X  Y  provenga 
dall'antica  (cy  mediante  una  traslazione,  che  porti  Porigine 
0  nel  punto  0'  avente  le  antiche  coordinate  (a,  6)  e  mediante 
una^Buccessiva  rotazione  dell'angolo  «  intomo  ad  0\ 

Introduciamo  un  sistema  di  assi  ausiliari  a^j  y%  paral- 
leli Sbd  Xj  y  condotti  per  0% 
e  indichiamo  con  a?',  y'  le  coor- 
dinate di  P  rispetto  a  questi 
nuovi  assi  (essendo  al  solito 
X,  y  eà  Xj  Y  le  antiche  e  le 
nuove  coordinate  di  P).  Ve- 
diamo aUora  che  il  passaggio 
dalle  a?',  y'  alle  X,  Y  si  effettua 
mediante  le  formole  (2),  nei 
cui  primi  membri  si  scrivano 
x%  y'  in  luogo  di  a?,  y.  D'altra  parte  il  passaggio  dall'antico 


T 


(^)  Se  la  nuova  coppia  XY  provenisse  dall'antica  mediante  nna 
rotazione  dell'angolo  a  intomo  ad  O  ed  un  ribaltamento  del  piano  in- 
tomo ad  X  (nel  qnal  caso  xì.  »  a,  y^  a»  a  +  ir),  si  dovrebbero  adope  - 
rare»  in  luogo  delle  (2),  le  formolo  che  derivano  da  queste  col  mutare 
il  segno  di  Y. 
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sistema  al  sistema  ausiliare  si  efiettna  mediante  le  fonnole 
del  tipo  (1) 

0?  =  a?'  +  a,      y  =  y'  4-  6. 
Dunque,  in  fine, 

.^  i  X  =  X  cos  a  —  Y  sen  a  4-  a, 

'  ì  y  =  X  sen  a  +  Y  cos  a  +  6. 

Se  i  due  sistemi  coordinati  fossero  obliqui*  dopo  aver  scritto  la 
forinola  (a)  del  Oaao  II,  si  farebbe  coincidere  succeBsivamente  la  retta 
r  con  una  perpendicolare  ad  y  e  con  una  perpendicolare  ad  x.  Dal  Caso  II 
al  III  si  passa  colla  considerazione  suesposta.  Si  arriva  in  fine  alle 
formale  generaU 

^  sen  JTi/       ^  senPi/ 

sen  ow  sen  a^ 

(3*)  { 

\  ^  Benyx  Benyx 

36.  Tipo  genoraie  dolie  forinole  por  la  trttfor mozione 
dolio  coordinato  cartoilano.  —  In  molte  questioni  non  occorre 
tener  conto  dei  valori  dei  coefficienti  che  entrano  nelle  for- 
molo (3)  o  (3*),  basta  ricordare  l'aspetto  di  queste,  e  scri- 
verle cosi: 

dove  a,  a\.. .  V  sono  sei  costanti,  che  non  dipendono  dalla 
posizione  del  pxmto  considerato.  In  parole:  Ze  eow^naie 
deJVun  sistema  si  esprimono  mediante  funzioni  lineari  delle 
coordinate  detP altro  sistema;  funzioni,  che  inoltre  sono  omo- 
genee (a  =  &  =  0),  quando  le  origini  coincidono. 

86.  Movlmonto  di  una  flcura  plana  sopra  II  plano.  — 

Delle  fonnole  che  definiscono  una  trasformazione  ortogonale 
di  coordinate,  si  può  dare  una  interpretazione  notevole,  re- 
lativa alla  geometria  del  movimento. 

Si  supponga  perciò  che  le  due  coppie  di  assi  xy,  XY 
siano  tracciate  su  due  fogli  sovrapposti,  ed  in  P  si  trovino 
due  punti  sovrapposti,  aventi  rispettivamente  le  coordinate 
(a?,  y),  (X,  Y)  legate  dalla  (3).  Se  ora  facciamo  strisciare  il 
primo  fo^o  sopra  il  secondo  immobile,  finché  la  coppia  di 
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afisi  xy  viene  a  coincidere  colla  coppia  di  assi  XYjH  punto 
P  del  foglio  mobile  si  porterà  in  una  nuova  posizione  P^ 
avente  le  coordinate  x^  y  rispeUo  agli  assi  fissi  X,  Y. 

Segue  che  (X,  Y)  ed  {Xj  y)  possono  ora  riguardarsi  come 
coordinate,  rispetto  ad  un  unico  sistema  caHesiano  fisso  X  7, 
deUa  posizione  iniziale  P  e  finale  P"  di  uno  stesso  punto 
appartenente  al  piano  mobUe.  Dunque: 

8e  una  figura  piana^  di  forma  invariabile^  striscia  sul 
proprio  pianOj  tra  le  coordinaite  détta  posizione  iniziale  (X,  Y) 
e  della  posizione  fi/naie  (x,  y)  di  un  punto  qualsiasi  della 
fi^uray  riferite  ad  uno  stesso  sistema  fisso  di  assi  ortogonali, 
passano  relazioni  del  tipo 

.^  (  oj  =»  X  cos  a—Y  sen  «  +  a, 

^  j  y  =  J  sen  «  +  Y  cos  «  +  6. 

Se  il  movimento  deUa  figura  è  una  traslazione,  aUora 
a  =  0,  e  le  (3)  si  riducono  alle  formolo  (1)  del  I  Caso  ;  se  è 
una  rotazione  intomo  all'origine,  allora  a  —  b  =  0,  e  si  otten- 
gono le  formolo  (2)  relative  al  II  Caso. 

Facendo  astrazione  dal  movimento,  si  può  anche  dire 
con  linguaggio  facilmente  comprensibile,  che  le  (3)  stabili- 
scono le  relazioni  tra  le  coordinate  (rispetto  ad  un  unico 
sistema  di  assi)  di  due  punti  corrispondenti  in  due  figure 
direttamente  uguali  di  uno  stesso  piano  (^). 

87.  Coordinate  polari.  —  Il  problema  della  trasforma- 
zione delle  coordinate  comprende,  in  generale,  quei  proce- 
dimenti mediante  i  quali,  date  le  coordinate  di  un  punto 
in  un  sistema  qv^alsiasi  di  coordinate  (sia  pure  non  carte- 
siano), si  possono  calcolare  le  coordinate  del  punto  stesso 
in  un  altro  sistema  di  coordinate.  Sarebbe  dunque  il  caso 
di  parlare  di  sistemi  di  coordinate  diversi  dal  cartesiano. 
Basterà  definire,  tra  questi,  un  sistema,  detto  sistema  polare. 


(')  Se  al  movimento  sopra  oonaiderato  ai  fa  seguire  il  ribaltamento 
del  piano  mobile  intorno  ad  nna  retta  del  piano  fisso,  finché  quello  si 
adagi  nuovamente  su  questo,  si  dovrà  nelle  (3)  cambiare  il  segno  di  Y. 

Le  nuove  formule  definiscono  VuguagUanea  inversa  sul  piano* 
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che  viene  talvolta  adoperato,  specialmente  nelle  materna* 
tiche  applicate. 

Nel  piano  si  fissi  un  pimto  0,  pólOy  ed  mia  retta  orien- 
tata, o  semiretta,  x  passante  per  0,  detta  as9e  polare.  Al- 
lora, dato  un  pimto  P,  rimane  determinata  la  distanza 
OP  =  py   raggio    vettore    del 
punto,  e  (a  meno  di  multipli 

di  2ir)  l'angolo  xp  =  tpj  ano- 
malia od  ascissa  angolare^  che 
la  semiretta  positiva  x  forma 
colla  semiretta  p  uscente  da  0 
e  passante  per  P.  Viceversa, 
quando  siano  noti  i  numeri  p 
e  q>y  rimane  individuato  U 
punto  P,  come  intersezione  di 

im  cerchio  dì  centro  0  e  raggio  p  (luogo  dei  punti  che  hanno 
U  raggio  vettore  p  costante)  con  una  semiretta  uscente  da 
0  (luogo  dei  punti  che  hanno  costante  l'anomalia  (p).  I  due 
numeri  p  e  q>  si  chiamano  coordinate  polari  di  P. 

Per  avere  tutti  i  ptmti  del  piano,  basta  far  variare  (p 
da  0  a  2^,  e  il  raggio  vettore  p  tra  0  e  -f  <»  ;  oppure,  come 
talvolta  è  preferibile,  ^  da  0  a  «•,  e  p  da  —  co  a  +  co ,  conve- 
nendo allora  che  i  raggi  vettori  negativi  siano  da  valutarsi 
sulla  semiretta  opposta  a  quella,  che  forma  l'anomalia  cp  con  x. 

Si  noterà  inoltre  che  i  ptmti  della  semiretta  positiva  x 
hanno  q>  »  0,  p  >>  0  ;  quelli  della  semiretta  negativa  hanno 
^  =  jr,  p >  0,  (oppure  (p  =  0,  p  <  0);  il  polo  ha  p  =  0,  ^  inde- 
terminata. 

Le  formolo  per  passare  dal  sistema  polare  al  cartesiano 
si  ottengono  subito  nel  caso  che  uno,  a?,  degli  assi  carte- 
siani coincida  coU'asse  polare,  e  Paltro,  y,  gli  sia  perpendi- 
colare nel  polo.  Infatti  dall'esame  del  triangolo  rettangolo 
OAPj  i  cui  cateti  OA  ^^Xj  AP  =  y  danno  le  coordinate  car- 
tesiane di  P,  mentre  l'ipotenusa  OP  »-  p  e  l'angolo  AOP  »  f 
danno  le  coordinate  polari,  risulta 


(1) 


a?  =»  P  cos  ^,      y  =»  p  sen  ^  ; 
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donde  si  ricavano  le  formole  inverse 

(2)  \  X  y         A.  ^     y 

Se  poi  il  sistema  cartesiano  non  si  trovasse  nella  par- 
ticolare posizione  ora  considerata,  basterà  introdurre  un 
sistema  cartesiano  ausiliare,  che  sia  legato  al  sistema  polare 
dalla  relazione  suddetta. 

88.  Punti  e  rette  Immafinarie.  —  Nel  Capitolo  seguente 
dovremo  considerare,  accanto  alle  equazioni  lineari  rappre- 
sentanti rette,  anche  equazioni  di  grado  superiore;  e  dalla 
risoluzione  dei  sistemi  di  tali  equazioni  saremo  condotti 
talvolta  a  trovare  per  x  e  y  valori  immaginari.  Cosi  il  pro- 
blema di  determinare  le  coordinate  dei  punti  comuni  ad 
una  retta  e  ad  un  cerchio  conduce  a  soluzioni  immaginarie, 
se  la  retta  è  estema  al  cerchio.  Potremmo  dire,  col  lin- 
guaggio della  geometria  elementare,  che  retta  e  cerchio  non 
hanno  nessun  punto  comune.  Ma  un  tal  linguaggio  presenta 
qualche  inconveniente,  e  non  permette,  ad  es.,  di  enunciare 
semplicemente  la  relazione  notevole  di  due  cerchi  e  di  una 
retta  situati  in  modo,  che  le  coordinate  dei  punti  comuni 
al  primo  cerchio  e  alla  retta,  pur  essendo  immaginarie,  coin- 
cidano con  le  coordinate  dei  punti  comuni  al  secondo  cerchio 
ed  alla  retta.  La  figura,  cui  qui  si  accenna,  ha  la  più  stretta 
analogia  con  quella  composta  di  due  cerchi  secanti  una 
retta  negli  stessi  due  punti  :  ma  il  linguaggio  sin  qui  usato 
non  mette  in  rilievo  tale  analogia.  Si  riesce  ad  evitare  questi 
inconvenienti,  ricorrendo  alla  considerazione  che  segue. 

Notiamo  a  tal  fine  che,  fissato  nel  piano  un  sistema  di 
coordinate,  ad  es.  cartesiane  a?,  y,  la  Geometria  analitica 
permette  di  sostituire  alle  relazioni  geometriche  fra  i  punti 
del  piano,  le  relazioni  analitiche  fra  le  coppie  di  numeri 
(j?,  y)j  relazioni  che,  in  generale,  varranno  per  numeri  reali 
o  complessi.  Volendo  interpretare,  in  tutta  la  loro  esten- 
sione, i  risultati  analitici  col  linguaggio  geometrico,  noi  con- 
verremo di  chiamare  punto  (x,  y)  ogni  coppia  di  numeri  x, 
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y,  reali  o  complessi.  Osserveremo  però  che,  se  x  ed  y  sono 
ambedue  reali,  il  punto  nominato  (punto  reale)  ha  una  ef- 
fettiva rappresentazione  geometrica  nel  modo  noto;  se  in- 
vece X  ed  y  (od  uno  dei  due  numeri)  sono  complessi,  nella 
quale  ipotesi  il  punto  si  dice  immaginario^  la  rappresenta- 
zione geometrica  manca,  almeno  finché  non  si  introduca 
qualche  ulteriore  convenzione. 

Converremo  di  estendere  ai  punti  immaginari  le  f ormole 
dimostrate  nel  paso  di  punti  reali  (condizione  di  allinea- 
mento, equazioni  di  rette,  formolo  di  distanze...).  E  tal- 
volta accadrà  che,  pur  operando  sopra  punti  immaginari, 
queste  formolo  ci  conducano  ad  enti  reali.  Ciò  succede,  ad 
es.,  quando  si  operi  simmetricamente  sopra  due  punti  im- 
maginari coniugati,  tali  cioè  che  le  coordinate  dell'uno  siano, 
rispettivamente,  complesse  coniugate  alle  coordinate  dell'al- 
tro; come  sarebbero  i  due  punti 

P"(a:"  =  a-6*,    y"  =  «-?<), 

(a,  6,  «,  p  reali,  i  =  \/  —  1),  Cosi  si  scorge  subito  che  è  reale 
il  punto  medio  tra  P%  P",  il  quale  ha  le  coordinate 


x'  +  x 


// 


a. 


y'  +y 


// 


=  a. 


2  ^'  2 

E  reale  la  retta  congiungente  due  punti  immaginari  coniugati  ; 
giacché  ha  per  equazione 

X  y        1 

a  +  Ma  +  pil      =0, 
a— hi  a  —  ^i   1 

la  quale  (se  all'ultima  orizzontale  si  aggiunge  la  seconda, 
si  divide  la  nuova  orizzontale  per  2,  la  si  toglie  dalla  pre- 
cedente, e  finalmente  si  sopprime  il  fattore  i)  può  scriversi 
sotto  la  forma 

X     y     1 

6     P      0      =  0, 

a  al 

dove  l'unità  immaginaria  non  entra  piti. 
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Quindi  :  Ogni  punto  immaginario  sta  sopra  una  {ed  una 
sola)  retta  reaUe,  la  retta  che  lo  congiunge  col  suo  coningato. 

Una  equazione  lineare  in  coordinate  cartesiane  x,  y  rap- 
presenta una  retta;  se  nei  coefficienti  entra  Punita  immar 
gmarìa^  in  guisa  che  essa  non  possa  esser  eliminata,  diremo 
che  si  tratta  di  una  retta  imm^inaria.  Ed  alle  rette  imma- 
ginarie estenderemo  le  formule  di  geometria  analitica  valide 
per  rette  reali  (^).  Due  rette  immaginarie  si  dicono  coniugate^ 
se  i  coefficienti  omologhi  delle  equazioni  di  quelle  sono  nu- 
meri complessi  coniugati.  Il  lettore  dimostrerà  facilmente 
che  è  reale  il  punto  éPincontro  di  due  rette  immaginarie  co- 
niugaUj  o,  in  altre  parole:  sopra  ogni  retta  immaginaria  sta  un 
(unico)  punto  reaUe^  intersezione  della  retta  colla  sua  coniugata. 

Le  considerazioni  precedenti  si  riferiscono  ad  un  unico 
sistema  di  coordinate  x^  y.  Se  si  introduce  un  nuovo  sistema 
di  coordinate  Z,  Y,  e  si  applicano  le  formole  di  trasforma- 
zione ad  un  punto  immaginario  {x^  y)^  si  troveranno  per 
Xj  Y  valori  immaginari,  che  si  diranno,  per  convenzione, 
coordinate  dello  stesso  punto  riferito  al  nuovo  sistema  di 
assi.  Cose  analoghe  si  ripetono  per  le  equazioni  di  rette 
immaginarie. 

39.  Rette  isotrope.  —  Per  fare  un'applicazione,  della 
quale  solo  in  seguito  apparirà  l'interesse  geometrico,  consi- 
deriamo le  due  rette  immaginarie  coniugate 

(1)  x  +  iy  ^Oj    x  —  iy-=0 

passanti  per  l'origine  0  di  un  sistema  cartesiano  ortogonale; 
le  due  rette  si  chiamano  rette  isotrope^  o  direzioni  assolute, 
uscenti  da  0.  Esse  presentano  questa  proprietà,  che  è  suf- 
ficiente per  caratterizzarle:  se  si  eseguisce  una  trasforma- 
zione ortogonale  di  coordinate,  che  lasci  ferma  l'origine,  le 
(1)  si  mutano  in  due  equazioni  che  hanno  precisamente  la 
stessa  forma: 
(10  J  +  iY  =  0,    J-tY  =  0. 


(')  S'intende  che  per  il  seno,  coseno ...  di  un  angolo  immaginano 
a  dovranno  adottarsi  le  definizioni  fomite  dall'Analisi  mediante  serie 
di  potenze  intere  e  positive  di  a. 
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Infatti  la  prima  delle  (1),  ad  es.,  mediante  la  sostitn- 
zione  (2)  del  nP  34,  diviene 

(  J  oos  a  —  Y  sen  a)  +  i{X  sen  a  +  Y  cos  a)  =  0, 
ossia 

X  (oos  a  +  i  sen  a)  +  iY  (cos  a  +  i  sen  a)  «  0, 

donde,  mediante  soppressione  di  un  fattore  non  nullo,  si 
ricava  la  prima  delle  (l^.  D'altra  parte,  se  la  stessa  sosti- 
tuzione (con  a  diverso  da  un  multiplo  di  ir)  si  applica  ad 
una  qualsiasi  equazione  di  primo  grado  in  x^  y,  diversa 
dalle  (1),  si  ottiene  una  nuova  equazione  in  X,  Y,  i  cui 
coefficienti  non  sono  mai  uguali  né  proporzionali  ai  coeffi- 
cienti dell'equazione  primitiva;  lasciamo  al  lettore  la  facile 
verifica.  Si  è  condotti  perciò  a  dire  che  le  rette  isotrope 
uscenti  dall'origine  sono  le  sole  rette,  le  cui  equazioni  siano 
invariarUi  rispetto  ad  una  trasformazione  ortogonale  di  co- 
ordinate, che  lasci  ferma  l'origine. 

•  Ma  \m  enunciato  più  notevole  si  ottiene,  ove  si  tenga 
conto  della  seconda  interpretazione  (nP  36)  ddle  formole  per 
la  trasformazione  ortogonale.  Bisulta  infatti  dal  nP  36  che 
due  equazioni,  come  le 

Z  +  iY  =  0,     a;  +  iy  =  0, 

le  quali  derivino  l'una  dall'altra  mediante  la  sostituzione 
ora  eseguita,  possono  riguardarsi  come  equazioni,  riferite  ad 
un  unico  sistema  fisso  di  assi  X,  Y,  della  posizione  iniziale 
e  della  posizione  finale  di  una  retta,  appartenente  ad  xm 
piano  che  ruoti  intomo  ad  0.  Ma  le  due  equazioni  rappre- 
sentano una  stessa  retta,  perchè  è  unico  il  sistema  di  assi 
di  riferimento;  dunque: 

Quando  un  pia/no  ruota  di  un  angolo  arbitrario  intorno 
ad  un  suo  puntOj  due  rette  immaginarie  uscenti  dai  punto 
restano  fisscj  le  rette  isotrope  ;  nessun^ (Mra  retta  del  pia/no  gode 
questa  proprietà^  se  Vangolo  è  diverso  da  un  multiplo  di  n. 

Da  ogni  punto  0'  (a;',  y')  del  piano  escono  due  rette 
isotrope,  che,  rispetto  agli  assi  x^  y,  hanno  le  equazioni 

(2)  a:~ii/±<(y-yO  =  0. 
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Infatti  le  (2)  assumono  il  tipo  (l),  quando  si  eseguisca  una 
traslazione  di  assi  che  porti  la  nuova  orìgine  in  0^ 

Sul  piano  esistono  infinite  rette  isotrope,  che  si  distri- 
buiscono in  due  fasci  impropri 

a:  +  <y  -f  A  =  0,     a;  —  ty  +  >t  =  0, 

(dove  A  e  /^  sono  due  parametri)  contraddistinti  dai  valori  ij 
e  —  i  dei  rapporti  direttivi.  Uno  scorrimento  del  piano 
sopra  sé  stesso  trasporta  ogni  retta  isotropa  di  uno  dei  due 
fasci,  in  una  retta  isotropa  del  fascio  stesso.  Invece  un 
ribaltamento  del  piano  scambia  tra  loro  i  due  fasci. 

Estrdxl.  I. — 1)  Come  ai  presentano  le  formule  per  la  trasforma- 
zione delle  coordinate,  quando  i  nuovi  assi  X,  Y  sono  le  bisettrici 
degli  angoli  degli  assi  antichi  (ortogonali  od  obliqui)  t 

2)  Scrìvere  direttamente  le  formule,  che  permettono  di  passare  da 
due  assi  x,  y  s%  due  nuovi  assi  Z,  T  rappresentati,  nell*antico  sistema, 
dalle  equazioni 

««  +  fry  +  e  =  0,      a'x  +  6'y  -j-  e'  =  0. 

3)  Il  determinante  formato  coi  coefficienti  di  Z,  Y  nelle  (3*)  del 

nfi  34  vale • 

sena;^ 

4)  Si  dimostri,  sia  mediante  considerazioni  geometriche,  sia  me- 
diante Teffettivo  calcolo,  che  una  trasformazione  di  coordinate,  la  quale 
non  alteri  l'origine,  muta  il  trinomio  x^  +  2xy  cos  xy  '\- y^  nel  trinomio 
Z*  +  2XY  cos  XY  4-  r*,  essendo  («,  y)  ed  (Z,  Y)  le  antiche  e  le  nuove 
coordinate  di  uno  stesso  punto  ;  caso  particolare  della  trasformazione 
ortogonale. 

6)  NeUe  ipotesi  deU*es.  4),  dette  {x",  y%  (X\  T)  le  antiche  e  le 
nuove  coordinate  di  un  secondo  punto,  si  dimostri  che  la  espressione 
{xy* — x'y)  Benxy  si  muta  nella  espressione  {XY'  —  X'Y)  senZF. 

6)  Se  si  moltiplica  il  determinante  del  terzo  ordine,  formato  colle 
coordinate  di  tre  punti  e  colle  unità,  per  il  seno  dell'angolo  degli  assi, 
ai  ottiene  una  espressione,  la  quale,  per  una  qualsùiai  trasformazione 
di  coordinate  cartesiane,  si  muta  nell'analoga  espressione  relativa  ai 
nuovi  assi.  Da  questa  osservazione,  ohe  si  giustifica  col  calcolo  diretto, 
si  deduca  una  nuova  dimostrazione  della  formola,  che  dà  l'area  di  lin 
triangolo  mediante  le  coordinate  dei  vertici  (n.o  33,  (5*).  (Si  assumano 
come  assi  ausiliari  due  lati  del  triangolo). 

7)  Posto  er=:x  +  iy,  Z^X-\-iY  (dove  t  =  V/  —  1).  1«  formole 
(3)  del  n^  34,  per  il  passaggio  da  assi  ortogonali  ad  assi  ortogonali, 
si  riassumono  nella  seguente  :  k  »  mZ  +  n,  dove  m,  n  sono  due  numeri 
complessi,  il  primo  dei  quali  ha  per  modulo  l'unità. 


' 
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II.  —  8)  In  uno  Boonimento  di  un  piano  sopra  sé  steaso  (n/  36) 
euste  un  ponto,  ed  uno  solo  {centro  di  rotcudone),  la  coi  posizione  fi- 
nale coincide  colla  posizione  iniziale  ;  facendo  ruotare  il  piano  di  un 
angolo  conveniente  intomo  al  detto  centro,  si  può  portare  il  piano  dalla 
posizione  iniziale  alla  posizione  finale.  Il  centro  non  esìste,  solo  quando 
ai  possa  passare  dalla  posizione  iniziale  alla  finale  mediante  una  tra- 
lazione. 

9)  Il  risultato  precedente  può  anche  presentarsi  coid  : 

Se  ABC,.,,  A'B'C'.,.  sono  due  figure  piane  direttamente  uguaU, 
le  rette  perpendicolari  ai  segmenti  A  A',  BB\  CO', ...»  nei  rispettivi 
punti  medi,  passano  per  un  medesimo  punto  O»  oppure  sono  tutte 
parallele.  Nel  primo  caso,  facendo  ruotare  intomo  ad  O  di  un  angolo 
conveniente  la  prima  figura,  essa  viene  a  sovrapporsi  alla  seconda  ;  nel 
secondo  caso,  lo  stesso  effetto  si  ottiene  mediante  una  conveniente 
traslazione. 

10)  Se  due  figure  piane  ABC. . .,  A'B^C, . .,  o  (come  si  suol  dire) 
i  rispettivi  piani,  sono  inversamente  uguali,  non  esiste  in  generale 
nessun  punto  del  primo  piano  che  coincida  col  corrispondente  punto 
del  secondo,  ma  esiste  sempre  una  retta  del  primo  piano  che  coincide 
coUa  retta  corrispondente  del  secondo.  Per  ottenere  la  sovrapposizione 
della  prima  figura  coUa  seconda,  basta  applicare  a  quella  una  trasla- 
zione di  un  segmento  conveniente  (che  può  anche  essere  nullo)  parai- 
lelamente  alla  retta,  ed  un  ribaltamento  intomo  a  questa.  La  retta  con- 
tiene i  punti  medi  di  tutti  i  segmenti  A  A',  BB',  CC',. . . 

III.  — 11)  Esprimere  la  distanza  di  due  punti,  e  Tarea  del  trian- 
golo determinato  da  tre  punti,  mediante  le  coordinate  polari  dei  punti 
stessi  Condizione  di  aUineamento  di  tre  punti  in  coordinate^polari. 

12)  L'equazione  di  una  retta  in  coordinate  polari  (p,  9)  può  porsi 
sotto  la  forma 

p  cos(9 — a)=»p, 

dove  a  e  p  sono  due  costanti;  quali  grandezze  geometriche  misurano t 
ly.  — 13)  Per  il  punto  reale  di  coordinate  cartesiane  ortogonali 
Oy  6  passa  una  retta  isotropa  del  primo  fascio  (rapporto  direttivo  +  i)> 
la  quale  sega  l'asse  x  nel  punto  immaginario  dì  ascissa  a-\-hi\  vice- 
versa, la  retta  isotropa  del  primo  fascio,  che  esce  da  quest'ultimo  punto, 
contiene,  come  unico  punto  reale,  il  punto  (a,  6).  Viene  cosi  a  stabilirsi 
una  corrispondenza  biunivoca  fra  i  numeri  complessi  a  +  ^  od  i  punti 
reali  (a,  b)  di  un  piano,  che  coincide  colla  nota  rappresentazione  di 
Gauss.  Ck>me  si  presenterebbe  la  corrispondenza,  se  si  adoperassero  le 
rette  isotrope  del  secondo  fascio  t 

14)  Due  punti  di  una  retta  isotropa  hanno  sempre  distanza  nulla; 
tali  rette  chiamansi  perciò  anche  rett«  di  hmghezea  nuUa. 

15)  L'angolo  formato  da  una  retta  isotropa  con  sé  stessa  è  inde- 

6 


66  PABTB  I,  GAP.  IV,  N.  éO 


terminato.  (Si  trova  infatti  per  il  coseno  ed  il  seno  del  detto  angolo 
respressione  -^)  • 

16)  L'angolo  formato  da  nna  retta  isotropa  oon  una  qualsiasi  altra 
retta  del  piano  è  infinito.  (Si  trovano  per  il  coseno  ed  il  seno  espressioni 

del  tipo  -j--  con  m  -|=  0,  le  quali  non  corrispondono  a  nessun  angolo  finito, 

né  reale,  nò  immaginario). 

17)  La  distanza  di  un  punto  qualsiasi  da  una  retta  isotropa,  che 
non  passi  per  esso,  è  infinita. 

18)  Si  dimostri,  mediante  una  trasformazione  di  coordinate,  che 
le  rette  isotrope  uscenti  dall'origine,  in  assi  obliqui,  hanno  le  equazioni 

x  +  y  (cos  xydzi  sen  xy)  =  0. 


Capitolo  IV. 

RappreBentazioiìe  analitica  delle  curve  piane. 

40.  Equaiione  di  una  curva  piana.  —  n  problema  fonda- 
mentale della  Geometrìa  analitica  consiste  nel  rappresentare 
i  luoghi  geometrici  (curve,  superficie . . .  )  mediante  equa- 
zioni a  più  variabili,  e  nel  dedurre  le  proprietà  di  quelli 
dalle  proprietà  delle  equazioni  corrispondenti. 

Noi  faremo  vedere  anzitutto  come  ad  una  equazione 
fra  due  variabili  Xj  y  &i  possa  associare  una  linea  piana. 

Cominciamo  a  supporre  che 
la   equazione  sia  risolta  ri- 
spetto ad  una  delle  variabili, 
ed  abbia  il  tipo 
(1)  y^f(x)y  ossia  y— *(a:)  =  0, 
dove  /  indica  una  qualsiasi 
funzione.  Fissato  un  sistema 
qualunque  di  coordinate,  per 
es.   cartesiane,   consideriamo 
quei  punti,  le  cui  coordinate 
soddisfano  alla  equazione  (1). 
Per  costruirne  uno,  si  attribuirà  ad  a;  un  particolare  valo- 
re a,  e  si  determinerà  il  valore  corrispondente  di  y,  che  si 
suole  indicare  con  /(a);  poi  si  segnerà  quel  punto  P  che  ha 


r^TTi- 
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l'ascissa  a,  e  l'ordinata  f(a).  Attribuendo  ad  a;  un  nuovo 
valore  (hj  e  determinando  y  =  /(oi),  si  avrà  un  nuovo  punto 
Pi  ;  e  cosi  si  troveranno  quanti  altri  punti  si  vogliano.  Tutti 
i  punti,  che  in  tal  guisa  i)os8ono  costruirsi,  formano  un  luogo 
geometrico,  il  luogo  di  quei  puntij  che  colle  loro  coordinale 
soddisfa/no  aiPequazione  (1);  la  (1)  è  Vequazione  del  nominato 
luogo,  rappresenta  analiticamente  il  luogo  (mentre  il  luogo 
rappresenta  geometricamente  la  equazione  (1)  ). 

Qui  si  badi  che  gli  infiniti  punti  del  luogo  i>ossono  for- 
mare una  o  più  linee  (nel  senso  intuitivo  della  parola  linea)  ; 
ma  possono  anche,  in  altri  casi,  giacere  sparsi  nel  piano,  in 
guisa  che  non  riesca  possibile  di  ordinarli  lungo  curve  (^). 
Affinchè  il  primo  caso  si  presenti,  è  necessario  che  si  veri- 
fichino alcune  condizioni,  delle  quali  basterà  qui  ricordare 
la  piti  semplice  ed  evidente.  Occorre  dimque  che,  mentre  il 
punto  A  varia  con  continuità  sull'asse  a?,  o  almeno  in  un 
certo  tratto  di  questo,  il  corrispondente  valore  dell'ordinata 
AP  vari,  esso  pure,  con  continuità;  in  termini  precisi:  lay 
deve  esser  funzione  continua  della  x,  per  tutti  i  valori  di  x 
compresi  fra  certi  limiti.  D'altronde  questa  e  le  analoghe 
condizioni  saranno  sempre  soddisfatte  in  tutti  i  casi,  che 
avremo  da  considerare.  Potremo  dire  adunque,  in  quei  casi, 
che  la  (1)  rappresenta  una  curva^  è  la  equazione  di  una 
curva. 

Viceversa,  segnata  nel  piano  degli  assi  cartesiani  x^  y 
una  curva  arbitraria  (convenientemente  limitata),  rimane 
stabilita  una  dipendenza  tra  x  eà  y^  per  la  quale  ad  ogni 
valore  di  x  compreso  in  un  certo  intervallo,  corrisponde 
un  valore  di  y,  ordinata  del  punto  della  curva  avente  quel- 
l'ascissa x\  rimane  dunque  definita  y  come  funzione  di  x. 
La  relazione  y  =  fix)^  a  cui  cosi  si  arriva,  è  la  equazione 
della  curva. 


(^)  Ciò  accadrebbe,  ad  es.,  se  la  fruizione  fosse  definita  dalle  con- 
dìsioni  seguenti  :  per  ogni  valore  razionale  di  x,  è  y  »  0  ;  per  ogni  va- 
lore irrasionale  di  a;,  è  y  »  1 . 
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L'equazione  (1)  a  due  variabili  è  una  forma  particolare 

della  equazione 
(2)  f(x,y)^0, 

dove,  questa  volta,  /  è  sim- 
bolo di  funzione  di  due  varia- 
bili. Anche  la  (2)  rappresenta 
un  luogo  geometrico,  il  luogo 
di  quei  punti,  che  con  le  loro 
coordinate  x,  y  verificano  Ve- 
quazione  stessa  (^). 

Volendo  costruire  questo 
luogo  per  punti,  nella  ipotesi 
ad  es.  che  x,  y  siano  coordi- 
nate cartesiane,  attribuiremo  ad  a?  un  primo  valore  arbitrario 
X  ^  a;  con  ciò  la  (2)  diviene  una  equazione  ad  una  sola 
incognita  /(a,  2^)  =»  0,  equazione  la  quale,  risolta,  ci  darà  per 
y  certi  valori  y  =  6,  6',  6''. . .  I  punti 

P{a,  6),  P'(a,  6'),  J^'K  &")••• 
appartengono  al  luogo.  Attribuendo  ad  x  un  nuovo  valore  ai, 
e  calcolando  i  corrispondenti  valori  di  y,  troveremo  nuovi 
punti  del  luogo;  e  così  si  potrà  continuare. 

Nei  casi  che  avremo  da  trattare,  quei  punti  si  sussegui- 
ranno lungo  una  o  più  curve,  che  sono  definite  dalla  equa- 
zione (2). 

Inversamente,  data  nel  piano  una  curva,  le  coordinate 

0?,  y  di  un  punto  che  la  descriva,  saranno  legate  da  una 
certa  relazione,  che  potrà  scriversi  simbolicamente  sotto  la 
forma  (2),  e  si  dirà  equazione  della  curva. 

OsserYazione.  —  .Di  questa  rappresentazione  geometrica 
delle  funzioni  (o  delle  equazioni  (1))  si  approfitta  continua- 
niente  nelle  scienze  di  osservazione,  dove  talvolta  si  co- 
struiscono curve  (diagrammi)  per  presentare  in  modo  sen- 
sibile i  risultati  di  una  serie  di  osservazioni  ;  talvolta  invece 
la   curva    vien    tracciata   direttamente,    ad   es.    mediante 


(*)  Si  penai  al  caso  particolare  delle  equazioni  lineari,  cui  cozri- 
spondono  rette  (n.o  16  e  seg.). 
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Stranienti  registratori,  e  da  queUa  si  cerca  di  dedurre  la 
fonzione. 

D'altra  parte  la  detta  rappresentazione  geometrica  mette 
in  rilievo  le  particolarità  piti  notevoli  della  funzione  f{x) 
(intervalli  in  cui  la  funzione  è  crescente  o  decrescente,  mas- 
simi o  minimi,...)  con  un'approssimazione  che,  in  certe 
questioni  pratiche,  può  essere  più  che  sufficiente.  I  punti,  in 
cui  la  curva  (1)  sega  l'asse  della  ^,  forniscono  i  valori  di  a?, 
per  coi  f(x)  si  annulla,  cioè  le  radici  (reali)  dell'equazione 
f(x)  =  0.  Si  ha  cosi  un  metodo  grafico  per  la  risoluzione  di 
un'equazione  ad  una  incognita,  che  è  adoperato  molto  spesso 
nelle  applicazioni  della  matematica. 

La  rappresentazioiie  deUe  curve  mediante  equasioni  fu  introdotta 
contemporaneamente  da  Des  Cartes  (1637)  e  Fermat.  La  distinzione 
delle  cnrve  in  àlgebrit^  e  Prtueendewti  (n.°  43)  è  dovuta  a  Des  Cartbs 
e  Leibniz,  mentre  la  classificazione  deUe  curve  algebriche  secondo  l'or- 
dine fu  proposta  da  Newton  (1676). 

41.  Intereaiioni  di  due  curYe.  —  Se 

(3)  f{x,  y)  =  0,    (p{x,  y)^0 

sono  le  equazioni  di  due  curve,  riferite  ad  uno  stesso  sistema 
di  coordinate,  la  ricerca  dei  pxmti  di  incontro  di  quelle  si 
riduce  alla  ricerca  delle  coppie  di  valori  {x,  y)  che  soddi- 
sfano insieme  alle  equazioni  (3);  queste  coppie  si  ottengono 
risolvendo  il  sistema  (3)  rispetto  alle  incognite  x,  y.  Possiamo 
dire  che  il  sistema  (3)  rappresenta  il  gruppo  delle  nominate 
intersezioni,  gruppo  che  potrà  comporsi,  secondo  i  casi,  di 
un  numero  finito  o  infinito  di  punti. 

42.  Studio  di  una  curYa  plana  partendo  dalla  tua  equa- 
itone.  —  Biprendiamo  in  esame  una  sola  curva  e  la  sua 
equazione  in  un  determinato  sistema  di  coordinate.  La 
stretta  connessione  ohe  passa  fra  curva  ed  equazione  dà 
luogo  ad  una  serie  di  problemi  fondamentali,  che  possono 
distribuirsi  nei  due  gruppi  seguenti. 

I.  Definire  e  studiare  le  curve  partendo  daUe  equazioni 
rappresentative;  classificare  le  curve  secondo  la  natura  delle 
equazioni,  dedurre  da  queste  la  forma,   le  principali  prò- 
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prietà  delle  curve  corrispondenti,  assegnare  possibilmente 
nna  semplice  costruzione  della  curva. 

IL  Definita  una  curva  mediante  una  costruzione  geo- 
metrica (o  mscoanica)y  o  mediante  una  proprietà  di  quella^ 
scrivere  la  equazione  rappresentativa  in  un  sistemai  prefisso 
di  coordinate. 

Occupiamoci  intanto  del  primo  problema.  E  notiamo 
anzitutto  che,  in  certi  casi,  Paspetto  della  equazione  lascia 
subito  vedere  come  la  curva  sia  formata. 

Cosi,  in  coordinate  cartesiane,  una  equazione,  che  con- 
tenga una  solo  coordinata  variabile,  rappresenta  un  gruppo 
di  rette  parallele  ad  uno  degli  assi.  Ad  es.,  data  la  equazione 

(1)  nx)  =  0, 

e  posto  che  essa  sia  soddisfatta  da  certi  valori  di  x 


0/  ~  a,  a  . . . . 


è  chiaro  che  i  punti  soddisfacenti  colle  loro  coordinate 
alla  (1)  appartengono  alle  rette  d?=»  a,  2?  =  a^,. ..,  sicché 
queste  rette,  parallele  all'asse  y,  compongono  la  linea  rap- 
presentata dalla  (1). 

Se  la  equazione  data  contiene  le  due  coordinate  x,  y, 
omogeneamente,  di  guisa  che  (fatta  astrazione  eventualmente 
dalla  soluzione  y  =  0,  di  cui  è  evidente  il  significato  geome- 

X 

trico)  possa  assumersi  come  unica  incognita  il  rapi>orto — , 
e  Pequazione  possa  scriversi 

«  /(f)-«, 

la  linea  corrispondente  è  costituita  da  un  gruppo  di  rette 
uscenti  dalVorigine,  aventi  le  equazioni 


dove  k,  V,  V\..  sono  le  radici  della  (2). 

43.  Curve  algebriche;  ordine  della  curva.  —  Le  curve 
piane  si  sogliono  classificare  in  relazione  alle  equazioni  che 
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le  rappresentano  in  coordinate  eartesiane  (^).  Se  la  equazione 
della  curva  è  algebrica,  e  quindi  può  porsi  sotto  forma  ra- 
zionale intera  (un  polinomio  contenente  le  potenze  intere 
e  positive  di  a?,  y,  uguagliato  a  zero),  la  curva  dicesi  alge- 
brica; altrimenti  dicesi  trascendente.  Trascendenti,  ad  es., 
sono  le  curve  y  =  sen  x  {sinìisoide)^  y  —  tg  a?,  y  »  log  Xj  ecc. 

Noi  ci  dovremo  occupare  in  special  modo  di  curve 
algebriche.  Queste  possono  classificarsi  ulteriormente  secondo 
il  grado  della  equazione  (cioè  del  polinomio  sopra  nomi- 
nato), grado  a  cui  si  dà  il  nome  di  ordine  della  curva  cor- 
rispondente. 

Una  curva  algebrica  d'ordine  n  ha  dunque  una  equa- 
zione del  tipo 
(1)  ^rsCr.x^r^Oy  {r-hs^n) 

dove  Grt  è  un  coefficiente,  r  ed  «  sono  numeri  interi  non 
negativi,  la  cui  somma  raggiunge,  come  massimo  valore,  n. 

Le  curve,  o  linee,  algebriche  del  primo  ordine  sono  le 
rette.  Fra  le  curve  del  secondo  ordine  troveremo  il  cerchio, 
insieme  alle  sue  proiezióni  sopra  piani. 

Una  curva  d'ordine  n  ]>  1  può  esser  anche  costituita 
da  due  o  piti  curve  algebriche  di  ordini  inferiori,  la  somma 
dei  quali  sia  n.  Ad  es.,  se  (p(Xj  y),  i{/(a?,  y)  sono  due  polinomi, 
i  cui  gradi  /i,  v  abbiamo  per  somma  n,  l'equazione 

rappresenta  una  curva  d'ordine  n,  la  quale  è  composta  delle 
(o  si  spezza  nelle)  due  curve  algebriche  di  ordine  /a,  v 

(|)(a?,  y)=:0,     ii^(Xj  y)«0. 

In  particolare,  può  darsi  che  una  curva  d'ordine  n  si 
comi>onga  di  n  rette  ;  ed  inversamente,  l'insieme  di  n  rette 
deve  riguardarsi  come  una  speciale  curva  d'ordine  n. 

44.  InYariabiiltà  dell'ordine  di  una  curYa  algebrica  In 
una  traeformazlone  di  coordinate.  —  Per  giustificare  la  defi- 
nizione dì  ordine  di  ima  curva  algebrica,  occorre  dimostrare 


O  £  neo688ario  ricordare  ohe  la  olassifioanone  muterebbe,  quando 
la  curva  ai  riferìsae  a  coordinate  non  cartcBlane. 
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che  l'ordine  è  un  carattere  della  curva,  indipendente  dal 
particolare  sistema  di  coordinate  cartesiane  a  cui  la  curva 
yien  riferita;  ossia  che  il  grado  della  equazione  cartesiana 
rappresentante  la  curva,  riferita  a  certi  assi  Xj  y^  non  varia, 
quando  la  stessa  curva  si  riferisca  a  due  nuovi  assi  Z,  Y. 
Sia 

(1)  2r.a.a?^y*=0  (r  +  8^n) 

una  equazione  di  grado  n,  rappresentante  una  certa  curva 
riferita  agli  assi  x^  y.  Per  aver  l'equazione  della  stessa  curva 
riferita  a  due  nuovi  assi  Z,  Y,  dobbiamo  tener  conto  delle 
formole  per  la  trasformazione  delle  coordinate  (n.''  35) 

(2)  a?  =  a  +  a'X  ^af'Y,     y  =  6  +  VX  +  V  Y, 

dove  a,...,  V^  sono  sei  costanti.  Fatte  le  sostituzioni  (2) 
nella  (1),  questa  diviene 

(3)  Srt  0„  (a  +  a'X  +  a"  Yy  (6  +  VX  +  V  Y)'  =  0 

(r  +  «  ^  n). 

Ora  il  termine  della  sommatoria,  che  è  posto  in  evidenza, 
si  sviluppa  in  un  polinomio  di  grado  r  +  «  ^  n  in  X,  Y; 
riunendolo  cogli  altri  polinomi  analoghi  provenienti  dagli 
altri  valori  di  r,  «,  risulta  in  fine  che  il  primo  membro  deUa 
(3)  si  riduce  ad  un  polinomio  in  Z,  Y  di  grado  W  non  bu- 
perione  ad  n.  E  con  ciò  è  provato  che  una  trasformazione 
di  coordinate  non  può  aumentare  il  grado  di  una  equazione 
algebrica  (razionale,  intera).  Ma  non  può  nemmeno  dimi- 
nuirlo, perchè  altrimenti  la  trasformazione  inversa,  che  per- 
mette di  passare  dalle  coordinate  Z,  Y  alle  Xj  y,  e  quindi 
dalla  (3)  alla  (1),  dovrebbe  mutare  il  grado  n^  di  quella 
nel  grado  n  >•  n'  di  questa,  mentre  l'aumento  del  grado 
fu  dimostrato  impossibile.  Si  conclude  che  n  =  n\ 

45.  Signiflcato  geometrico  dell'ordine  di  una  curYa.  — 

Ohe  l'ordine  di  una  curva  sia  un  carattere  di  questa,  indi- 
pendente dagli  assi  coordinati  a  cui  la  curva  è  riferita,  ri- 
sulta pur  dal  seguente  teorema,  che  ne  mette  in  luce  il 
significato  geometrico: 

Vordine  di  una  curva  algèbrica  è  U  numero  dei  punti 
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in  cui  questa  è  segata  da  una  retta  generica  del  suo  pianOy 
purché  si  tenga  conto  delle  intersezioni  immaginarie,  coin- 
cidenti . . . 

Infatti  per  avere  le  intersezioni  della  curva  d'ordine  n 

(1)  2rtCr,a?^y'  =  0  (r+s^n) 
colla  retta 

(2)  y  =-mx  +  py 

basta  sostituire  nella  (l),  ad  ^,  il  valore  dato  dalla  (2)  ; 
si  ottiene  cosi  l'equazione 

Zr$CrtX'{mx  4-p)'  =  0,  {r  -h  s^n) 

la  quale  è  di  grado  n  nella  x  (almeno  quando  si  escludano 
particolari  valori  di  m).  Bisolvendo  questa  equazione,  si 
ottengono  n  valori  di  x, 

(fra  reali,  immaginari,  coincidenti...) 9  ^  quali  corrispon- 
dono, -per  la  (2),  n  valori  di  y 

Si  hanno  dimque  n  intersezioni  (a?i,  yi),  {x^y  2^2)9  —  (^»  9  y n  )» 
come  si  era  affermato.  Un  esame  particolareggiato  dei  casi 
che  possono  presentarsi  sarà  fatto  in  seguito,  nella  ipotesi 
n  =  2. 

46.  Simmetria  di  una  carYa  rispetto  agli  atti  0  rispetto 
all'origine.  —  n  primo  problema  enunciato  al  n.^  42  com- 
prende anche  la  discussione  della  forma  di  una  curva,  di 
cui  sia  data  l'equazione 

(1)  /(^,  y)  =  0, 

ad  es.  in  coordinate  cartesiane  ortogonali.  Però  la  Geometria 
analitica,  senza  il  sussidio  del  calcolo  infinitesimale,  non 
dispone  di  metodi  generali  in  proposito.  Faremo  vedere  nel 
Gap.  seguente  come  convenga  procedere  in  casi  concreti 
assegnati,  limitandoci  qui  a  poche  osservazioni  evidenti. 

8 e  il  primo  membro  delia  (1)  non  H  aUera^  quando  si 
eambi  il  segno  aUa  j  (0  alla  x),  la  curva  (1)  è  simmetrica 
rispetto  aXPasse  détte  x  (0  delle  y).  Infatti  nella  prima  ipotesi, 


à 
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86  il  punto  (Xy  y)  soddisfa  colle  sue  coordinate  alla  (1),  vi 
soddisferà  pure  il  punto  {x^  —  y),  simmetrico  di  quello  ri- 
si>etto  all'asse  x. 

Se  il  primo  membro  della  (1)  non  si  altera  (o  eambia 
solo  di  segno) j  quando  si  mutino  contemporaneamente  i  segni 
ad  X  ejyla  curva  (1)  è  simmetrica  rispetto  aU^ origine.  Infatti, 
se  il  punto  {Xy  y)  appartiene  alla  curva  (l),  vi  apparterrà 
pure  il  punto  (—  a?,  —  y),  simmetrico  del  primo  rispetto  al- 
l'origine. In  particolare,  se  i{x^y)  =  —  i(-—x^  —  y)^  l'origine 
stessa  sta  sulla  curva,  giacché,  sostituendo  nell'ultima  ugua- 
glianza 0  al  posto  di  a;  ed  y,  si  ha  /(0, 0)  =  — /(O,  0) 
donde  /(O,  0)  =  0  0). 

Per  una  curva  algebrica  le  proposizioni  precedenti  di- 
vengono : 

U n^  curva  algébrioa  è  simmetrica  rispetto  aWoAse  x  {oj)^  se 
la  coordinata  j  {od  x)  entra  néfV  equazione  sólo  con  espo- 
nenti pari. 

Una  curva  algèbrica  è  simmetrica  rispetto  aXPorigine,  se 
tutti  i  termini  deWequazione  hanne  grado  pari^  o  tutti  grado 
dispari  (nell'ultimo  caso  l'origine  sta  sulla  curva). 

47.  Tangente  ad  una  curva  In  un  punto.  —  Per  il  trac- 
ciamento di  una  curva  di  data  equazione  è  spesso  utile  la 
determinazione  della  tangente  in  un  punto  generico  della 
curva.  Sebbene  il  problema  delle  tangenti  esca  dai  limiti 
della  Geometria  analitica  elementare,  come  viene  intesa 
tra  noi,  non  possiamo  esimerci  dall'accennare  ad  una  que- 
stione, che  anche  storicamente  costituisce  il  nesso  tra  la 
nostra  scienza  ed  il  Calcolo  infinitesimale. 

Consideriamo  un  arco  di  curva,  che  supporremo  de- 
scritta da  im  punto  moventesi  con  continuità.  Fissiamo  un 
punto  P  sulla  curva,  e  congiungiamolo  con  un  secondo 
punto  Pi   della  curva,   che  faremo  poi  scorrere  lungo  la 


(')  Il  Beoondo  teorema  vale  pure  per  aaai  obliqui,  mentre  il  primo 
oontmua  a  sussistere,  soltanto  se  per  simmetria  (obliqua)  si  intende  una 
corrispondenjsa,  ove  i  segmenti  congiungenti  punti  omologhi  risultano 
paralleli  ad  y,  e  sono  divisi  per  metà  daU'asse  x. 
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curva  stessa.  Se  accade  che,  mentre  il  punto  Pi  si  avvicina 
indefinitamente  al  punto 
P  (da  ima  banda  o  dal- 
l'altra), la  retta  mobile 
PPi  abbia  per  limite  una 
retta   determinata  t  u- 
scente  da  P,  si  dice  che  t 
è  la  tangefUe  aUa  curva 
in   P.    Per  una  classe  ^ 
estesissima  di  curve  (ad 
es.  per  tutte  quelle  che  avremo  da  considerare  in  seguito),  in 
ogni  punto  generico  P  esiste  una  determinata  tangente. 

Vediamo  ora  l'interpretazione  analitica  di  questo   con- 
cetto. Partiamo  dall'equazione  della  curva 

(1)  y-^f  (^) 

in  coordinate  cartesiane.  Siano  xoedyo  "="  f{xo)  le  coordinate 
del  punto  fisso  P,  Xi  ed  yi  =  /(a?i)  le  coordinate  del  punto 
mobile  Pi.  La  equazione  della  retta  PPi  potrà  scriversi 
così  (n.o  15): 


X  —  xo  ^  y  —  yo 
Xi  —  Xo       yi  —  yo 


od  anche 


y  — yo  = 


^  n^i) — n^) 


Xi  —  Xo 
e  finahnente,  se  poniamo  Xi  —  o^  =  A, 


(X Xq)j 


(2) 


_  f(xo  +  h)-^f(xo) 

y  —  yo  — jT (X  —  Xo). 


Ora  facciamo  che  il  punto  Pi  (aJi,  yi)  si  avvicini  sempre 
piti  al  punto  P  (xoy  yo)  ;  la  differenza  h  tra  le  ascisse  dei  due 
punti  tenderà  a  zero,  ed  a  zero  tenderà  pure  la  differenza 
fioDo  +  h)-—  f{xo)  tra  le  ordinate,   data  la  continuità  della 

curva.    Se  avviene  che  la  trazione  — ~ — m^  abbia, 

n 

p^  %  »  0,  un  limite  determinato,  anche  la  retta  (2),  PPi, 

avrà  ima  posizione  limite,  tangente  in  P,  rappresentata  dal- 
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l'equazione,  che  si  ottiene  dalla  (2),  sostituendo  al  posto 
della  frazione  il  relativo  limite.  Questo  limite,  supposto  esi- 
stente, si  suole  indicare  scrivendo 

lim  /(^  +  ^)-/('^«')  =  f(^)^ 

e  si  chiama  valore  della  derivata  di  f(x)  (o  di  y)  per  x  =  xo. 
Con  questa  notazione,  la  equazione  della  tangente  alla  curva  (1) 
nel  punto  P  (a?o,  2^0)  acquista  la  forma 

(3)  y  —  yo  =  (a?  —  OH))  f  (a?o). 

La  esistenza  della  derivata  porta  adunque  l'esistenza 
della  tangente,  e  viceversa  (quando  si  eccettuino  punti 
particolari). 

In  coordinMe  ortogonaliy  la  derivala  di  f  (x),  per  x  =  Xo, 
esprime  la  ta/ngenle  trigonometrica  delVangohy  che  la  tangente 
alla  curva  (l)j  nel  punto  di  ascissa  xo,  forma  coJVasse  delle  x 
(n.o  27). 

n  calcolo  differenziale  insegna  a  calcolare  le  derivate 
delle  ordinarie  funzioni.  Ed  insegna  pure  a  trasformare  la  (3), 
nella  ipotesi*  che  la  curva  sia  data  mediante  una  equazione 
(10  f(x,  y)  -  0, 

contenente  implicitamente  le  due  coordinate.  Si  dimostra 
che  allora  la  equazione  della  tangente,  nel  punto  (a?o,  2^o)y 
può  scriversi  così 

(30  {x  —  xq)  f  ^  (iBo,  yo)  +  (y  —  ì^o)  fy  (a?o,  yo)  =  0, 
dove  fx  ,  fy  sono  le  derivale  parziali  del  polinomio  (1'),  Puna 
rispetto  ad  x^  l'altra  rispetto  ad  y  ;  precisamente,  fx  (^^  yo) 
è  il  valore  che  assume,  per  a?  ===  oto,  la  derivata,  rispetto  ad 
07,  della  funzione  f(Xj  yo)  della  sola  variabile  x,  ed  un  ana- 
logo significato  ha  f\  (a7o,  yo)* 

Per  £are  un'applicazione  delle  cose  dette,  ai  conaideri  la  ourva 
(parabola) 

y  =  a?". 
Poiché  la  derivata  di  a?'  è  2x,  la  tangente  alla  parabola  nel  punto 

(^of  ^0)  A^^^  Tequazione 

y  —  yo  =  2x^{x  —  Xo), 

od  anche,  tenuto  conto  che  il  punto  appartiene  alla  curva  ed  è  quindi 

y  +  y©  =  2aj<^. 
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Esoreizl.  I.  C)  —  1)  Costmiie  per  punti  le  curve  rappreeentate  dalle 

aegaenti  equazioni  in  coordinate  cartesiane  ortogonali: 

1  2 

y«-g-«",     y  =  a?* — 2x,     y  = -g-OJ*  — »  — 2(paradafe); 

ysaa^^ysssa^ — a5  +  2  {parab.  cubiche);  y^  =  a^  {parab.  semictbb.),  y  ==  x -5-, 

2)  Costruire  le  curve  y  =s  sen  x  (mntMOtd«),  y  =  t.g  x   (curva  d000 
iangerUi)f  y  =  seo  x,  y  =  log,o  a;  (lo^aritmioa) . 

3)  Costruire  le  curve  rappresentate  dalle  seguenti  equazioni  in  ooor- 

2 
dinate  polari  :  p  =  «p  {spirale  di  Archimede)  ;  p  =  —  {spirale  iperbolica)  ; 

? 
p  ss  2^    {spirale  logari^ica)  :   p'  =  9   («piroJe  paro&oltoa  o  di  Fermat)  ; 

p  =  COS-|-. 

II.  —  4)  Determinare  graficamente  le  radici  reali  delle  equazioni 
seguenti  {nP  40,  Osa.)  : 

ic»  — 5aj  +  l  =  0;  a?»  — ««  — 3aj  + 3  =  0; 
aj»  — 3ic*  —  4»»  +  20aj*  —  21a:  +  7  =  0. 

5)  Determinare  graficamente  le  radici  reali  del  sistema  di  due 
equazioni  a  due  incognite  (n.<*  41):  2y"  —  a;  =  0,  a^  —  y  — 1=0. 

6)  Determinare  graficamente  le  radici  delle  equazioni: 

2x  —  3 seno;  =  0;    a?  — tga?=0; 
(per  quanto  riguarda  la  prima,  si  costruiscano  le  linee 

y  =  sen  a?,    2a?  —  3y  =  0  ; 
analogamente  per  la  seconda). 

7)  Determinare  graficamente  le  radici  dell*  aquazione  a^  =  6«  .  (Si 
prendano  i  logaritmi  dei  due  membri,  e  si  cerchino  le  intersezioni  della 
curva  logaritmica  con  una  retta  conveniente). 

III.  ~  8)  Le  condizioni  per  la  simmetria  di  una  curva  algebrica, 
enunciate  al  nP  46,  sono  invertibili;  precisamente,  se  la  curva  è  sim- 
metrica rispetto  all'asse  x,  la  coordinata  y  deve  comparire  solo  con 
esponenti  pari  (a  meno  che  Tasse  x  non  formi  parte  della  curva)  ;  e 
se  la  curva  è  simmetrica  rispetto  all'orìgine,  i  termini  devono  esser 
tutti  di  grado  pari  o  tutti  di  grado  dispari. 

0)  Segue  che  una  curva  d'ordine  disparì  simmetrica  rispetto  ad 
un  punto,  passa  per  questo  punto. 


0)  Qnantimqiie  alcune  dell%  earve  qui  Indioate  formiDO  aigomento  di  ricerca  nel  Gap.V, 
è  bene  ohe  lo  rtqdloeo  d  abitili  sin  d*  ora  a  costralie  colla  maggiore  eeatteiia  una  curva,  di  coi 
rfa  data  la  eqnastone,  mando»  ove  occorrano,  tavole  di  fonsionl  goniometrlche  o  di  logaritmi.  Si 
adoperi  carta  miUlmetiata,  prendendo  come  nnltà  fl  centimetro  e  attrftmendo  ad  x  iiioceBeiTi 
Talotl,  differenti  l'uno  dall'altro  di  OJ. 
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10)  Se  lina  curva  qualsiasi  possiede  due  assi  di  simmetaria  perpen- 
dicolari tra  loro,  essa  possiede  un  centro  di  simmetria  nella  interse- 
zione  degli  assi. 

IV.  -  11)  Si  chiama  normale  ad  una  curva  la  perpendicolare  alla 
tangente  nei  punto  di  contatto.  Si  scrivano  le  equazioni  delle  tangenti 
(n.^^  47)  e  delle  normali  condotte  alle  curve  seguenti,  in  un  punto  gene- 

rico  di  esse  :  y  »  oo^,  y  »  (u^,  y  ^  ax^  ^y  ^  {ix^,  dove  a  è  una  costante, 
n  un  numero  razionale.  Si  determini  il  rapporto  semplice  formato  sulla 
tangente  dal  punto  di  contatto  e  dalle  intersezioni  cogli  assi.  (Si  ricordi 

ohe  la  derivata  di  ax**  è  ncu^^^), 

12)  Sapendo  che  la  derivata  di  sen  x  è  cos  a;,  e  di  tg  a;  è 5 — ,  si 

COS  X 

determinino  le  tangenti  in  un  punto  generico  alle  curve  y  ~  sen  x, 
y  =  tgx;  si  dimostri,  in  particolare,  che  la  tangente  a  queste  curve 

nell'origine  è  la  bisettrice  dell'angolo  xy, 

48.  Equailone  del  cerchio.  —  Occupiamoci  ora  del  se- 
condo problema  fondamentale,  che  si  presenta  nello  studio 
analitico  dei  luoghi  geometrici  (nP  42):  data  la  legge  di  gè- 
neraaùme  di  una  curva^  scriverne  la  equazione. 

Si  stabilirà  nel  piano,  su  cui  giace  la  curva,  un  sistema 
di  coordinate,  per  es.  cartesiano  (i  cui  assi  converrà  talvolta 
di  assumere  in  particolari  posizioni  rispetto  alla  figura);  si 
chiameranno  a?,  y  le  coordinate  del  punto   variabile,   che 

descrive  la  curva,  e  si  riguarde- 
ranno come  note  le  coordinate  di 
punti,  le  equazioni  di  rette,  che 
occupino  posizioni  fisse  nella  fi- 
gura, le  lunghezze  di  segmenti 
assegnati,  ecc.  ;  si  cercherà  final- 
mente di  tradurre  la  legge,  se- 
condo cui  il  punto  variabile  si 
muove,  in  una  relazione  analitica 
fra  le  variabili  x^  y  e  le  quantità  note.  Questa  relazione 
sarà  la  equazione  della  curva. 

Proponiamoci,  ad  es.,  di  trovar  la  equazione  del  cerchio 
di  dato  centro  e  dato  raggio.  Biferiamoci  ad  un  sistema 
di  coordinate  cartesiane  artogonaliy  e  diciamo  a,  ^  le  coor- 
dinate del  centro  (7,  ed  r  il  raggio. 


y 

\           e  or.  IO 

Wy 

0 

X 
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La  oondizìone,  perchè  tm  ponto  P  {x,  y)  appartenga  al 
detto  cerchio,  è  CP  =  r.  Ma  CP  8Ì  sa  esprimere  mediante 
le  coordinate  di  0  e  P  (n.°  25), 


Dunque  la  detta  coudizione  si  traduce  (elevando  a  qua- 
drato i  dae  membri)  nella  relazione 

(1)  (a'-«)*+{y-P)'  =  r^, 

che  è  precisamente  la  equazione  del  cerehie. 

In  particolare,  il  cerchio,  che  ha  per  centro  l'origine  e 
per  n^;io  r,  ha  reqnazione, 

ir»  +  »«  =  f*. 

Bitomiamo  alla  (1).  Sviluppando  e  ordinando,  possiamo 
trascriverla  cosi: 

(1')  rB«  +  jf«-  2ax-2py  +  («'  +  p«-f«)  =  0. 

n  cerchio  è  dunque  una  curva  del  secondo  ordine. 

Però,  se  confrontiamo  la  (1')  colla  equazione  generale 
dì  secondo  grado  a  due  variabili,  riscontriamo  nella  (1') 
la  particolarità  che  il  coe£Bciente  di  a^  è  ugnale  al  coeffi- 
donte  di  y^,  e  manca  il  termine  col  prodotto  xy.  È  ora  il 
oaso  di  vedere  se,  inversamente,  una  eqaazione  di  secondo 
grado  dotata  di  queste  particolarità,  come  è  la 
(3)  a^  +  y^+  aa;  +  by  +  0=0, 

rappresenti,  in  assi  ortogonali,  un   cerchio.  Notiamo  perciò 
che  la  (2)  può  ridursi  alla  forma 

(2')        [^  +  -^)  +(y  +  T)  " — i — • 

Ora  il  primo  membro  è  il  quadrato  della  distanza  fra 
U  punto  variabile  (x,  y)  ed  il  punto  fisso! — 9"»~"S")i 
mentre  il  secondo  membro  è  costante;  si  conclude  che  la  (2'), 
o  la  (2),  rappresenta  il  cerchio  di  centro! — =-> — 5~}^*^ 
r=~\/a»  +  6«-4c. 
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Ciò  almeno  può  dirsi  nella  ipotesi  a*  +  6*  —  4o  >►  0, 
giacché  allora  r  è  reale,  e  si  tratta  di  un  cerchio  propria- 
mente detto.  Ma  se  a*  +  6^  —  4o  =  0,  nel  qual  caso  la  (2^) 
diviene 

vi  è  un  solo  punto  reale  |a?  =  — 5"^^'"~~"2")  s^^^'^" 

cento  colle  sue  coordinate  alla  (2^'),  ed  il  cerchio,  per  dir 
cosi,  si  riduce  al  suo  centro  (cerchio  di  raggio  0);  mentre, 
nel  campo  complesso,  la  (2^^)  si  spezza  nelle  due  equazioni 
lineari 

rappresentanti  le  rette  isotrope  uscenti  dal  detto  centro 
(n.o  39),  il  che  porta  a  riguardare  il  cerchio  di  raggio  nullo 
come  costituito  dalle  due  rette  isotrope  uscenti  dal  centro 
di  esso.  Finalmente,  se  a^  +  6*  —  4c  <  0,  nessun  punto  reale 
soddisfa  colle  sue  coordinate  alla  (2'),  la  quale  tuttavia 
(d'accordo  colle  nostre  convenzioni)  diremo  che  rappresenta 

un  ceroAio  immaginario^  di  centro  reale  I  — r-, ^  )  e  di 

raggio  immaginario. 

Concludendo  : 

In  a89i  ortogonali^  una  equazione  di  secondo  grado^  la 
quale  abbia  uguali  i  coeffÌ4)ienti  di  x^  ed  y^,  e  manchi  del 
termine  con  xy,  rappresenia  un  cerchio  {reale  od  immaginario); 
se  la  equazione  si  riduce  ad  aver  V  unità  come  coefficiente  di  x^ 
ed  Y%  le  metà  dei  coefficienti  di  x,  y,  cambiate  di  segno j  danno 
le  coordinale  del  centro. 

In  assi  obliqui,  la  equazione  di  un  cerchio  si  riconosce  subito 
essere  del  tipo 

«•  +  2ajy  cos  «y  +  y"  H-  ajX  +  b,y  +  e,  =  0  ; 
e  le  condizioni  perchè  una  equazione  di  secondo  grado  rappresenti  un 
cerchio  sono:  che  i  coefficienti  di  x*  ed  y'  siano  uguali,  ed  il  coeffi- 
ciente di  xy  sia  uguale  al  coefficiente  di  x^  moltiplicato  per  2Qo%xy; 
le  coordinate  del  centro  hanno  espressioni  meno  semplici  che  in  assi 
ortogonali. 
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49.  SMenil  di  curve.  —  In  vari  casi  non  si  riesce  a 
tradurre  immediatamente,  sotto  forma  analitica,  la  legge 
geometrica,  a  cui  obbedisce  un  punto  che  si  muova  lungo 
una  curva.  Giova  allora  seguire  una  via  indiretta,  che  si 
fonda  sulle  considerazioni  seguenti,  già  interessanti  di  per  so. 

Biprendiamo  un'equazione  a  due  variabili  a;,  ^,  che 
siano,  ad  es.,  coordinate  cartesiane,  e  supponiamo  ora  che 
i  coefficienti  di  quella  dipendano  da  una  quantità  ìc  (pa/ra- 
metro),  che  possa  assumere  vari  valori  nel  corso  della  que- 
stione. 

Bappresenteremo  Pequazione  sotto  la  forma 

(1)  /(a?,y;*)  =  0. 

Se  attribuiamo  a  %  un  valore  determinato  fti,  la  (1)  di- 
venta 
(10  /(a?,y;  fci)-0, 

nella  quale  le  variabili  sono  x  eà  y  soltanto;  la  (1")  rap- 
presenta adunque  una  certa  curva,  che  chiameremo  /i.  Ad 
un  secondo  valore  A^,  attribuito  a  ft,  corrisponde  una  se- 
conda curva  che  chiameremo  /2,  e  cosi  via;  al  variare  di  le 
ndla  (1),  varia  la  corrispondente  curva  e  descrive  nm  si- 
stema di  curve,  sistema  le  cui 
componenti  (curve)  corri- 
spondono ai  valori  attri- 
buiti al  parametro  k;  esse 
hanno  come  coordinate  (si 
potrebbe  dire)  i  valori  di  k. 
Se  sono  soddisfatte  (come 
succede  nei  casi  ordinari) 
certe  condizioni  di  conti- 
nuità, il  sistema  di  curve 
può  considerarsi  generato 
da  una  delle  sue  curve,  che  vada  spostandosi  e,  general- 
mente, deformandosi  in  modo  continuo.  È  notevole  il  caso 
che,  attribuiti  od.  x,y  due  valori  af,  y%  scelti  ad  arbitrio  in 
intervalli  convenienti,  la  (1)  fornisca,  i>er  l'unica  incognita  ib, 
un  sólo  valore  hf.   Allora  il  punto  (a?%  y')  si  troverà  sopra 

G 
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una  sola  curva  i(x^y)  A/)  =  0  del  sistema  ;  per  ogni  punto 
di  una  certa  regione  del  piano  passa  dunque  una  sola  curva 
del  sistema. 

Un  particolare  sistema  di  linee,  soddisfacente  alle  con- 
dizioni suddette  è  il  jascio  di  rette.  Esso  corrisponde  alla 
ipotesi  che  /  sia  una  funzione  lineare  di  a?,  y^  nei  cui  coef- 
ficienti entri  linearmente  il  parametro  h)  poiché  allora, 
staccando  i  termini  che  contengono  Ic^  dai  termini  indipen- 
denti dal  parametro,  la  (1)  assume  la  nota  forma 

(ax  H-  6y  +  0)  +  i  (a'x  +  Vy  +  e')  =  0. 

In  generale,  se  la  /  è  funzione  algebrica,  razionale,  in- 
tera, di  grado  n  in  ^,  y,  nei  cui  coefficienti  entri  linear- 
mente  il  parametro  k^  la  (1)  può  scriversi  sotto  la  forma 

dove  (f  e  ^  sono  funzioni  razionali  intere  di  grado  non  su- 
periore ad  n  (una  almeno  di  grado  n).  H  sistema  prende 
allora  il  nome  di  fascio  di  curve  d^ordine  n.  Ci  occuperemo 
in  seguito  del  caso  n  ~  2. 

50.  Concetto  generale  di  sistema  di  coordinate  nei  piano. 

—  Si  abbiano  ora  due  sistemi  di  curve,  rappresentati  dalle 
equazioni 

(1)  /(^,y;*)  =  o, 

(2)  ?(a?,»;A)  =  0, 

dove  k  eih  sono  due  parametri.  A  due  valori  kij  Ai  dei  pa- 
rametri corrispondono  le  curve  /i,  ^i  rappresentate  dalle 
equazioni 

(1')  /(^,y;*i)  =  o, 

(2')  <P(a?,y;Ai)  =  0; 

a  due  nuovi  valori  fe,  A2  corrisponderanno  le  curve  /«,  (f2,  ecc. 
Ora,  se  accade  che  i)er  ogni  punto  P,  situato  in  una  certa 
regione  del  piano,  passi  una  sola  curva  di  ciascuno  dei  due 
sistemi,  quei  valori  ky  h  dei  parametri,  che  spettano  rispet- 
tivamente alle  due  curve  passanti  per  P,  possono  assumersi 
come  coordinate  del  punto  P  in  un  nuovo  sistema  di  coor- 
dinate. Dato  P,  sono  determinate  le  sue  coordinate;  mentre, 
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date  queste,  rimangono  determinate  in  corrispondenza  tante 
posizioni  dì  Pj  quanti  sono  i  punti  di  quella  regione,  in  cui 
si    segano    due    curve, 
l'una  del  primo,  l'altra  y  /  J^* 

del  secondo  sistema.  I 
punti,  per  i  quali  la 
prima  coordinata  k  ha 
un  valore  costante,  ap- 
partengono ad  una  curva 
del  primo  sistema;  i 
punti,  per  cui  è  co- 
stante A,  appartengono 
ad  una  curva  del  se- 
condo sistema.  Le  equazioni  (1),  (2)  stabiliscono  le  relazioni 
fra  le  antiche  coordinate  a;,  ^,  ad  es.  cartesiane,  e  le  nuove  k.  A; 
risolvendo  quelle  equazioni  rispetto  a  J;  ed  A,  o  rispetto  ad 
X  ed  Vj  si  otterrebbero  le  f  ormole  di  passaggio  dall'uno  al- 
l'altro sistema. 

È  facile  vedere  che  il  sistema  di  coordinate  (ib.  A)  qui 
definito  comprende,  come  casi  particolari,  i  sistemi  visti 
sinora.  Se  infatti  i  due  sistemi  (1)  e  (2)  sono  fasci  impropri 
di  rette,  si  otterrà  (scegliendo  convenientemente  i  parametri) 
l'ordinario  sistema  di  coordinate  cartesiane.  Se  invece  l'un 
sistema  si  compone  di  cerchi  di  centro  comune  0,  e  l'altro 
di  rette  uscenti  da  0,  per  modo  che,  in  coordinate  carte- 
siane ortogonali,  le  (1)  e  (2)  assumano  le  forme  particolari 

^  +  y*— e*  =  0,      y — a?  tg  <f>  =  0, 

dove  questa  volta  i  parametri  sono  indicati  con  q  e  f ,  si 
avrà  in  corrispondenza  il  sistema  di  coordinate  polari  (q,  f  ); 
le  ultime  equazioni  danno  infatti  le  formolo  di  passaggio 
fra  il  sistema  cartesiano  e  il  sistema  polare  (n.^  37). 

51.  Luoso  delie  Intersezioni  di  cur¥e  corrispondenti  in 
due  dati  tiitemi.  —  Biprendìamo  i  due  sistemi  di  curve 
(1)  e  (2)  del  nP  precedente,  i  quali  definiscono  un  sistema 
di  coordinate  {kj  A)  nel  piano. 

Se  fra  k  ed  A  stabiliamo  una  relazione  analitica  ^  (k.  A)  =  0, 
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questa  ci  rappresenterà  un  luogo  geometrico  (n.^  40),  il 
luogo  di  quei  punti  che  colle  loro  nuove  coordinate  (k^  h) 
soddisfano  alla  detta  relazione. 

Limitiamoci  ad  esaminare  un  caso  particolare;  suppo- 
niamo che  questa  relazione  sia  Feguaglianza  k=^hj  scriviamo 
adunque  nelle  (1),  (2),  al  posto  di  X;  ed  A,  uno  stesso  valore, 
sia  ìc.  In  tale  ipotesi,  i  punti  del  luogo  sono  i  punti  comuni 
alle  due  curve 
(3)  /(a-,y.fc)=o, 

(4)  <p(a?,y;*)  =  o, 

le  quali  variano  al  variare  di  ìc.  Se  chiamiamo  oarrispon- 
denti  queste  due  curve  (entro  ai  sistemi  che  esse  descrivono 
al  variare  di  ik),  possiamo  definire  il  nostro  luogo  come  il 
luogo  deUe  intersezioni  di  curve  corrispondenti  nei  due  sistemi. 
Noi  ci  proponiamo  di  scrivere  la  equazione  del  luogo  in  coor- 
dinate z,  y. 

Sia 
(5)  F{x,y)^0 

la  equazione  richiesta;  esaminiamo  quali  relazioni  passino 
fra  la  (6)  e  le  (3),  (4).  Notiamo  perciò  che  al  nostro  luogo 

appartiene   ogni  punto 

■Pi  (^i>  yi)j  il  quale  si 
comune  a  due  curve  cor- 
rispondenti dei  sistemi 
(3),  (4),  ad  es.  alle  due 
curve  /i,  (pi,  che  si  ot- 
tengono attribuendo  al 
parametro  variabile  k  un 
particolare  valore  hi: 

Segue  che,  se  due  valori 
^i9  yi  soddisfano  a  queste  due  equazioni,  essi  determinano 
un  punto  Pi  del  luogo,  e  quindi  soddisfano  certamente 
anche  all'equazione  (5).  Si  ha  cosi  la  prima  proprietà  della 
equazione  (6): 
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I.  8e  tre  numeri  xi,  yi,  ki,  sostituiti  néUe  (3)  e  (4)  (al  posto 
di  X,  7,  k),  verificano  quelle  equazioni,  aUora  i  primi  due 
Xi,  yi  verificano  Vequazione  (5). 

Vioeversa,  se  xi,  yi  yeriflcano  Tequazione  (5)^  e  quindi 
sono  coordinate  di  un  pnnto  Pi  del  nostro  luogo,  allora,  per 
la  legge  con  cui  questo  è  descritto,  devono  esistere  due 
curro  corrispondenti  /i,  fi  dei  sistemi  (3),  (4)  che  passino 
per  Pi;  e  in  conseguenza  deve  esistere  un  valore  li  di  Jk 
tale,  che  xi,  yi,  ki  verifichino  tanto  la  (3),  quanto  la  (4). 
Abbiamo  cosi  la  seconda  proprietà  dell'equazione  (6): 

n.  8e  due  numeri  xi,  yi  verificano  Vequazione  (6),  deve 
esistere  un  terzo  numero  ki  tale,  che  xi,  yi,  ki  verifichino  tn- 
sieme  la  {ò)  e  la  (4). 

Ora  quando  tre  equazioni  (3),  (4),  (6),  le  due  prime  a  tre 
variabili  x,  y,  i,  Pultima  a  due  variabili  x,  y,  si  trovano 
legate  tra  loro  dalle  due  condizioni  I  e  II  ora  esposte,  si 
dice  che  la  (6)  è  la  risultante  delle  equazioni  (3)  e  (4),  dopo 
la  eliminazione  dì  2;  ;  e  la  operazione,  colla  quale  si  passa 
dalle  equazioni  (3)  e  (4)  alla  equazione  (5),  dicesi  elimina- 
zione di  h  tra  le  equazioni  (3),  (4). 

Concludiamo  adunque:  dati  due  sistemi  di  curve  me- 
diante due  equazioni  (in  coordinate  x,  y)  contenenti  un  para- 
metro,  Vequazione  (in  x,  y)  del  luogo  delle  intersezioni  di  curve 
dei  due  sistemi,  corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  del  para- 
metro, si  ottiene  eliminando  questo  tra  le  equazioni  date. 

La  possibilità  della  eliminazione  ed  i  procedimenti  per 
eseguirla  vengono  studiati  nei  vari  rami  dell'Analisi. 

52.  Equaiioni  paramelriche  ii  una  curva.  —  Alle  con- 
siderazioni precedenti  conviene  spesso  ricorrere,  quando 
si  deve  scrivere  Fequazione  della  curva  descritta  da  un 
punto  P(x,  y),  che  si  muove  con  data  legge  geometrica. 
Anziché  cercare  direttamente  la  relazione  analitica  che  passa 
tra  X,  y,  può  riuscir  più  facile  di  determinare  due  relazioni 
tra  le  coordinate  variabili  x,  y  del  punto  P  ed  una  terza 
quantità  variabile  h,  legata  colla  figura,  relazioni  del  tipo 

(3)  f(x,y',  i)  =  0, 

(4)  (p(a?,  y;  i)  =  0, 
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di  cui  conosciamo  ormai  la  interpretazione  geometrica.  Vo- 
lendo ottenere  Inequazione  della  carva  in  coordinate  x^  y^ 
resta  solo  da  eliminare  il  parametro  k  tra  le  (3)  e  (4).  E 
in  certi  casi  può  anzi  convenire  di  scrivere  più  relazioni 
tra  Xj  y  e  alcuni  parametri  k^  { . . .  ;  sempre  Pequazione  del 
luogo  si  otterrà  (come  si  vede  mediante  ragionamenti  ana- 
loghi) eliminando  tutti  i  parametri  fra  quelle  relazioni. 

Ma  talvolta  si  preferisce  di  rappresentare  la  curva  me- 
diante due  equazioni  contenenti  le  coordinate  variabili  Xj  y 
ed  un  parametro,  anziché  mediante  una  sola  equazione 
in  Wj  y.  Di  tal  natura  sono,  ad  es.,  le  equazioni  pararne- 
triehe  di  una  curva 

(6)  ^  =  /(«),  y  =  <p(0, 

esprimenti  coordinate  a?,  y  di  un  punto   variabile  in   fun- 
zione di  un  parametro  t.  Ad  ogni  valore  di  t  corrisponde 
allora  un  punto  (x^  y)  della  curva;  e  la  equazione  di  questa 
in  Xj  y  si  otterrebbe  eliminando  t  fra  le  equazioni  (6). 
Cosi  le  equazioni 

X  ^  at  -{-  a%   y  =  6t  +  6' 
rappresentano  parametricamente  la  retta 

x  —  a'  _  y  —  V 
a  h 

Qui  a'^  V  sono  le  coordinate  di  un  particolar  punto  P'  della 
retta,  mentre  a,  h  definiscono  la  direzione  della  retta,  ed 
in  assi  ortogonali  sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione 
di  essa  (n.<>  27);  posto  che  siano  uguali  a  quei  coseni,  il 
parametro  %  misura  la  distanza  fra  il  punto  fisso  T'  (a,  h) 
e  il  punto  variabile  P  (a?,  y)  descrivente  la  retta. 
Un  secondo  esempio  è  offerto  dalle  equazioni 

x  =  r  cos  $,   y  =  r  sen  (f , 
dove  r  è  costante  e  (p  il  parametro,  le  quali  in   assi   orto- 
gonali danno  il  cerchio 

avente  il  centro  nell'orìgine  e  il  raggio  r.  Il  parametro  ^ 
misura  l'angolo  formato  dall'asse  x  colla  retta  che  unisce 
l'origine  al  punto  (a?,  y),  mobile  sul  cerchio. 


•-'-. 
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EsMrdzl  (*).  I.  —  1)  Scrìvere  l'equazione  del  laogo  dì  un  punto 
tale,  che  i  quadrati  delle  distanze  di  esso  da  due  punti  fissi  abbiano 
una  data  differenza. 

2)  Sopra  due  rette  secantisi  in  O  (che  potranno  assumersi  come 
assi)  variano  due  punti  A,  B,ìa  guisa  che  la  somma  OA  +  OB  rimanga 
costante;  qual'ò  il  luogo  del  punto  medio  di  AB,  o,  in  generale,  del 
ponto  che  divide  il  segmento  AB  in  dato  rapporto  t 

3)  Nelle  stesse  ipotesi  deU*es.  precedente,  si  conducano  in  ii,  B 
le  perpendicolari  ad  OA,  OB  rispettivamente  ;  qual'è  il  luogo  deUa  loro 
intersezione  t 

4)  Dati  in  un  piano  più  segmenti  .4,  A^,  ^z^v  •  •  «f  il  luogo  di  un 
punto  M  tale,  che  la  somma  deUe  aree  MA^  A^  +  MA^  A^-\- ..,  abbia 
un  valore  assegnato  k,  è  una  retta  parallela  alla  risultante  del  segmenti 
dati  (n^o  24,  Oss.),  la  cui  direzione  non  dipende  dunque  da  k.  Fa 
solo  eccezione  il  caso  che  quella  risultante  sia  nulla,  perchè  in  tale  ipo* 
tesi  non  esistono  punti  M  soddisfacenti  al  problema,  se  X;  è  dato  ad 
arbitrio,  mentre  ogni  punto  del  piano  vi  soddisfa,  se  X;  ha  un  conve* 
niente  valore  ;  la  somma  sopra  scritta  non  dipende  dunque  da  M. 

5)  Dato  un  triangolo  OAB,  si  conduca  una  parallela  variabile  ad 
AB,  secante  gli  altri  due  lati  in  ^^  B'\  qual'è  il  luogo  deUa  interse- 
zione delle  rette  AW,  A'  Bì 

6)  Se  più  trasversali  uscenti  da  un  punto  P  segano  due  rette  fisse  ^ 
Xy  y  nelle  coppie  di  punti  AA',  BB'  CO'  . . . ,  si  cerchi  il  luogo  dei  punti 
di  incontro  AB'  -  A'B,  AC  •  A'  C,  BC  •  J5'  C,. . .:  si  troverà  una  retta 
passante  per  il  punto  O^xy,  detta  poUvre  di  P  rispetto  alle  rette  x,  y. 

7)  Date  n  rette  ed  un  punto  O,  si  conduca  per  O  una  trasversale  ^ 
variabile,  la  quale  seghi  quelle  rette  in  A^,  A^,  ..,,An;  poi  si  prenda 

n        *— *     1 
sulla  trasversale  un  segmento  OA  tale,  che  sia  -pTr-  ="   ^  -t^-: —  *    Si 

OA       i-i  OAi 

dimostri  che  il  luogo  del  punto  A  è  una  retta,  polare  armonica  di  O  ri- 
spetto alle  fi  rette.  (Si  faccia  uso  di  coordinate  polari,  rispetto  al  polo  O). 
Si  considerino  in  particolare  i  casi  n  a  2,  3. 

II.  —  8).  Il  luogo  di  un  punto»  le  cui  distanze  da  due  punti  fissi 
hanno  un  dato  rapporto  k,  è  vlol  cerchio;  quale  ne  è  il  centrot  quale  il 
raggiot  E  se  A;  ss  It 

9)  Il  luogo  di  un  punto  tale,  che  la  somma  dei  quadrati  delle  di- 
stanze di  esso  da  due  punti  fissi  sia  costante,  è  un  cerchio  il  cui  centro 
non  dipende  dal  valore  della  costante. 

10)  In  generale,  dati  n  punti  ^»  ed  n  numeri  jH  (i  »  1*  2,  . . ,  n),  il 

luogo  di  un  punto  M  tale,  che  sia  costante  la  somma  li  pi  M  Ai  sa  k, 


C)  I  luoghi  qui  oomideratl  tono  tutte  rette  (ea.  1  —  7)  o  oorchi  (es.  S  — 14).  Oeneta- 
tiooi  di  curve  fuperiori  ai  troTcnnno  negli  esercizi  «Ha  fine  del  Oàp.  V. 
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è  un  oerohio,  il  cui  oentro  è  il  baricentro  dei  punti  Ai  presi  coi 
pesi  pi  (nfi  23,  es.  9);  quale  ne  è  il  raggiot  Ad  ogni  punto  M  del  piano 
oorrìaponde  un  determinato  yalore  k  della  somma  sopra  scrìtta;  ed  il 
baricentro  nomiuato  è  il  punto  per  cui  quella  somma  è  minima  (se 
2  2>i  >  0),  o  massima  {^  Ijh  <  0).  Come  si  modificano  questi  risultati 
se  2  fK  «->  Ot 

11)  Luogo  di  un  punto,  da  cui  un  dato  segmento  è  visto  sotto 
angolo  costante. 

12)  Il  luogo  di  un  punto  tale,  che  i  piedi  delle  perpendicolari  da 
esso  calate  sopra  due  rette  fisse  x,  y  abbiano  una  distanza  assegnata, 
è  un  cerchio. 

13)  Il  luogo  di  un  punto  tale,  che  i  piedi  delle  perpendicolari  da 
esso  calate  sopra  i  Iati  di  un  triangolo  formino  un  triangolo  di  area 
assegnata  A,  è  un  cerchio,  il  cui  centro  non  dipende  dal  yalore  di  A  ; 
per  A  Bx  0  quel  cerchio  è  circoscrìtto  al  triangolo.  Segue,  in  particolare, 
il  teorema  di  Simson  ;  «  I  piedi  delle  perpendicolarì  calate  sui  lati  di 
un  triangolo  da  un  punto  qualunque  del  cerchio  circoscrìtto  sono  alli- 
neati ».  Indicando  con  Z  »  0,  m  =  0,  n  »  0  le  equazioni  normali  dei 
lati  del  triangolo,  con  L,  Af ,  N  gli  angoli  opposti,  si  troyerà,  per  quel 
luogo,  la  equazione 

m n  sen  L  +  ni  sen  M  -{-Im  sen  JV  =  2  A, 

la  quale,  come  si  yerìfica,  rappresenta  appunto  un  cerchio. 

14)  In  generale,  il  luogo  di  un  punto  tale,  ohe  i  piedi  deUe  per- 
pendicolarì da  esso  calate  sopra  i  lati  di  un  poligono  formino  un  poli- 
gono (pedale  o  podario  del  punto)  di  area  assegnata  A,  è  un  cerchio, 
il  cui  centro  è  il  barìceatro  dei  vertici  del  poligono  dato,  quando  a 
ciascuno  si  attrìbuisca  come  peso  il  seno  del  doppio  dell'angolo  del 
poligono  avente  ivi  il  vertice  ;  il  raggio  r  del  cerchio  è  poi  dato  dalla 

formola  r*  «■         r        >  dove  Aq  è  l'area  del  poligono  pedale  del  detto 

barìcentro,  ed  /9  ò  la  somma  dei  detti  pesi.  Se  i9  =  0,  i  poligoni  pedali 
di  tutti  i  punti  del  piano  hanno  la  stessa  area  Aq  (Steiner). 


Capitolo  V. 
Il  cerchio  ed  altre  curve  particolari. 

53.  Cerchio  determinato  da  tre  punti.  —  Vogliamo,  in 
questo  Capitolo,  applicare  a  curve  particolari  varie  nozioni 
esposte  in  generale  nel  Capitolo  che  precede.  Ci  occuperemo 
anzitutto  del  cerchio. 
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L'equazione  (detta  da  alctmi  normale)   del  cerchio  in 
coordinate  ortogonali  è,  come  sappiamo  (n.^  48),  del  tipo 
(1  )  x^  +  y^—  2ax  -  2py  +  r  =  0, 

dove  a,  p  sono  le  coordinate  del  centro  ed  r  =  y/o*  +  p«  —  y 
è  il  raggio  (reale  o  immaginario).  Poiché  l'equazione  dipende 
da  tre  coefficienti  a,  p,  y^  si  potrà  assoggettare  un  cerchio 
a  tre  condizioni,  traducentesi  in  altrettante  relazioni  fra 
quei  coefficienti.  Cosi,  se  si  vuole  che  il  cerchio  passi  per 
tre  punti  assegnati  (a?i,  yi),  (a?2,  ^2),  (a?8,  ys),  dovranno  esser 
verificate  le  tre  equazioni  di  condizione 

a?<^  +  y<*— 2aa?<  — 2py<  +  r  =  0,       (i  =  l,  2,  3) 
le  quali  permettono  di  calcolare,  jc,  p,  7.  n  risultato  della 
sostituzione  di  questi  valori  nella  (1)  si  ottiene  direttamente, 
eliminando  a,  §,  7  fra  la  (1)  e  le  tre  equazioni  di  condizione. 
Si  giunge  cosi  all'equazione 


a^  +  y'     X 

y 

1 

«1*  +  »i*    «1 

yi 

1 

xé  +  y^    Xi 

Vi 

1 

«8*  +  y»*    X» 

y» 

1 

=  0, 


che  rappresenta  appunto  il  cerchio  richiesto.  Ciò  almeno 
nella  ipotesi,  che  sia  diverso  da  zero  il  complemento  alge- 
brico di  0?^  +  y^.  Nel  caso  opposto  i  tre  punti  sono  allineati 
(uP  15),  l'equazione  si  abbassa  a  primo  grado,  e  rappre- 
senta, come  è  facile  riconoscere,  la  retta  dei  tre  punti. 

54.  Equaiione  polare  di  un  cerchio.  Potenza  di  un  punto 
rispetto  ad  un  cercliio.  —  Assumendo  come  polo  ed  asse 
polare  di  un  sistema  di  coordinate  polari  (p,  ^ )  l'origine  e 
l'asse  X  del  sistema  cartesiano  sopra  adoperato,  si  arriva, 
colle  note  formole  di  trasformazione  (nP  37),  a  scrivere 
l'equazione  polare  del  cerchio  (1)  sotto  la  forma 

(2)  p*—  2  (a  cos  (J)  +  P  sen  (f>)  p  +  r  =  0. 

Per  ogni  valore  di  ^,  la  (2)  fornisce  due  valori  pi ,  p£ 
^  Py  rag^  vettori  delle  due  intersezioni  del  cerchio  colla 
retta  uscente  da  0  e  formante  con  x  l'angolo  f .  Ora  si  ha 
dalla  (2) 

pi  f2  =  r, 


1 
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indipendente  da  ^,  e  si  conclude  che,  se  intorno  ad  un  punto 
ruota  una  trasversale^  il  prodotto  dei  due  segmenti^  compresi 
fra  il  punto  e  le  intersezioni  della  trasversale  con  v/n  cerchio 
UssOy  è  costante.  Quel  prodotto  costante,  preso   in  valore  e 

segno,  si  chiama  (collo  Steiner) 
potenza  del  punto  primitivo  ri- 
spetto al  cerchio.  La  potenza 
y  =  (a*  +  p2)  _  ^  è   pur    data 

dalla  differenza  fra  il  quadrato 
della  distanza  del  punto  dal 
centro  del  cerchio  e  il  quadrato 
del  raggio.  Per  un  cerchio  reale 
la  potenza  è  positiva,  nulla,  o 
negativa,  secondo  che  il  punto 
è  estemo,  sulla  circonferenza,  o  interno  al  cerchio;  e,  nel 
primo  caso,  è  uguale  al  quadrato  del  tratto  di  tangente  OT 
compreso  fra  il  punto  ed  il  cerchio,  nel  terzo  caso  al  qua- 
drato, cambiato  di  segno,  della  metà  della  corda,  che  ha 
in  0  il  suo  punto  medio.  Per  un  cerchio  immaginario,  la 
potenza  di  ogni  punto  è  positiva. 

Dalle  cose  dette  risulta  che  la  potenza  dell'origine  ri- 
si>etto  ad  un  cerchio  è  espressa  dal  termine  noto  dell'equa- 
zione normale  (1).  Se  fosse  richiesta  la  potenza  di  un  altro 
punto  P  (070,  yo)^  basterebbe  eseguire  la  trasformazione  di 
coordinate  (uP  34,  I)  a?  =  ajb  +  -2f ,  y  =  yo  +  r,  assumendo 
come  nuovi  assi  le  parallele  agli  antichi,  uscenti  da  P.  L'e- 
quazione (1)  si  trasforma  nella 

(1')  Z^H-  rs  +  2(a?o-ct)X-h2(yo-P)r 

+  (aJo*  +  yo*—  2ouPo—  2pyo  +  r)  =  0. 
Si  deduce  che  la  potenza  del  punto  (rvo,  yo)  rispetto  al  cerchio 
(1)  è  data  da 

Xf?  +  yo*  —  2aa?o  —  2?yo  +  r, 
vale  a  dire  dal  valore  che  assume  il  primo  menibro  délVequa- 
zione  normale  (1),  qua/ndo  al  posto  delle  variaòili  si  sostitui- 
scano le  coordinate  del  punto.  Secondo  che  questo  valore  è 
positivo,  nullo,  o  negativo,  il  punto  sarà  dunque  esterno, 
sulla  circonferenza,  od  intemo  al  cerchio   (supposto  reale). 


[ 
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55.  Tangente  ad  un  cerchio  in  un  punto.  —  Se  il  cerchio 
(1),  o  (2),  passa  per  Porigne,  è  y  =  0.  Allora  la  (2)  ha,  qua- 
lunque sia  ^,  una  radice  nulla,  come  è  chiaro  geometrica- 
mente,  mentre  l'altra  radice  vale 

P  =  2  (a  cos  ^  +  P  sen  $)• 

Anche  questa  seconda  radice  è  nulla,  e  la  retta  corri- 
spondente è  tangente  al  cerchio 
nell'origine,  quando  f  sia  tale  da 
rendere 

a  cos  4>  +  p  sen  (f>  =  0, 
ossia 

La   retta   in    questione    ha 
l'equazione  cartesiana 

ossia  oo?  +  Py  —  0; 

questa  equazione  (ottenuta  uguagliando  a  zero  l'insieme 
dei  termini  lineari  nella  (1)  )  rappresenta  dunque  la  tan- 
gente nell'origine  al  cerchio  (1),  quando  7  »  0. 

Qualunque  sia  r,  volendo  la  tangento  al  cerchio  (1)  in 
un  punto  {xoy  yo)  di  esso,  si  potrà  eseguire,  come  prima, 
la  traslazione  di  assi,  che  porta  in  questo  punto  l'origine; 
si  arriverà  cosi  all'equazione  (IO9  in  cui  però  mancherà  la 
parte  indipendente  da  X  e  da  Y.  Uguagliando  a  zero  il 
complesso  dei  termini  lineari  in  Z,  Y  nella  (10  troviamo 
l'equazione 

che  rappresenta  la  tangente  richiesta,  nelle  nuove  coordi- 
nate X,  Y;  ricordando  poi  che  Z  =  a?  —  ojo,  Y  —  y  —  yo, 
Vequazione  della  tangente  al  eerehio  (1)  nel  punto  {xoj  yo)  as- 
sume la  forma 


(3) 


(i»o  —  oi)(X'-xq)  +  (yo  —  p)  (y  —  yo)  =  0. 
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Sviluppando  la  (3),  e  osservando  che 

a?o^  +  yo^  —  2aa?o  —  2pyo  +  r  =  0, 

queUa  equazione  può  scriversi  cosi: 

(30  awcò  +  yyo—  a  (a?  +  ajb)  —  p  (y  +  yo) 7  =  0. 

n  lettore  verificherà  subito  che  la  tangente  nominata 
è  normale  al  raggio  del  cerchio,  passante  per  il  punto  di 
contatto  {xoj  yo)  (^). 

66.  Intertoiionl  di  un  cerchio  con  una  retta.  —  n  pro- 
blema di  determinare  le  intersezioni  del  cerchio  (1)  colla 
retta  ax  -\-  by  -h  o  ^  Oj  porta  a  risolvere  il  sistema  delle  equa- 
zioni delle  due  linee,  e  quindi  la  equazione  di  secondo  grado 
nella  sola  a?,  che  si  ottiene  sostituendo  nella  (1),   al  posto 

di  y,  il  valore  y  = j-x  — r-  (cfr.  nP  45).  Quella  equa- 
zione in  a;  (i  cui  coefficienti  si  ricavano  mediante  operazioni 
razionali  eseguite  sopra  a,  fi^  7,  a,  6,  e)  ha  due  radici  xi,  xzj 
che  possono  esser  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o  im- 
maginarie coniugate;  sostituendo  successivamente  queste, 
al  posto  di  Xj  nella  espressione  di  y,  si  ottengono  due  va- 
lori yi,  y2,  ordinate  dei  punti  (xi^  yi),  (o^,  y2)  soddisfacenti 
al  problema.  3i  giunge  cosi  al  noto  risultato,  che  un  cer- 
chio è  segato  da  una  retta  in  due  punti,  i  quali  sono  reali 
e  distinti  (se  la  retta  è  8ec(mte)j  o  reali  e  coincidenti  (se  è 
t(mgente)y  o  immaginari  coniugati  (se  è  estema  al  cerchio). 
I  tre  casi  si  presentano  (come  è  noto  dalla  geometria  ele- 
mentare, e  può  verificarsi  per  via  analitica)  in  relazione 
alla  distanza  del  centro  del  cerchio  dalla  retta. 

67.  Interseilone  di  due  cerchi;  asse  radicale.  —  Datele 
equazioni  di  due  cerchi 

(    x^-\-y^^2M  -2fiy  +r   =0, 
^^  ^    aja  +  y«— 2a'a?  — 2^'y +  7' =  0, 


C)  Alla  (3)  bì  sarebbe  anche  arridati  applicando  la  formola  gene- 
rale (30  del  n.o  47. 


I 
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si  osserverà  che  ogni  soluzione  {Xj  y)  di  queste  soddisfa  pure 
all'equazione 


(6) 


2(a-fl/)a?  +  2(^-ny-(r-70  =  0 


ottenuta  dalle  (4)  mediante  sottrazione;  e  viceversa,  ogni 
soluzione  comune  ad  una  delle  (4)  e  alla  (5),  è  comune 
anche  all'altra  delle  (4).  Possiamo  dunque  risolvere,  anziché 
il  sistema  (4),  il  sistema  composto  di  ima  delle  (4)  e  della  (5). 
Ma  questa  rappresenta  una  retta;  vediamo  adunque  che 
il  problema  di  determinare  le  intersezioni  di  due  cerchi  equi- 
vale ai  problema  di  determinare  le  irUersezioni  di  un  cerchio 
con  u/na  retta,  e  porta,  in  sostanza,  a  risolvere  una  equa- 
zione di  secondo  grado  ad  una  incognita,  i  cui  coefficienti 
sono  funzioni  razionaU  dei  coefficienti  delle  equazioni  dei 
due  cerchi.  Concludiamo:  due  cerchi  si  segano  in  due  punti, 
che  possono  esser  reali  e  distinti  (cerchi  secantisi),  reali  e 
coincidenti  (cerchi  tangenti),  o  immaginari  coniugati  (cerchi 
non  secantisi).  Ciò  almeno  se  non  sono  insieme  a'==  a%  ^  ^^^  p'; 
giacché,  se  questo  caso  si  presenta,  la  (5)  diviene  assurda 
finché  y  4=  7%  cioè  finché  i  due  cerchi  sono  distinti,  e  le  (4) 
sono,  per  conseguenza,  incompatibiU.  I  due  cerchi,  che  allora 
sono  concentrici,  non  hanno  nessuna  intersezione.  Vedremo 
però  in  seguito  come,  con  opportune  convenzioni,  si  possa 
far  rientrare  l'ultima  osservazione  nel  teorema  generale,  che 
da  quelle  convenzioni  verrà  anzi  reso  più  completo. 

È  facile  caratteriz- 
zare geometricamente  la 
retta  (6).  Se  infatti  cer- 
chiamo il  luogo  dei 
punti  (Xj  y)  che  hanno 
uguale  potenza  rispetto 
ai  due  cerchi  (4),  siamo 
condotti  {nP  54)  ad  u- 
guagliare  i  primi  membri 
delle  due  equazioni  (4), 
e  quindi  perveniamo  alla  (6).  Dunque:  il  luogo  dei  pwnti, 
che  hanno  potenza  uguale  rispetto  a  due  cerchi,  è  utm  retta 
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(detta  (Mse  radieaie),  la  quale  contiene  le  due  intersezioni 
(reali  o  immaginarie)  dei  due  cerchi.  L'asse  radicale  manca 
solo,  quando  i  cerchi  siano  concentrici.  Escluso  questo  caso, 
Va;S8e  radicale  è  perpendicolare  atta  congiungente  i  centri  dei 
cerchi^  come  risulta  confrontando  la  (6)  coU'equazione  della 
detta  congiungente 

a?— g   ^  y  —  ? 

a— a'         fi  — fi'* 

68.  Oondlilone  di  ortogonalità  di  due  cerchi.  —  Si  chiama 
a/ngolo  di  due  cerchi  (o  di  due  curve),  in  un  punto  comune, 
l'angolo  formato  dalle  due  tangenti  in  quel  punto.  Se 
quest'angolo  è  retto,  i  due  cerchi  (o  le  due  curve)  si  ta- 
gliano ortogonalmente.  È  facile  stabilire  la  condizione,  af- 
finchè i  due  cerchi  (4)  si  taglino  ortogonalmente,  sia  ricor- 
rendo alle  equazioni  delle  tangenti  in  un  punto  ad  essi 
comune,  sia  notando  che  i  raggi  r,  r'  dei  due  cerchi,  pas« 
santi  per  il  detto  punto,  devono  esser  perpendicolari.  Con- 
siderando il  triangolo  rettangolo,  che  ha  quei  raggi  come 
cateti,  e  come  ipotenusa  la  distanza  dei  centri  (a,  J3),  {a%  fi^)^ 
si  ha 

f^-i-r^^  (a  —  ay  +  {fi  —  fiy, 

ossia,  ricordando  che  r*  =  «*  +  ^  —  7,  r'*  =  «'^  +  fi^^  —  7', 

(6)  2aa'  +  2fifi'  -  (r  +  /)  =  0, 

che  è  la  condizione  richiesta  di  ortogonalità. 

n  lettore  potrà,  seguendo  una  via  analoga,  determinare, 
in  generale,  l'angolo  dei  due  cerchi  (4). 

59.  Fasdo  di  cerchi.  —  Date  le  equazioni  (4)  di  due 
cerchi,  che  indicheremo  abbreviatamente  con 

(40  ig  =  0,      ig'  =  0, 

consideriamo  una  loro  combinazione  lineare 

x8  +  /iS'  =  0, 

od  anche,  adoperando  un  solo  parametro  ik  ==  — ^ , 

(7)  8-k8'  =  0. 
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Questa  equazione,  che  per  k  =^  1  può  seriversi  sotto 
la  forma 

(7')   a^^y*-2^—j-^-2{-^y  +  ^_^^0, 

rappresenta  ancora  un  cerchio^  il  quale,  al  variare  del  pa- 
rametro kj  descrive  un  sistema  di  infiniti  oerchi,  detto 
fascio  (cfr.  n.^  49).  Al  fascio  appartengono  evidentemente 
i  cerchi  primitivi  i8  =  0  ed  i8'  =  0,  corrispondenti  ai  valori 
ifc  =  0,  ±  00  ;  mentre,  per  i  =  1,  la  (7)  ci  dà  Passe  radicale 
dei  due  cerchi  nominati. 

Sono  proprietà  immediate  del  fascio  le  seguenti: 

a)  I  punti  comuni  ai  due  cerchi  primitivi  appartengono 
ad  ogni  cerchio  del  fascio^  e  diconsi  punti  base  del  fascio; 

b)  Per  un  punto  del  piam4>j  che  non  sia  base^  passa 
sempre  uno  ed  un  sol  cerchio  del  fascio. 

Sia  infatti  Po  (a?o,  ^o)  un  punto  del  piano,  e  siano  So^  So^ 
i  valori  che  assumono  i  polinomi  Sj  8%  quando  al  posto 
delle  variabili  x,  y  si  pongano  xo^  yo.  Se  Po  appartiene  ai 
due  cerchi  primitivi,  sarà  8o  ="  0,  i8'o  =  0  e  quindi 

So-k8'o^Oi 
segue  che  Po  appartiene  ad  ogni  cerchio  (7)  del  fascio.  Se 
invece  Po  ncn  è  comune  ai  cerchi  primitivi,  i  valori  flfo,  ^'o 
non  sono  entrambi  nulli,  e  l'ultima  equazione  fornisce  un 
valore  per  ik;  sostituendolo  nella  (7),  si  ha  quel  particolare 
cerchio  del  fascio  che  passa  per  Po. 

Segue  dalla  a)  che  i  cerchi  del  fascio  hanno  a  due  a  due 
lo  stesso  asse  radicale ^  detto  asse  radicale  del  fascio;  ciò  si 
verifica  pur  subito  per  via  analitica.  Ogni  punto  dell'asse 
radicale  ha  la  stessa  potenza  rispetto  a  tutti  i  cerchi  del 
fascio,  n  fascio  è  anche  determinato  da  un  sol  cerchio  e 
dall'asse  radicale,  mediante  combinazione  lineare  delle  re- 
lative equazioni,  giacché  la  (7)  può  scriversi  cosi: 

(8  -  8')  -  (i  -  1)  «'  =  0. 

n  luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  un  fascio  è  una  retta 
normale  aJPasse  radicale^  detta  asse  eentrale;  infatti  il  centro 

del  cerchio  (7')  ha  le  coordinate  — r-j  ^ ^,  e  quindi 


96 


PABTB  I,   CA.P.   V,   N.    60 


{nP  14)  appartiene  alla  retta  congiungente  i  centri  (a^  p), 
{(x'j  p')  dei  due  cerchi  (i')^  retta  che  sappiamo  già  esser 
normale  all'asse  radicale.  Ogni  punto  di  quella  retta  è  centro 
di  un  cerchio  del  fascio.  Fa  eccezione  solo  il  caso  che  i  due 
cerchi  (4')  siano  concentrici,  giacché  allora  tutti  i  cerchi 
del  fascio  hanno  lo  stesso  centro. 

60.  Fasci  ortogonali  di  cerchi.  —  Se,  per  semplificar  le 
formole,  assumiamo  come  assi  delle  x  e  deUe  y^  Passe  cen- 
trale e  Passe  radicale  di  un  fascio  di  cerchi  (non  concentrici), 
e  poniamo  sia  a?^  +  y*  +  7  ==  0  il  particolare  cerchio  del  fascio 
avente  il  centro  nella  origine,  ogni  altro  cerchio  del  fascio 
avrà  una  equazione  del  tipo 

(8)  a?2  +  y*  —  2ia?  +  r  =  0, 

dove  i,  ascissa  del  centro,  è  un  parametro  variabile  da 
cerchio  a  cerchio.  I  punti  base  del  fascio,  situati  sull'asse  y, 

hanno  l'ordinata  y  =  ±  V^—  r,  e  quindi  sono  reali  e  distinti, 
reali  e  coincidenti,  o  immaginari  coniugati,  secondo  che  / 
è  negativo,  nullo,  0  positivo;  nel  caso  7  =  0  tutti  i  cerchi 
del  fascio  toccano  Passe  y  nell'origine. 

Osserviamo  ancora  che  il  raggio  del  cerchio   (8)  vale 

\/k^  —  7  ;    quindi   i 
$  centri  dei  cerchi  di 

raggio  nullo  appar- 
tenenti   al    fascio 
hanno     le^  ascisse 
ifc  =  ±  \/yj  e  sono 
reali  e  distinti,  reali 
e  coincidenti,  o  im- 
maginari,    secondo 
che    sono    immagi- 
nari, reali  e  coinci- 
denti, o  reali  e  di- 
stinti i  punti  base 
del  fascio  ;  quei  due  centri  si  chiamano  ptmti  limite  del  fascio. 
Ciò  premesso,  prendiamo  sopra  l'asse  y  un  punto  arbi- 
trario P  (0,  A),  e  da  esso  conduciamo  la  tangente  PT   ad 
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un  oerchio  qualsiasi  (8)  del  fascio.  Detto  p  il  segmento  di 
tangente  compreso  fra  P  e  il  cerchio,  sarà  (^  uguale  alla 
potenza  di  P  rispetto  al  cerchio  (8),  ossia  (n.^  54) 

t^^h^  +  y, 

valore  indipendente  da  k^  cioè  dal  particolare  cerchio  consi- 
derato nel  fascio,  come  era  prevedibile  ricordando  la  pro- 
prietà dell'asse  radicale.  Con  centro  P  e  raggio  p  descriviamo 
un  cerchio,  la  cui  equazione  si  trova  essere 

(9)  a?2  +  y»  —  2fty  —  r  «  0. 

Questo  cerchio,  qualunque  sia  A,  taglia  ortogonalmente 
il  cerchio  (8)  corrispondente  ad  im  valore  arbitrario  di  k; 
ciò  risulta  subito  dalla  costruzione  geometrica  eseguita,  e 
si  verifica  analiticamente  ricordando  la  condizione  di  orto- 
gonalità (6)  (n.o  58).  Al  variare  di  %  il  cerchio  (9)  descrive 
pure  un  fascio,  di  cui  però  l'asse  centrale  è  l'asse  y,  mentre 
l'asse  radicale  è  l'asse  x]  inoltre  i  punti   base   del  nuovo 

fascio  hanno  le  coordinate  (±  V/y,  0)  e  quindi  coincidono 
coi  punti  limite  del  fascio  (8),   mentre  i  punti  limite   del 

fascio  (9),  di  coordinate  (0,  ±  \/—  y),  coincidono  coi  punti 
base  del  fascio  (8).  Concludiamo: 

Ad  ogni  jaado  di  cerchi  non  concentrici  è  congiunto  un 
secondo  fascio  di  cerchi^  i  quali  segano  ortogonalmente  i  cerchi 
del  primo  fascio;  i  due  fasci  sono  cosi  situati^  che  Fosse  ra- 
dicale ed  i  punti  base  di  ciascuno  sono  asse  centrale  e  punti 
limite  per  Vàttro  fascio.  Si  suol  dire  talvolta  che  i  due  fasci 
costituiscono  un  sistema  doppio  ortogonale  di  cerchi  (^).  Per 
ogni  punto  T  del  piano  passa  un  cerchio  del  primo  fascio 
ed  uno  del  secondo  ;  ed  i  due  parametri  £  ed  A,  relativi  ai 
due  cerchi  nominati,  potrebbero  riguardarsi  come  coordinate 
del  punto  T  in  un  nuovo  sistema  di  coordinate  ;  si  avrebbe 
cosi  un  esempio  della  nozione  di  sistema  generale  di  coor- 
dinate, esposta  nel  n.°  60. 


(^)  Se  il  primo  fascio  si  componesae  di  oerohi  conoentrìoi,  il  secondo 
degenererebbe  nel  fascio  deUe  infinite  rette  uscenti  dal  centro  comune. 

7 
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61.  Centro  radicale  di  tre  cerchi.  —  Belativamente  al 
sistema  di  tre  cerchi  di  un  piano,  limitiamoci  a  dimostrare 
il  teorema  seguente: 

I  tre  (i88i  radicali  di  tre  cerchi  arbitrari  (ncn  formanti 
fascio)  j  presi  a  due  a  due^  passane  per  uno  «tesso  punto ^  che 
ha  uguale  potenza  rispetto  ai  tre  cerchi,  e  dicesi  centro 
radicale  di  questi.  Infatti  se 

flf  «  0,  )8f'  =  0,  S"  =  0 

sono  le  equazioni  normaU  dei  tre  cerchi,  i  tre  assi  radicali 
hanno  le  equazioni 

che,  sommate  membro  a  membro  danno  una  identità,  donde 
segue  il  teorema  (n.^  22),  Se  però  due  dei  tre  cerchi  sono 
concentrici,  uno  degli  assi  radicali  manca,  e  gli  altri  due 
sono  paralleli. 

Eterelil.  I.  ^^-^  l)  Scrìvere  la  equazione  di  un  cerohio,  il  quale  sod- 
disfi ad  uno  dei  seguenti  gruppi  di  condizioni:  a)  ha  per  centro  il 
punto  (2,  3)  e  passa  per  il  punto  ( —  1,  6)  ;  h)  passa  per  l'origine  e  per 
i  punti  (2,  0),  (0,  —  3);  o)  passa  per  Forigine,  toccando  ivi  la  retta 
22C  +  3]^  =  0,  e  passa  inoltre  per  il  punto  ( —  1,  0)  ;  d)  passa  per  i  punti 
di  ascisse  2,  3  sull'asse  x  e  tocca  l'asse  y\  é)  passa  per  il  punto  (2,  3) 
e  tocca  i  due  assi  coordinati;  /)  tocca  gli  assi  coordinati  e  la  retta 
2x-^y  —  5»0.  Quanti  cerchi  soddisfano  alle  condizioni  imposte f  Dei 
detti  cerchi  determinare  il  centro  e  le  intersezioni  incognite  cogli  assi, 
per  il  cerchio  /)  determinare  il  ptmto  di  contatto  colla  tangente  in- 
dicata. 

2)  Determinare  le  intersezioni  del  circolo  a)  dell'es.  precedente 
colla  retta  2x  +  Zy  —  6«0.  Determinare  le  intersezioni  dei  due  cer- 
chi a),  h), 

3)  Condurre  la  tangente  al  cerchio  a)  nel  punto  ( —  1»  6);  al  cer- 
chio 6)  in  ciascuno  dei  tre  punti  che  lo  individuano. 

4)  Determinare  le  tangenti  del  cerchio  a;*  +  y'  =  9^>  che  sono  pa- 
rallele ad  una  retta  assegnata  ax  -\-hy  ■•  0. 

5)  Condurre  le  tangenti  al  cerchio  precedente  da  un  punto  {x^,  y^) 
assegnato;  qual'è  l'equazione  della  retta  (sempre  reale)  congiungente  i 
due  punti  di  contatto  ('polare  del  punto  dato)f  Qual'è  l'angolo  racchiuso 
dalle  due  tangenti  f 

6)  Luogo  del  punto,  da  cui  un  dato  cerchio  a;'  +  y*  =  r*  è  visto 
sotto  un  angolo  assegnato  (racchiuso  dalle  due  tangenti);  in  particolare, 
sotto  un  angolo  retto. 
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7)  Dato  un  oerohio  mediante  la  sua  equazione  normale,  oondune 
ad  eflso  le  tangenti  dall'origine.  Sì  tratti  poi  un  oaao  numerico,  suppo- 
nendo ad  es.  che  il  cerchio  abbia  per  centro  il  punto  (3,  4)  e  per 
raggio  2. 

8)  Luogo  dei  punti  medi  delle  corde  di  un  cerchio  passanti  per 
un  punto  assegnato;  doye  cadono  le  intersezioni  del  luogo  col  cerchio 
datol  (Il  problema  può  trattarsi  in  coordinate  cartesiane  o  polari,  col- 
locando Torigine,  o  il  polo,  nel  punto  assegnato). 

II.  —  9)  Dati  due  cerchi  mediante  le  loro  equazioni  normali,  de- 
terminare l'angolo  sotto  cui  si  segano  (cfr.  n.^  68).  Qual'è  la  condi- 
zione perchè  i  due  cerchi  si  tocchino  f 

10)  Fra  i  cerchi  di  un  fascio  esistono  al  più  due,  i  quali  tocchino 
una  data  retta.  Quale  particolarità  si  presenta  se  la  retta  passa  per 
uno  dei  punti  basef  (Si  può  supporre  che  la  retta  sia  Tasse  x). 

11)  Dati  tre  cerchi  /Sf  =  0,  ifif'  =  0,  8"  =  0,  non  appartenenti  ad  un 
fascio,  si  considerino  gli  infiniti  cerchi  rappresentati  dall'equazione 
\8  -h  1^8'  +  s 8'^  =  0,  9l  variare  dei  parametri;  essi  formano  un  sistema, 
detto  rete,  contenente  ogni  fascio  determinato  da  due  cerchi  della  rete, 
presi  comunque.  Per  un  punto  generico  del  piano  passano  infiniti  cerchi 
della  rete,  formanti  un  fascio;  per  due  punti  generici  del  piano  passa 
un  solo  cerchio  deUa  rete.  Il  centro  radicale  di  tre  cerchi  della  rete 
{nP  61)  non  yaria  col  variare  dei  cerchi  stessi,  e  dicesi  centro  radicale 
detta  rete.  Reti  particolari  sono  costituite  da  tutti  i  cerchi  che  passano 
per  un  dato  punto,  oppure  da  tutti  i  cerchi  ohe  hanno  i  centri  sopra 
una  data  retta. 

12)  Scelto  come  centro  il  centro  radicale  di  una  rete,  e  come  raggio 
il  segmento  di  tangente  (reale  o  immaginario)  compreso  tra  il  detto 
centro  ed  un  cerchio  qualsiasi  della  rete,  si  descriva  un  cerchio;  questo 
sega  ortogonalmente  ogni  cerchio  della  rete,  e  dicesi  cerchio  fondamen- 
tale deUa  rete.  Esso  è  pure  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  raggio  nuUo 
appartenenti  alla  rete.  Ed  ogni  rete  può  riguardarsi  come  l'insieme  dei 
cerchi,  che  segano  ortogonalmente  un  dato  cerchio.  Note  le  equazioni 
dì  tre  cerchi  di  una  rete,  si  scriva  l'equazione  del  cerchio  fondamentale. 

13)  I  cerchi  di  un  fascio  segano  sopra  un  cerchio  fisso  coppie  di 
punti  appartenenti  a  rette  di  un  fascio  (n.o  61).  Segue  che  in  un  fascio 
di  cerchi  ve  ne  sono  due  al  più,  che  toccano  un  cerchio  assegnato; 
come  si  costruiscono  f 

14)  Dati  due  cerchi  di  centri  (<x,  P),  (ql\  ^')  e  di  raggi  r,  r',  si  de- 
terminino le  tangenti  ad  essi  comuni  (cioè  le  rette  che  hanno  le  di- 
stanze r,  f^  dai  due  centri).  Le  quattro  tangenti,  reali  od  immaginarie, 
determinano  un  quadrilatero,  di  cui  due  vertici  opposti,  sempre  reali, 
si  trovano  sulla  congiungente  i  due  centri,  ed  hanno  le  coordinate 
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e8BÌ  diconsi  centri  di  similitudine  dei  due  oerohì  e  preoÌBamente  centro 
interno  od  estemo,  secondo  che  bì  prendono  i  segni  superiori  o  inferiori. 
Come  si  costmisoono  i  punti  stessi,  partendo  dai  centri  e  dai  raggi  dei 
due  cerchi  f 

15)  Tre  cerchi,  presi  a  due  a  due,  danno  complessiyamente  sei 
centri  di  simUitudine;  si  dimostri  che  i  tre  centri  esterni  sono  allineati, 
e  sono  pure  allineati  due  centri  interni  e  il  centro  estemo  relativo  alla 
coppia  rimanente  di  cerchi. 

III.  Inversione  rispetto  ad  un  cerchio  (Dandbun,  Plùoseb).  —  16) 
Dato  un  cerchio  di  centro  O  e  raggio  r,  ad  ogni  punto  P  del  piano 
si  faccia  corrispondere  quel  punto  P'  della  retta  OP,  che  rende 
OP  '  OP'=^r*  (anche  nel  segno).  La  corrispondenza»  che  così  yiene  a 
stabilirsi  fra  P  e  P',  dicesi  trasfomMSfione  per  raggi  vettori  reciproci  o 
inversione,  rispetto  al  centro  d'inversione  O  ed  al  cerchio  fondamentale 
dato.  La  corrispondenza  fra  P  e  P'  è  scambievole,  e  biunivoca,  fatta 
eccezione  per  P  coincidente  con  O,  al  qual  punto  non  corrisponde  nessun 
punto  (o,  come  talora  si  dice  convenzionalmente  in  questa  teoria, 
corrisponde  il  punto  (30,  oc)  del  piano).  Ogni  punto  del  cerchio  d'in- 
versione corrisponde  a  so  stesso,  fi  facile  stabilire  le  relazioni  fra  le 
coordinate  polari  o  cartesiane  di  due  punti  corrispondenti  P  e  P'.  As- 
sunto, ad  esempio,  il  raggio  del  cerchio  come  unità,  r  =  l,  e  riferiti  i 
punti  P  {x.  y),  P'  (x'  y')  a  due  assi  ortogonali  uscenti  da  O,  valgono  le 
formolo 


^  =  ^:r^.    y=      ' 


«•  +  »•  '    "       3?  +  t 
Queste  possono  riassnineisi  in  una  sola,  se  si  introducono  i  numeri  com- 
plessi «  =  0!  +  ty,  «*  =  «'  +  ty',  •  =  «' — iy";  si  ha  infatti  a*  =  —  . 

17)  Se  il  punto  P  descrive  una  curva,  il  punto  inverso  P'  descrìve 
una  curva,  inversa  deUa  prima.  Si  dimostri  ohe  Tinversa  di  una  retta 
è  un  cerchio,  il  quale  tocca  in  O  la  retta  parallela  alla  data  (a  meno 
che  la  retta  primitiva  non  passi  per  O,  giacché  allora  ha  per  inversa 
so  stessa).  In  generale,  ogni  cerchio  si  muta  per  immersione  in  u/n  cerchio, 
o  in  una  retta  se  il  cerchio  primitivo  passa  per  O,  eccezione  questa  che 
può  ritenersi  inclusa  nell'enunciato,  ove  ai  riguardino  le  rette  come  casi 
particolari  di  cerchi. 

18)  Due  cerchi,  inversi  l'uno  dell'altro,  segano  negli  stessi  due 
punti  (reali  o  immaginari)  il  cerchio  fondamentale,  e  determinano  un 
fascio  a  cui  questo  appartiene.  Un  centro  di  similitudine  dei  primi  due 
cerchi  coincide  col  cerchio  d'inversione.  Viceversa,  due  cerchi  qualsiasi 
si  corrispondono  in  una  inversione,  che  ha  come  fondamentale  un  cer- 
chio del  loro  fasciOt  e  come  centro  uno  dei  centri  di  similitudine  dei 
€9drchi  dati. 

19)  Due  rette  formano  lo  stesso  angolo  che  i  cerchi  ad  esse  corri- 
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apondenti.  L'angolo  di  due  oerohi  è  pure  ugnale  all'angolo  dei  due 
cerchi  inversi.  Cerchi  tangenti  si  mutano  per  inversione  in  cerchi  tan- 
genti. Ed  in  generale,  si  può  dimostrare  che,  se  due  curve  si  toccano 
in  un  punto  (hanno  ivi  la  stessa  tangente),  le  curve  inverse  si  toccano 
nel  punto  corrispondente.  Da  queste  premesse  segue  il  teorema  ; 

20)  L*(mgolo  di  due  eurve  (n.°  58),  in  un  punto  comune,  è  uguale 
àW angolo  deUe  curve  inverse  nel  pwfUo  corrispondente;  in  breve,  la  in- 
versione non  aUera  gU  arsoli  (ne  inverte  però  i  segni);  è,  come  suol 
dirsi,  una  trasformazione  isogonale  o  conforme. 

21)  Ogni  cerchio  ortogonale  al  cerchio  fondamentale  vien  mutato 
dall'inversione  in  sé  stesso  ;  e  viceversa,  un  cerchio  inverso  di  sé  stesso, 
se  non  è  il  cerchio  fondamentale,  è  ortogonale  ad  esso.  £  inverso  di  sé 
stesso,  quindi  ortogonale  al  cerchio  fondamentale,  ogni  cerchio  passante 
per  due  punti  distinti,  corrispondentisi  neU'inversione. 

22)  Un  meccanismo  per  realizzare  l'inversione  è  il  seguente:  s'im- 
magini un  parallelogranuna  equilatero,  articolato  nei  vertici,  del  quale 
due  vertici  opposti  J.,  O  siano  costretti  a  muoversi  sopra  un  cerchio 
fisso  di  centro  O  e  raggio  p;  gli  altri  due  vertici  B,  D  ai  corrispondono 
allora  in  una  inversione,  rispetto  al  centro  O  e  ad  im  cerchio  di  rag- 
gio r  =  V^  f '  —  ^»  essendo  {  il  lato  del  parallelogramma.  Segue  che,  se 
B  è  costretto  a  descrìvere  un  cerchio  passante  per  O,  D  descriverà 
una  retta.  Un  apparecchio,  fondato  su  questo  concetto,  per  trasfor- 
mare il  moto  circolare  in  moto  rettilineo,  è  Vinversore  di  Peauceixibr. 

62.  Forme  delie  curve  di  secondo  ordine.  —  Abbando- 
nando ora  il  cerchio,  vogliamo  mostrare  sopra  un  esempio, 
utile  per  seguito,  come  dall'equazione  di  una  curva  si  possa 
dedurne  la  forma.  Ci  fermeremo  sulle  curve  del  secondo 
ordine,  le  cui  equazioni  vedremo  in  seguito  potersi  ridurre, 
mediante  ima  conveniente  scelta  degli  assi  coordinati  orto- 
gonali, ad  uno  dei  tipi  seguenti  (esclusi  alcuni  casi  di  se- 
condario interesse): 

(1)  5+^=1' 

(3)  y2  =  2px, 

dove  a,  6,  p  sono  costanti  positive. 
I.  La  curva 
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detta  eUissCy  sega  Passe  x  in  due  punti  Ay  A%  di  cui  si  tro- 
vano le  ascisse  ponendo  nella  (1)  y  =  0  ;  si  ha  cosi  x  =  ±,a. 
Similmente  si  vede  che  la  curva  stessa  segna  Passe  y  in  due 
punti  J8,  B%  di  ordinate  y  =  ±b.  I  punti  -4,  A\  J8,  J8'  di- 
consi  vertici.  Scritta  ora  la  (1)  sotto  la  forma 


(1') 


risulta  che,  per  aver  valori  reali  di  y,  occorre  attribuire  ad  x 
valori  tali  che  a^t 


a^j  ossia 


X 


^  a;  si  conclude  che  i 
punti  reali  della  curva 
stanno  tutti  entro  la  strì- 
scia compresa  fra  le  paral- 
lele ad  yy  condotte  per  A 
ed  A'  (tangenti  alla  curva 
nei  vertici  A  ed  A').  Ed 
in  modo  analogo,  risolvendo 
la  (1)  rispetto  ad  x^  si  vede 
che  la  curva  è  compresa  fra 
le  parallele  ad  x,  condotte 
per  B  e  B'  (tangenti  in  questi  punti).  La  curva  sta  dunque 
nel  rettangolo  avente  per  mediane  A  A'  e  BB\ 

Se  ad  a;  si  attribuiscono  valori  positivi  decrescenti  da  a 
Si,  0,  la  (1')  dà  per  y  valori  aritmeticamente  crescenti  da  0 
a  bj  ciascuno  dei  quali  va  preso  col  doppio  segno  ;  si  hanno 
dunque  due  archi  di  curva,  simmetrici  rispetto  all'asse  a?, 
che  partono  da  J.,  e  vanno  scostandosi  dalPasse  Xj  fino  a 
raggiungere  B  e  B'  rispettivamente.  Dall'altra  parte  dei- 
Passe  y  si  ritrova  un  arco  di  curva  BA'  B'  simmetrico  ai- 
Parco  già  tracciato,  rispetto  all'asse  y;  infatti  il  secondo 
membro  della  (1")  non  muta  cambiando  a?  in  —  a?.  La  curva 
è  dunque  chiusa,  possiede  due  assi  di  simmetria  ortogo- 
nali Xj  y,  e,  per  conseguenza,  un  centro  di  simmetria  nel- 
l'origine (cfr.  nP  46),  assi  e  centro  della  ellisse. 

Notiamo  la  ipotesi  a  =  b  ;  la  equazione  (1)  diviene  allora 

a^  +  y^=  a% 

e  rappresenta  un  cerchio,  caso  particolare  della  ellisse. 
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Se  l'ultima  equazione  si  rìBolve  rispetto  ad  y. 

e  si  paragona  colla  (1'),  si  riconosce  che  le  ordinate  della 
ellisse  e  del  cerchio,  corrispondenti  ad  uno  stesso  valore 
dì  Xj  stanno  nel  rapporto  costante  b  :  a.  Segue  che,  per 
costruire  una  ellisse  di  semiassi  a,  by  basta  costruire  un 
cerchio  di  raggio  a  ed  alterare  tutte  le  ordinate  perpendi- 
colari ad  un  diametro  (preso  come  asse  x)  nel  rapporto  b  :  a. 
n.  La  curva 


(2) 


a^       y 


2 


«2  62  ^' 


detta  iperbole,  sega  pure  Passe  x  in  due  punti  Ay  A'  {vertici) 
di  ascisse  ±  a  ;  ma  non  sega  in  punti  reali  Passe  y,  perchè 
le  ordinate  deUe  corrispondenti  intersezioni  sono  date  da  ±  bi. 
La  (2),  risolta  rispetto  ad  y. 


(20 


y  =  ±-^V/^-a% 


fa  vedere  che  i  punti  reali  della  curva  hanno  ascisse  tali 
che  sia  \x\'^a.  Ne  viene  che  la  curva  sta  al  di  fuori  della 
striscia  compresa  fra  le  parallele  ad  y,  condotte  per  A  ed  A' 
(tangenti  alla  iperbole  nei  vertici);  la  curva  deve  quindi 
comx>orsi  di  due  rami 
distinti,  situati  neUe  due 
regioni  del  piano  esteme 
a  quella  striscia.  Fa- 
cendo crescere  x  àB  a 
a  -f-  00,  (o  decrescere 
flpda  —  aa— oo),  la  (2') 
fornisce  per  y  valori,  che 
vanno  crescendo  aritme- 
ticamente da  0  a  +  oò", 
e  devono  esser  presi  col 

doppio  segno.  Ciascun  ramo  di  curva,  a  partire  dal  punto 
A  od  A%  rispettivamente,  va  scostandosi  dall'asse  x  al  di- 
sopra e  al  disotto,  in  modo  simmetrico,  e  si  estende  all'infi- 
nito. I  due  rami  sono  d'altronde  mutuamente  simmetrici 
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rispetto  all'asse  y.  Anche  la  iperbole  possiede  adunque  due 
assi  di  simmetria  a?,  y  ed  il  centro  di  simmetria  0  (n.^  46), 
089%  e  centro  della  iperbole. 

Isella  figura  sono  anche  segnate  le  due  rette 

uscenti  dall'origine  e  dette  asintoti.  Esse  son  caratterizzate 
da  questa  proprietà:  se  un  punto,  partendo  da  un  vertice, 
descrive  uno  dei  rami  di  iperbole,  allontanandosi  all'infinito, 
la  distanza  del  punto  da  uno  degli  asintoti  tende  a  zero. 
Se  infatti  indichiamo  con  y,  yi  le  ordinate  dei  punti  della 
iperbole  e  di  un  asintoto,  che  corrispondono  ad  uno  stesso 
valore,  ad  es.  positivo,  di  a?,  e  cadono  in  uno  stesso  qua- 
drante, ad  es.  nel  primo,  abbiamo 

.  y\  —  y  =  —  {x—\/Q^—a^)  = 


ed  è  chiaro  che  l'ultima  frazione,  ove  il  radicale  va  preso 
positivamente,  tende  a  zero  quando  x  cresce  indefinitamente. 

Se  a  =  b,  gli  asintoti  sono  perpendicolari,  e  la  iperbole 
aj8  —  y«  =  a^  dicesi  equilatera. 

III.  Finalmente  la  curva 

(3)  y^  =  2px, 

detta  parabola^  passa  per  l'origine  {vertice),  sega  ivi  in  due 

punti  coincidenti  l'asse  y  (tan- 
gente nel  vertice),  e  non  sega 
in  altri  punti  l'asse  x.  La  (3), 
scritta  cosi 

(30  y  =  ±  V/ 2^ 
indica  che  i  punti  reali  della 
curva  hanno  tutti  ascissa  posi- 
tiva (o  nulla),  essendo  per  ipo- 
tesi p  >  0  ;  sicché  la  curva  sta 
tutta  da  una  stessa  banda  del- 
l'asse y.  Mentre  x  cresce  da  0  a  +  oc ,  il  valore  assoluto  di  y 
cresce  pure  da  0  a  +  qo  ,  la  curva  va  scostandosi  sempre  più 
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dall'asse  Xy  al  disopra  e  al  disotto   simmetricamente,  e  si 
estende  all'infinito. 

La  parabola  si  compone  admique  di  mi  solo  ramo,  che 
si  estende  all'infinito,  e  possiede  un  (unico)  asse  di  sinmie- 
tria,  CL88e  della  parabola. 

•S.  Ateune  generaiioni  di  curve  dei  secondo  ordine. 

a)  n  luogo  di  un  punto^  le  cui  distanze  da  due  punti 
fissi  {fuochi)  hanno  una  data  somma,  o  una  data  differenza^ 
èj  rispettivamente^  una  eUissCy  od  una  iperbole. 

Detti  F,  F'  i  due  punti  fissi,  si  scelga  la  loro  congiun- 
gente come  asse  Xj  e  la  perpendicolare  nel  punto  medio  0 
di  FF*  come  asse  y  ;  si  ponga  poi  FF^  =  2c,  sicché  le  coor- 
dinate di  jP,  F'  saranno  (o,  0),  (—  e,  0),  e  si  chiami  2a  la 
somma  o  differenza  costante  di  cui  parla  l'enunciato.  Indi- 
cando con  (a?,  y)  le  coordinate  di  un  punto  P  che  descrive 
il  luogo,  si  osservi  che  le  distanze  PFj  PF'  sono  espresse 
(in  valore  assoluto)  da 

d  =  Vi^-  e?  +  y\         à'  =  V/  (a?  +  of  +  y^ 
e  devono  soddisfare  alla  condizione 

V  {^  —  cf  +  y^  ±  \/  (a?  +  cf  +  y*  =  2a. 
Per  render  questa  razionale,  trasportiamo  il  primo  ra- 
dicale nel  secondo  membro  ed  innalziamo  a  quadrato;  avre- 
mo, fatte  alcune  semplificazioni. 


W  ^  +  -:3é:--i- 


a  V/  (a?  —  c)^  -I-  y*  =  a*  —  ca?, 

e  di  qua,  mediante  nuovo  innalzamento  a  quadrato  e  ridu- 
zioni (nella  ipotesi  a^e)^ 

a?'  y^ 

È  questa  l'equazione  del  luogo,  il  quale  è  adunque  del 
secondo  ordine.  Si  badi  però  che,  in  conseguenza  delle  due 
elevazioni  a  quadrato,  alla  equazione  (1)  si  arriva  partendo 
da  ciascima  delle  quattro  seguenti 

(2)  d  +  d'  =  2a,  d—  d'  =  2a,  —d  +  d'^^  2a,  —d  —  d'  =  2a, 

dove  d  e  d'  sono,  come  si  disse,  i  valori  assoluti   dei   due 
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lati  PF^  PF'  del  triangolo  PFF\   Ora,  se  a  >  e  e   quindi 
2a>F'^,  delle  quattro  relazioni  (2),   solo  la   prima  può 


sussistere  (in  virtù  delle  note  disuguaglianze  fra  i  lati  di  un 
triangolo);  in  questa  ipotesi  adunque  la  (1),  che  può  scri- 
versi così 


^   .   y 


a' 


+ 


b^ 


=  1, 


(  J2  =  a^  —  c2) 


rappresenta  una  ellisse  (n.^  62,  I),  luogo  dei  punti,  le  cui 
distanze  da  F^  F*  hanno  costante  la  somma  (ed  uguale  a  2ay 
che  è  il  maggiore  dei  due  assi  deUa  curva). 

Se  invece  a  <  o,  e  quindi  2a  <^  F'F^  delle  (2)  può  sussi- 
stere la  seconda  o  la  terza;  e  la  (1),  che  può  scriversi 


^    ^     y2     ^ 


¥ 


1, 


(62=  o*-a«) 


rappresenta  una  iperbole  {nP  62,  II),  luogo  dei  punti,  le  cui 
distanze  da  Fy  F'  hanno  costante  la  differenza  (ed  uguale 
a  2a,  che  è  la  lunghezza  dell'asse  secante  la  curva);  questa 
differenza  è  positiva  o  negativa,  secondo  il  ramo  d'iperbole 
che  si  considera. 

b)  Il  luogo  di  un  punto,  le  oui  distanze  da  un  punto 
fisso  {fuoco)  e  da  una  retta  fissa  (direttrice)  hanno  un  dato 
rapporto^  è  unta  ellisse^  wna  parabola  od  una  iperbole,  secondo 
che  quel  rapporto  è  inferiore,  uguale  o  superiore  aJVunità. 

Assunta  la  retta  fissa  come  asse  delle  y,  e  la  perpen- 
dicolare a  questa  dal  punto  fisso  F  come  asse  deUe  x,  detta  / 


•^»' 
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PasciBBa  di  JP*  ed  a  il  rapporto  dato,  potremo  scrìvere  la 
relazione,  a  cui  soddisfano  le  coordinate  {x,  y)  di  un  punto  P 
del  luogo,  sotto  la  forma 

X  ^' 

ossia 

(3)  (1  — 62)a?2  4.y2_2/a?  +  f  =  0. 

Si  tratta  dunque  di  una  curva  del  secondo  ordine,  la 
quale  sega  Passe  x  nei  punti,  le  cui  ascisse  sono  date  dal- 
Pequazione 

(1  — c2)a;2_2/a?  +  f -0. 

Se  0  4=  1 9  si  hanno  due   intersezioni   equidistanti   dal 


punto 


"{-T^'") 


Assumendo  questo  come  nuova  origine, 


ed  eseguendo  quindi  la  traslazione  di  assi  data  dalle  formolo 

/ 


x^  X'\- 


l-è« 


,  y  »  7,  la  (3)  si  muta  nella 


(i-^)X«+  r*--Y?^-o, 


fé 


ossia,  ponendo  i^^^y^ 


=  a* 


(3') 


-P 


a 


2 


+ 


y2 


=  1, 


la  quale  rappresenta  una  el- 
lisse se  e  <  1,  od  una  iper- 
bole se  6  >•  1.  La  nuova  ori- 
gine C  è  centro  della  curva; 
la  distanza  CF  è  data  da  (^) 

/ 


0,  =  /- 


ié 


l-(^ 


1-62' 


(')  Nella  ipotesi  ohe  la  (3')  e  la  (1)  rappreseatino  una  steesa  ourva. 


risolta  dal   oonfronto   o'  «■  a^e*  = 


~  =  Cj*,  ossia  e=dzci,  donde 


(1  -  è^Y 

si  ricava  che  le   due  denominazioni  di  fuoco    adoperate  negli  enun- 
ciati a)  e  b)  concordano. 


_..  t  ■ 
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Se  invece  ^  ==  1,  la  curva  (3)   sega  Passe   x  nel   solo 
ponto  (  -^  >  0 1  ;  trasportando   ivi   la  origine  colle  formolo 

0?  =  J  +  -^ ,  y  =  r,  la  (3)  diventa 

(3")  X2=  2fXi 

e  rappresenta  una  parabola  (n.^  62,  III). 

Estrelll.  —  1)  Si  sorìvaao  le  equazioni  polari  della  ellìase  e  della 
iperbole,  assumendo  come  polo  il  centro.  Quali  sono  i  punti  della  curra 
ohe  hanno  dal  centro  distanze  massime  o  mìnime  t 

2)  Si  trasformi  l'equazione  di  una  iperbole,  assumendo  come  nuovi 
assi  coordinati  gli  asintoti.  Si  arriverà  ad  una  equazione  del  tipo 
X!F  =  oo8t.,  la  quale  adunque  rappresenta  una  ii)6rbole.  Si  deduca 
dalla  nuova  equazione  che  un  punto,  il  quale,  descrìvendo  la  curva, 
vada  allontanandosi  dal  centro,  si  avvicixia  sempre  più  ad  un  asintoto. 

3)  Una  ellisse  può  rappresentarsi  mediante  le  equazioni  parametrìche 
a;  =  a  cos  ff,  y  =  b  sen  <p;  qual'ò  il  significato  geometrico  del  parame- 
tro ^T  (Si  descriva  il  cerchio  concentrico  all'ellisse,  che  ha  il  raggio  a, 
oppure  b,  ecc.). 

4)  Per  la  iperbole  possono  servire  le  equazioni  parametriche  z = aseo  9, 
y=^btgf;  qui  il  parametro  ha  un  significato  meno  semplice. 

6)  Se  un  segmento  di  lunghezza  costante  scorre  coi  suoi  estremi 
sopra  due  rette  ortogonali  fisse  x,  y,  un  punto  qualsiasi  del  segmento 
descrive  una  ellisse,  avente  gli  assi  sopra  x,  y;  su  questa  proprietà  è 
fondato  il  eomp<w8o  eUittieo,  che  descrìve  la  curva  con  un  moto  con- 
tinuo (Proclo,  v  secolo  d.  C). 

6)  In  un  triangolo  isoscele  0B8  è  fisso  un  estremo  O  della  base, 
la  retta  x  sopra  cui  questa  si  trova,  e  la  lunghezza  OB  =  B8  del  lato; 
quale  luogo  descrìve  un  punto  di  B8,  mentre  8  percorre  xJ 

7)  Il  luogo  dei  centrì  dei  cerchi,  che  toccano  due  cerchi  fissi,  si 
compone  di  due  curve  del  secondo  ordine  aventi  per  fuochi  i  centri 
di  questi  cerchi. 

8)  Qual'è  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano  un  dato  cerchio 
ed  una  data  retta? 

9)  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  intercettano  su  due  rette  x,  y, 
ad  es.  ortogonali,  corde  di  data  lunghezza. 

64.  La  Cissoide  ed  ii  probiema  deiia  dupiicaiione  dei  culio. 

—  Negli  ultimi  numeri  di  questo  Capitolo  ci  occuperemo  di 
alcune  curve  superiori  algebriche  (nn.  64-66),  0  trascendenti 
(nn.  67-70),  limitandoci  a  brevi  cenni,  giacché  un  esame  più 
particolareggiato   esigerebbe  l'uso  del  calcolo  infinitesimale. 
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Talnne  di  queste  curve  presentano  anche  uno  speciale 
interesse  storico,  giacché  furono  introdotte  dai  geometri 
greci,  allo  scopo  di  risolvere  problemi,  che  essi  non  riusci- 
vano a  trattare  cogli  strumenti  classici:  riga  e  compasso. 
Un  esame  profondo  compiuto  nel  secolo  xix  ha  condotto  a 
stabilire  le  condizioni,  cui  deve  soddisfare  un  problema  geo- 
metrico, perchè  esso  sia  risolubile  mediante  intersezioni  di 
rette  e  cerchi,  ed  a  riconoscere  che  quelle  condizioni  non 
sono  verificate  per  i  problemi  suddetti.  D'altra  parte,  un 
problema  determinato  può  sempre  risolversi  mediante  inter- 
sezioni di  curve  convenienti  ;  caso  per  caso  si  dovrà  esami- 
nare quali  sieno  le  curve,  che  forniscano  la  risoluzione  più 
semplice,  o  più  elegante  (^). 

Uno  dei  problemi,  a  cui  sopra  si  allude,  e  di  cui  tra 
poco  parleremo,  si  risolve  mediante  una  curva  scoperta  dal 
geometra  Dioole  (n  secolo  av.  Cr.),  e  detta  Cissoide.  Bo- 
cone  la  generazione. 

Si  parta  da  una  circonferenza,  della  quale  sia  segnato 
un  punto  O  e  la  tangente  nel 
punto  diametralmente  opposto  A; 
condotta  per  O  una  trasversale 
ad  arbitrio,  che  seghi  di  nuovo 
la  circonferenza  in  Jf  e  la  tan- 
gente in  Nj  si  prenda  suUa  tra- 
sversale un  segmento  OP^MN 
(in  valore  e  segno).  H  luogo  de- 
scritto dal  punto  P,  al  variare 
deUa  trasversale,   è  la  cissoide. 

È  facile  scrivere  la  equazione 
della  curva  in  coordinate  polari 
(pj  (p)j  prendendo  O  come  polo 
ed  OA  come  asse  polare  ;  detto  a  il 
diametro  del  cerchio,  si  ha  infatti 

P = OP = Jf  jr«  J.JV  sen  (f) 


OA  tg  <p  sen  <f). 


(')  n  lettore  troverà  maggiori  particolari  bu  questo  soggetto  nell'ar- 
ticolo «  Sui  problemi  geometrici  »  pubblicato  in  fine  del  presente  Volume. 
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e  quindi  infine 

(1)  p^^a ^• 

Da  questa,  colle  note  formole  di  trasformazione  (n.^^  37), 
si  passa  alla  equazione  in  coordinate  cartesiane  ortogonali , 
essendo  0  Porigine,  ed  OA  Passe  a?: 

(2)  {x^+  y^)x  —  ay^^O. 

La  cissoide  è  dunque  del  terzo  ordine^  ed  è  simmetrica  ri- 
spetto all'asse  w  (n.o  46).  L'equazione  risolta  rispetto  ad  y, 

^=±*\/^' 

fa  vedere  che  la  curva  è  tutta  compresa  nella  striscia  fra 
Passe  y  {x  =  0)  e  la  tangente  al  cerchio  in  A  (x  =^  a)j  e  si 
estende  all'infinito  al  disopra  e  al  disotto  dell'asse  x^  mentre 
va  avvicinandosi  sempre  più  alla  detta  tangente  ;  questa  di- 
cesi asintoto  della  curva. 

I  due  rami  di  curva  separati  dall'asse  x  si  congiun- 
gono in  Oj  dove  la  curva  ha  un  punto  singolare.  La  parti- 
colarità di  0  consiste  in  ciò  :  se  per  0  conduciamo  una  retta 

generica  (ad  es.  la  OP) 

(3)  y  =  mx 

e  ne  cerchiamo  le  intersezioni  colla  curva  (1),  siamo  con- 
dotti a  risolvere  la  equazione  di  terzo  grado  in  x  (ottenuta 
mediante  eliminazione  di  y  fra  la  (2)  e  la  (3)) 

(1  +  w^)  a?*— am*ir^=  0, 

che  ha  due  radici  nulle,  e  la  terza  diversa  da  zero,  se  m  4=  0. 

Dunque  ogni  retta  per  0  sega  la  curva  in  tre  punti,  di 
cui  due  cadono  in  0.  Perciò  si  dice  che  0  è  un  punto  doppio 
della  curva,  anzi  una  cuspide^  perchè  una  sola  retta  uscente 
da  O,  la  j^  =  0,  sega  ivi  la  curva  in  tre  punti  coincidenti. 

Bicavando  dall'ultima  equazione  la  radice  x  non  nulla, 
e  dalla  (3)  il  corrispondente  valore  di  ^,  troviamo  che  le 
coordinate  di  un  punto  P  generico  della  curva  pot^sono  porsi 
sotto  la  forma 

am^  am^ 

(4)  ^=i-r-zr«»    y  = 


1  +  m«  '     ^      1  +  m»  ' 
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queste  possono  rigaardaxsi  come  equazioni  parametriehe  della 
cissoide  (n.''  52). 

La  cissoide  serve  a  risolvere  il  problema  della  duplica- 
zione dei  cubo  (o  problema  di  Belo),  intomo  a  cni  le  notizie 
risalgono  al  v  secolo  av.  Or.  Questo  problema,  che  è  irre- 
solubile colla  riga  e  col  compasso,  si  enuncia  cosi:  dato  un 
segmentOj  costruire  un  secondo  segmento^  U  cui  cubo  abbia 
volume  doppio  del  cubo  costruito  sul  segmsnto  primitivo.  Preso 
il  segmento  dato  come  unità  di  lunghezza,  ed  indicato  con  x 
il  segmento  incognito,  si  deve  dunque  risolvere  geometrica- 
mente l'equazione  a?* =2. 

A  tal  fine  riprendiamo  la  cissoide,  assumendo  ora  il 
diametro  OA  del  cerchio  come  unità  di  lunghezza  (a^l). 
Condotta  la  retta  (3)  per  O,  questa  sega  la  retta  AN  {x^l) 
nel  punto  N  di  ordinata  -4.JV=m, 
e  la  cissoide  nel  punto  P  di  coor- 
dinate (4),  ove  si  ponga  a—1.  Oon- 
giungiamo  ora  P  con  A  (1,  0). 
Scrivendo  Pequazione  della  retta 
APj  si  verifica  facilmente  che  essa 
incontra  Tasse  y  nel  punto  N'  di  ^^ 
ordinata  ON'=m^.  Colla  costru- 
zione eseguita  nell'ordine  inverso,  ^ 
si  può  dunque,  quando  sia  dato  un 

8 

segmento  ON'^m\  costruire  il  segmento  AN  —  \/m'^  e  se 
w' = 2,  ossia  OJ/^' =20-4.,  si  viene  a  risolvere  il  problema  di 
Delo. 

65.  La  Concoide  della  retta  e  la  trisezione  dell'angolo.  — 

La  concoide  della  reità  (o  di  Nioomede,  n  secolo  av.  Cr.)  si 
definisce  cosi.  Data  una  retta  d  (base)  ed  un  punto  0  (polo) 
fuori  della  retta,  sopra  ogni  trasversale  condotta  per  0,  e 
secante  d  in  un  punto  if ,  si  porti,  dall'una  e  dall'altra  banda 
di  Jf ,  un  segmento  MP  =  MQ  avente  una  lunghezza  l  asse- 
gnata (intervallo)  ;  il  luogo  dei  punti  P  e  Q  è  la  concoide. 
Assunto  0  come  polo,  la  OA  perpendicolare  a  d  come  asse 


_^^-^*^i._ 
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polare,  e  posto  OA = a,  l'equazione  polare  della  concoide  è  {}) 

a 
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(1)  p  = 


0  COB(p 


±M 


e  l'equazione  cartesiana 
ortogonale,  rispetto  al- 
l'origine 0,  e  all'asse  x 
coincidente  con  0-4, 

(2)  (a?2  +  y^)  [X  -  af 

La  curva  è  del  quarto 
ordincy    simmetrica    ri- 
spetto all'asse  x  (n.""  46), 
e  si  compone  di  due  ra- 
mi, situati  da  bande  op- 
poste rispetto  aUaretta({; 
i  due  rami  vengono  rap- 
presentati insieme  dall'equazione  cartesiana  scritta  in  forma 
razionale,  e  quindi  costituiscono  una  uniea  curva  algebrica. 
La  (2),  posta  sotto  la  forma 

fa  vedere  che  uno  dei  due  rami  è  compreso  fra  le  rette  x=aj 
x^a  +  Z,  l'altro  fra  le  rette  a?=a— Z,  x=a]  inoltre  che  i  due 
rami,  mentre  si  allontanano  dall'asse  x  vanno  sempre  più 
avvicinandosi  alla  retta  base  x==a. 

La  origine  soddisfa  colle  sue  coordinate  all'equazione  (2) 
della  curva,  ed  è  anzi  un  punto  doppio,  perchè  una  retta 
generica  uscente  da  0,  y^mx,  sega  la  curva  in  quattro  punti, 
di  cui  due  cadono  sempre  in  O,  mentre  gli  altri  due  sono  in 

generale  distinti  da  0,  ed  hanno  le  ascisse  x^a±: 


\/l  + 


m 


£ 


(^)  Si  può  anche  assumere,  innanzi  ad  Z,  sempre  il  segno  +t  pur  di 
lasciar  variare  9  oltre  ai  limiti  ir  e  —  tt,  interpretando  i  valori  negativi 
del  raggio  vettore  secondo  nna  convenzione  accennata  nel  n.^'  37. 
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Uno  di  questi  viene  però  a  coincidere  con  0,  se  l:  V/ 1  +  w^^  a, 
=  ±  — \/  P— a*-  Ora  ad  un  siffatto  valore  di  m 


ossia  se  m 


a 


non  corrisponde  nessuna  retta  se  l<i(^j  accade  allora  che, 
mentre  il  punto  0  appartiene  alla  curva  per  la  ragione  ana- 
litica sopra  esposta,  nessun  ramo  continuo  di  curva  passa 
per  0  ;  ed  0  dicesi  punto  isolato.  Se  invece  l=a^  allora  sol- 
tanto la  retta  ^=0  ha  tre  punti  riuniti  in  0  comuni  colla 
curva,  ed  0  è  una  cuspide.   Finalmente,  se  Z^a,  ciascuna 

deUe  due  rette y«±  — y  P— a^  ha  in  comune  colla  curva 

^  a 

tre  punti  riuniti  in  0,  ed  il  punto  0  (per  cui  un  ramo  passa 
due  volte)  dicesi  nodo  della  curva.  I  tre  casi  sono  rappre- 
sentati, nella  figura  della  pagina  112,  rispettivamente  con 
segno  continuo,  tratteggiato  o  punteggiato. 

La  concoide  deUa  retta  (che  potrebbe  generarsi  per 
moto  continuo  mediante  uno  strumento  facilmente  imma- 
ginabile) permette  di  dividere  un  angolo  qualsiasi  in  tre 
parti  uguali,  mentre  la  costruzione  non  può  eseguirsi  colla 
riga  e  col  compasso. 

Detto  ÀOM  l'angolo  in  questione,  da  un  punto  Jf  di  un 
lato  si'  conduca  la  perpendicolare  MA  sull'altro  lato,  e  si 
descriva  poi  la  concoide 
che  ha  il  vertice  0  come 
polo,  la  retta  MA  come 
base,  e  il  doppio  del 
segmento  OM  come  in- 
tervallo ;  di  questa  con- 
coide basta  il  ramo  che 
è  separato  da  0  mediante 
la  base.  Condotta  per  M 
la  parallela  ad  OA ,  fino  ad  incontrare  in  JV  il  detto  ramo  di  curva , 
si  congiunga  N  con  0  ;  dico  che  l'ultima  retta  forma  con  OA  un 

angolo  <?=-«-  AOM.  Infatti,  se  indichiamo  con  8  il  punto 

in  cui  ON  sega  MA^  e  con  T  il  punto   medio   di  8N^  per 
una  nota  proprietà  del  triangolo   rettangolo  8MNj  si  ha 
8 
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MT  =  -77-  8N==0M  (metà  dell'm<en?a?to),  quindi 

TOM=^]ifT8--2MNO  =  2NOA, 
ciò  ohe  giustifica  la  nostra  affermazione. 

66.  Curva  di  Cassini  (^).  —  La  curva  si  definisce  come 
luogo   dei   punti,  le  cui   distanze  da  due  punti  fissi  J',  F' 

{fìwchi)  danno  un 
y  prodotto  costante. 

Assunta  la  retta 
F  F'  come  asse  x  di 
un  sistema  ortogo- 
nale, avente  Pori- 
gine  nel  punto  me- 
dio O  del  segmento 
J'J",postoJ'J"=2o, 
e  detto  a^  il  pro- 
dotto costante,  Pe- 
quazione  della 
curva  è 

0,  in  forma  razionale, 

(1)  (aj*  4-  y^  +  (^)^—é€^a^  =  a*. 

La  curva  è  del  quarto  ordine^   simmetrica  rispetto  agli 
assi  a;  ed  j/  (n.^  46). 

L^equazione,  risolta  rispetto  ad  y^  ci  dà 

(2)  y2=  — (a?24.o2)Hh  V"  a*  +  ^d^a^j 

dove  la  quantità  sotto  al  radicale  è  positiva,  per  x  reale. 
Però  dei  due  valori  di  y^  uno  è  sempre  negativo  e  non  dà 
punti  reali;  Peltro  è  positivo  (o,  al  minimo,  nuUo)  se 

a*  +  4ò2a?2^(aj«  +  c*)2, 


ossia  se 


a^^ia^— o^r, 


(')  Astronomo  del  xvn  secolo,  il  quale  emise  la  ipotesi  ohe  la  terra 
potesse  descrivere  una  curva  siffatta  intorno  al  sole,  ansichè  una  ellisse. 
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dove  il  secondo  membro  indica  il  valore  assoluto  della 
espressione  scritta.  Staccando  i  due  casi  o^  <  o^,  abbiamo  in 
fine  le  limitazioni 

Di  qua  vediamo  intanto  che  la  curva  è  tutta  compresa 
nella  striscia  definita   dalle  parallele  ad  y,  condotte  per  i 

punti  -4.  ed  A'  di  ascisse  ±  V'  a^  -f  o*. 

Inoltre,  se  a  <^  e,  fra  le  parallele  ad  y  condotte   per  i 

pxmti  jB  e  B',  di  ascisse  ±  V/^—  à^j  non  si  trovano  punti 
reali  della  curva;  e  quindi  la  curva  si  spezza  in  due  parti 
(ovali),  di  cui  una  è  compresa  fra  le  parallele  uscenti  da  A 
Q»  Bj  e  Paltra  è  simmetrica  a  questa  rispetto  ad  y. 

Se  a  ==0,  la  curva,  di  cui  l'equazione  può  scriversi  cosi 

(0?  +  2^2)2  _  2€^(a^  —  y^)  ==  0, 

passa  per  Porigine,  e  si  compone  di  un  solo  ramo  annodato 
nell'origine  ;  essa  porta  il  nome  di  lemniscata  di  Bebnoxjlij 
(1694),  ed  ha  una  semplice  equazione  polare  (rispetto  al 
polo  O  e  alll'asse  polare  x): 

(3)  p2=,2c2cos2(|),  ^ 

la  quale  mostra  che  i  due  tratti  annodantisi  in  0  hanno  ivi 
per  tangenti  le  bisettrici  dell'angolo  degli  assi  (giacché  si  ha 

f  =  0,  quando  (p  =  ±  -j- 1  • 

Finalmente,  se  a  >  e,  la  curva  si  compone  di  un  unico 
tratto  ovale  non  passante  per  l'origine. 

Eisolvendo  la  (1)  rispetto  ad  ofij  il  lettore  potrà  vedere 
che  la  ordinata  di  un  punto  della  curva  di  GASsna  è  limi- 

data  dalla  condizione  \y  l^-gr-ìBl  segno  di  uguaglianza  cor- 

rispondono  quattro  punti  di  incontro  della  curva  col  cerchio 
di   centro  0  e  raggio    OFy    punti   che    sono   reali    finché 

a^c\/2j  ed  hanno   effettivamente  l'ordinata  massima  (in 

valore  assoluto).  Ma  se  a>cV/2>  il  cerchio  non  sega  la 
curva  in  punti   reali,  ed  il  massimo   valore   dell'ordinata  è 
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raggiunto  nei  punti  i»=0,  y=±  \/  €?•--&.  Conviene  adun- 
que spezzare  la  ipotesi  a  >*  e,  che   conduce  ad  una  ovale, 

nelle  due  ipotesi  a-^cS/^  (ovale  schiacciata  vicino  ai- 
Passe  y),  a  >-  e  \/2  (ovale  propriamente  detta). 

67.  Sinusoide.  —  È  la  curva  definita  dall'equazione 
(1)  y  =  sen  a?, 

in  coordinate  ortogonali.  Essa  passa  per  l'origine,  sega  Passe 
X  in  infiniti  punti  di  ascissa  X;^,  dove  ib  è  un  intero  qual- 
siasi positivo  o  negativo,  e  compie  infinite  oscillazioni  fra 
le  rette  y  =  + 1,  y  =  —  1,  che  raggiunge  nei  punti  di  ascissa 

- — ^         ,  ^ — -T — —^  rispettivamente. 

La  sinusoide  è  simmetrica  rispetto  all'origine  (n.°  46), 
e  rispetto  a  tutte  le  sue  intersezioni   coll'asse  x.  È  simme- 
trica inoltre,  come  è 
5  facile    verificare,    ri- 

spetto  alle  rette 
(2fc  + 1)^ 


Una  traslazione 
della  curva  parallela- 
mente all'asse  a;,  di  un 
segmento  uguale  a  2^ 
(o  ad  un  multiplo  di 
2fr),  riporta  la  curva  su  sé  stessa;  si  dice  perciò  che  la 
curva  (o  la  funzione  seno?)  è  periodica  col  periodo  2ir{^). 

Se  si  trasporta  l'asse  delle  y  parallelamente  a  sé  stesso, 
finché  la  nuova  origine  cada  nel  punto  di  ascissa  arbitraria  e, 
l'equazione  della  curva  diviene,  indicando  ora  con  x  la  nuova 
ascissa  (n.''  34,  I), 
(2)  y  «=  sen  (x  +  o). 


In  particolare,   se  o 


n 

"2 


si    ha   l'equazione  y  ^  cos  x  ; 


(')  In  generale,  ai  dice  che  la  funzione  /(x),  o  la  cnrya  y  =  f(x)f  è 
periodica  col  periodo  T,  quando  f{x+  T)  =f{x),  qualunque  sia  ar. 
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siochè  la  curva  dei  coseni  non  differisce  dalla  curva  dei  seni, 
se  non  per  la  i>08Ìzione  dell'origine. 

Se  inoltre  supponiamo   di   alterare  le  ordinate   della 
curva  (2)  in  un  rapporto   costante,  e  le  ascisse  in  un  altro 

rapporto  costante,  di  guisa  che  sia  2^=  —  y',  x  =  bx\  si  ot- 

Cv 

terrà,  sostituendo  e  sopprimendo  gli  apici,  la  curva  sinu- 
soidale 

(3)  y  =  a  sen  (6j?  +  c), 

che  ha  una  forma  analoga  alla  sinusoide.  Questa  curva, 
pure  periodica,  interviene  continuamente  nella  teoria  dei 
movimenti  vibratori.  Il  massimo  valore  di  j^,  che  è  a,  si  suol 
ivi  chiamare  ampiezza  ;  la  distanza  tra  due  intersezioni  suc- 

cessive  di  due  rami  ascendenti  coll'asseo?,  data  da  T=-7-« 

si   chiama   periodo;  finalmente,  nella  ipotesi  0^  — c<[2n- 

(che  può   sempre   supporsi   realizzata,   data  la  periodicità 

e  G 

della  curva),  dicesi  jase  Pespressione  p=— 0-= — r-  •  Tj 

che  è  il  rapporto  tra  la  minima  ascissa  positiva  di  una  in- 
tersezione di  un  ramo  ascendente  di  curva  coll'asse  Xj  ed 
il  periodo.  Colle  nuove  notazioni  la  (3)  si  presenta  sotto  la 
forma 


y  ^  a  sen  2 


"{t-p) 


68.  Curve  logaritmiche  ed  esponenziali.  —  Se  a  è  una 
quantità  positiva,  diversa  da  1,  ad  ogni  valore  reale  di  y 
corrisponde  un  valore  positivo  di 

(1)  a?  =  a*; 

e,  viceversa,  ad  ogni  valore  positivo  di  x  corrisponde  un 
valore  reale  di  y  soddisfacente  alla  (1).  Si  dice  che  y  è  il 
logaritmo  di  x  rispetto  aUa  base  a,  e  si  scrive 

(2)  y=-  logax. 

La  (2)  rappresenta,  in  coordinate  cartesiane  ortogonali, 
una  curva  logaritmica  con  base  a.  La  curva  si  compone  di 


FASTE  I,  CAP.  ' 


TLQ  Bol  ramo,  che  età  tatto  a  destra  dell'asse  y,  ed  è  s^ato 
in  un  sol  ponto  dalle  rette  parallele  all'asse  x,  e  dalle  rett« 
parallde  all'asse  y  corrispoDdenti  ad  aacisse  positÌTe.  La 
dura  attraversa  l'asse  x  nel  ponto  A  di  ascissa  1,  perchè 
log  1  <>  0  ;  inoltre,  se  si  suppone  a  >>  1,  si  riconosce  che 
y  ^  0,  secondo  che  «  <  1  {')»  e  precisamente  y  =  l  per  x  =  a. 
L'ordinata  ha  per  limite  y— —  »  quando  x  tende  a  0,  ed  ha 
per  limite  +  co  quando  x  va  crescendo  illimitatamente.  Si 
dedoce  che  U  ponto  A  spezza  la  corva  in  due  tratti,  di  coi 
ano  sta  al  disotto  dell'asse  21  e  si  aTricina  indefinitamente 
all'asse  y  {asintoto),  mentre  l'altro  sta  al  disopra  dell'asse  x 
e  va  innalzandosi  sempre  più,  a  mano  a  mano  che  il  punto, 
che  lo  percorre,  si  allontana  da  A. 


Volendo  descrivere  la  curva  con  sofficiente  esattezza,  si 
attribuisca  anzitutto  alla  base  un  valore,  in  corrispondenza 
al  quale  si  possegga  una  tavola  di  logaritmi,  ad  es.  a  =  10. 
Costruita  per  punti  la  curva  (2),  si  riesce  a  tracciare  la 
curva  logaritmica  corrispondente  ad  un'altra  base  qualsiasi  b, 
yi=logiX, 


{')  I  segni  di  y  bì  Bcambiano.  se  a  <!  1. 
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pur  di  alterare  tutte  le  ordinate  della  prima  curva  in  un 
rapporto  costante,  che  si  calcola  subito  prendendo  i  loga- 
ritmi, a  base  6,  dei  due  membri  della  (1);  si  ottiene  infatti 

y  1^  y  logb  a=y  :  \ogah. 

Graficamente  il  rapporto  rimane  determinato  dal  fatto,  che 
la  seconda  curva  deve  passare  per  il  punto  (6,  1). 

Tra  le  infinite  curve  logaritmiche  {affini  tra  loro),  che 
si  possono  tracciare,  è  notevole  quella  dei  logaritmi  naturali 

(3)  y=  log,  a?, 

la  cui  base  è  il  noto  numero  (^) 

6=2,71828... 

La  curva  dei  logaritmi  naturali  si  distingue  dalle  altre 
curve  logaritmiche   per  il  fatto,  che  la  tangente  alla  curva 

in  A  forma  l'angolo  -j-  (  =  45°)  coll'asse  x.  Infatti  la  derivata 
di  log  e  X  è  — ,  come  insegna  il  Calcolo  differenziale,  e  quindi^ 

X 

per  oj  =  1,  il  rapporto  direttivo  della  tangente  vale  1  (n.°  47)  (^), 
Si  noti  infine  che  la  curva  logaritmica  (2)  si  può  anche 
riguardare  come  rappresentata  dall'equazione  (1),  ed  in  tal 
senso  può  chiamarsi  curva  esponenziale.  In  particolare,  le 
due  curve  deUa  figura  corrispondono  alle  equazioni  j?= 10^, 

69.  Cicloide.  —  È  la  curva  generata  da  un  punto  di 
una  circonferenza,  la  quale  rotoli  senza  strisciare  sopra  una 
retta  fissa  (base).  La  cicloide  si  compone  di  infinite  ar- 
cate, tutte  uguali,  le  quali  poggiano  sulla  base  in  punti, 
che  distano   Puno   dall'altro  di  2^r,  essendo  r  il  raggio  del 


(*)  Per  passare  dalla  oorva  dei  logaritmi  decimali  alla  curva  dei  lo- 
garitmi naturali  si  tenga  conto  dei  valori 

logio«  =  0,43429. . ..  loge  10  =  2,30258. . . 

(*)  La  derivata  di  Ioga  x  vale  —  Ioga  e;   quindi  il  rapporto   diret* 
tivo  della  tangente  alla  curva  (2)  in  A  vale  Ioga  «. 
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oerohio  generatore;  ad  una  delle  dette  arcate  si  limita,  di 
solito,  il  nome  di  cicloide.  Si  assuma  come  origine  0  di  un 

sistema  ortogo- 
y  naie  Torigine  di 

un'arcata  (posi- 
zione in  cui  il 
punto  generato- 
re deUa  curva  si 
porta  nel  punto 
di  contatto  fra  il 
cerchio  e  la  base) 
e  come  asse  x  la 
base.  Indicando  con  C  il  centro  del  cerchio  mobile  in  un 
determinato  istante,  con  P  la  posizione  corrispondente  del 
punto  generatore,  e  con  Q  il  punto  in  cui  il  cerchio  stesso 
tocca  la  base,  è  facile  esprimere  le  coordinate  x^  y  ài  P  in 

funzione  dell'angolo  QCP  =  4>.  Notando  infatti  che OQ »  arco 
QP=>^r^y  si  hanno  subito  le  equazioni  parametriche  della 

cicloide 

x^r  ((p—  sen  ^),      y  =  r  (1  —  cos  $), 

ed,    eliminando  <p  l  ~  are  cos —  \ ,  la  equazione  cartesiana 


X  =  r  are  cos 


r— 


?^-V/2ry-y«- 


La  cicloide  è  sinmietrica  rispetto  alla  retta  x^^kTj  che 
passa  i>er  il  punto  più  elevato  (y«2r)  della  curva.  La  ci- 
cloide fu  argomento  di  numerose  ricerche,  nel  secolo  xvn, 
da  parte  di  Galileo,  Tobbioelle,  BobebVal,  Pascal  ed 
altri. 

70.  Quadratrice  di  Dinostbato  (iv  secolo  av.  Or.).  — 
Siano  OAj  OB  due  raggi  perpendicolari  di  un  cerchio;  due 
punti  mobili  X,  M  descrivono,  con  moto  uniforme,  rispet- 
tivamente la  circonferenza  ed  il  diametro  0  jB,  in  guisa  che 
essi,  partendo  nel  tempo  stesso  da  il  e  da  0,  giungano  in- 
sieme in  jB  ;  il  luogo  del  punto  P,  in  cui  la  parallela  ad  OA 
condotta  per  M  sega  la  retta  OX,  è  la  quadratrice. 
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Detti  p  e  ^  le  coordinate  polari  di  P  rispetto  al  polo  0 
e  all'asse  polare  O  i4  y  posto 
y  =  0  Jf,    e   preso    come 
imita  il  raggio  del  cerchio^ 
si  ha  la  relazione 


J/  = 


2<^ 


Da  questa  si  trae  Pe- 
qnazione  polare  della 
curva 


P  = 


<P 


ir   sene}) 


e  l'equazione  cartesiana  (  poiché  <p  »  -^^  >  tg  f 


-i) 


y^xtg 


ny 


Posto  y  —  (^,  l'equazione  darebbe  un  valore  indetermi- 
nato per  X.  Tuttavia  come  punto  V  di  partenza  della  curva 
dall'asse  x  (vertice)  è  naturale  assumere  il  punto,  il  cui 
raggio  vettore  è  dato  da 

2    ,.  4>_^A. 

n 


lim 


lim  p  = 

<p»0         ^  <p  =  o  8en(f 


H   segmento   terzo   proporzionale    dopo    O  F    ed    0  J. 

vale  adunque  -tt-  ,  ed  è  uguale  al  quadrante  di  circonferenza. 

Questa  ed  altre  simili  applicazioni  della  curva  alla  rettifi- 
cazione e  quadratura  del  cerchio  giustificano  il  nome  dato 
ad  essa. 

Ettrclll  I.  —  1)  Date  due  rette  ortogonali  x,  y  ufloenti  da  O  ed  un 
punto  A  Bopra  or,  si  conduca  per  A  una  trasversale  variabile;  detto  M 
il  punto  in  coi  questa  sega  y,  si  portino  sopra  la  trasversale,  a  partire 
da  Jf ,  due  segmenti  MT,  MQ  uguali  ad  JfO; ì punti PeQ  descrivono 
una  curva  del  terso  ordine,  detta  gtrofoide,  la  quale  ha  un  nodo  in  O. 
Si  domandano  le  equazioni  cartesiana  e  polare  della  curva. 
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2)  Una  generazione  meooanioa,  dovuta  a  Newton,  della  cissoide 
(n.<^  64)  e  della  strofoide  si  ottiene  corì.  Siano  x,  y  due  rette  ortogonali 
uscenti  da  O,  ed  J.  sia  un  punto  di  x;  si   immagini  ora  un   angolo 

retto  XPy  un  cui  lato  APB,  di  lunghezza  variabile,  passi  costantemente 
per  A,  mentre  l'altro  lato  PB  =  AG,  di  lunghezza  costante,  scorra  col- 
l'estremo  B  lungo  y;  il  vertice  P  dell'angolo  descrive  una  strofoide,  ed 
il  punto  medio  di  PB  descrive  ima  cissoide.  Qual'è  l'equazione  del 
luogo  descrìtto  da  un  punto  generico  di  PB1 

3)  La  cissoide,  la  strofoide  e  la  lemniscata  (n.^  66)  si  ottengono 
pure  da  curve  del  secondo  ordine  mediante  la  trasformazione  per  in* 
versione  (n.^  61,  es.  16));  precisamente,  la  prima  curva  è  l'inversa  di 
ima  parabola  rispetto  al  vertice,  la  terza  è  l'inversa  di  una  iperbole 
equilatera  ic*  —  j^'  =  a'  rispetto  al  centro,  e  la  seconda  è  l'inversa  della 
stessa  iperbole  rispetto  ad  un  vertice.  (Si  adoperino  le  equazioni  polari 
delle  rispettive  curve). 

4)  Un'altra  generazione  della  lemniscata  si  ottiene,  partendo  da 
un  cerchio  e  da  due  sue  tangenti  ortogonali  secantisi  in  un  punto  O, 
conducendo  per  O  una  trasversale  variabile  che  seghi  il  cerchio  in  M ,  Ny 
e  prendendo  su  questa  i  due  segmenti  OP  =  —  OP'  «  MN;  il  luogo 
dei  punti  P,  P'  è  una  lemniscata. 

5)  Se  sopra  una  trasversale  variabile,  condotta  per  un  punto  fìsso  O 
di  un  cerchio,  si  portano,  a  partire  dalla  seconda  intersezione  M  col 
cerchio,  due  segmenti  MP  =  —  MP*  uguali  ad  un  segmento  costante  {, 
i  punti  P  e  P'  descrivono  una  curva  del  quarto  ordine,  detta  eoneoide 
del  cerchio  o  luTìMca  di  Pascal.  Nello  studiare  la  forma  della  curva  si 

distinguano  i  tre  casi  l  —  2r,  essendo  r  il  raggio  del  cerchio;  per  l  =  2r, 

la  curva  dicesi  pure  cardioide, 

6)  La  himaea  di  Pascal  può  pure  definirsi  come  il  luogo  dei  piedi 
delle  perpendicolari  calate  da  un  punto  fìsso  O  sopra  le  tangenti  ad 
un  cerchio  G  qualsiasi  {podaria  del  punto  rispetto  al  cerchio).  La  nuova 
costruzione  si  riconduce  alla  precedente,  ove  si  consideri  il  cerchio,  che 
ha  per  diametro  la  distanza  di  O  dal  centro  del  cerchio  0. 

7)  La  curva  inversa  della  Iwmaca  di  Pascal  rispetto  al  punto  O  è 
una  curva  di  secondo  ordine,  di  cui  si  dimostra  che  O  è  fuoco  (n.®  63). 
Invertendo  questa  osservazione,  si  ha  una  terza  definizione  di  quella 
curva. 

8)  Un  segmento  MN,  di  lunghezza  costante  a,  scorre  coi  suoi 
estremi  lungo  due  rette  ortogonali  x,  y  uscenti  da  O,  Siano  P  e  Q  i 
piedi  delle  perpendicolari  calate  sul  segmento  da  O  e  dal  quarto  vertice 
del  rettangolo  avente  i  lati  Oif ,  ON,  I  punti  P  e  Q  descrivono  due 
curve  del  sesto  ordine,  delle  quali  la  prima  (che  passa  con  quattro 
rami  per  O)  dicesi  rosa  a  quattro  foglie,  mentre  la  seconda  (non  pas- 
sante per  O)   dicesi   astroide.   L'equazione   di   quest'ultima  può  porsi 
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±  ^  ± 

sotto  la  forma  semplioe  x  ^  +y^  «a^.  Si  dimostra  ool  Calcolo  dif- 
ferenziale, o  colle  coDsideraziom  dell'es.  26).  ohe  FaAtroide  ha  come 
tangente,  in  ogni  suo  ponto,  la  relativa  posizione  della  retta  Jf^;  di 
qua  si  può  trarre  una  nuova  definizione  della  curva. 

9)  Un  punto  P,  il  quale  vari  in  modo  che  le  sue  distanze  da  due 
punti  fissi  A,  B  siano  legate  da  una  relazione  lineare  aPA  +  hPB  ^  e 
(a,  b,  e  costanti),  descrive  una  curva  del  quarto  ordine,  detta  ovali  di 
Cartesio. 

10)  Data  una  circonferenza  con  due  diametri  ortogonali  x,  y,  da 
un  estremo  del  primo  si  conduca  una  trasversale  variabile  che  seghi  y 
in  If  e  il  cerchio  nuovamente  in  N»  poi  si  conducano  da  Jf ,  N  lo  pa- 
rallele ad  a;,  y  rispettivamente;  il  luogo  del  punto  d'incontro  di  queste 
è  una  curva  del  terzo  ordine. 

II.  —  11)  Se  un  cerchio  di  raggio  r  ruota  senza  strisciare  sulla 
periferìa  di  un  cerchio  fisso  di  raggio  R,  un  punto  di  quello  descrìve 
una  curva  detta  epicidoide  od  vpoeidoide,  secondo  che  i  due  cerchi  si 
toccano  esternamente  od  internamente.  Misurando  il  rotolamento  me- 
diante la  lunghezza  R^  »  r^  dell'arco  variabile  del  cerchio  fisso  e  del 
cerchio  mobile,  che  viene  percorso  dal  punto  di  contatto,  le  equazioni 
parametriche  della  epicicloide  si  presentano  sotto  la  forma 

a:=^(12  +  r)  co8(p-tcos(9  +  +), 

y  =  (R  +  r)  sen^  — rsen(?  +  i|/),  l^?  -  ^v; 

mentre  le  equazioni  della  ipocicloide  si  ottengono  mutando  il  segno  ad  r. 

R 
La  curva  è  in  generale  trascendente;  ma  diviene  algebrica  quando  — 

è  razionale.  Così  la  ipocicloide,  se  i2  «  2r,  si  riduce  ad  un  diametro 
del  cerchio  fisso  (donde  un  mezzo  per  trasformare  un  movimento  rota- 
torio in  rettilineo);  e  se  12  =  4r,  diviene  un  astroide  (es.  8)).  La  epici- 
cloide, se  i  due  cerchi  sono  eguali,   diviene  una  cardioide  (es.  6)),  ecc. 

12)  Intorno  ad  un  cerchio  fisso  è  avvolto  un  filo,  un  cui  estremo 
cade  nel  punto  P  del  cerchio;  se  ora  si  svolge  il  filo  tenendolo  teso 
pel  detto  estremo  (in  guisa  che  il  tratto  svolto  PQ  si  mantenga  sempre 
tangente  al  cerchio  nel  punto  variabile  Q),  il  punto  P  descrive  una 
curva  trascendente  detta  svUuppoftUe  del  eerohio.  Si  ricerchino  le  equa- 
zioni parametriche,  assumendo  come  parametro  Tangolo  al  centro  ohe 
insiste  sull'arco  di  cerchio  PQ, 

13)  Date  due  o  più  sinusoidi  y  «  a<  sen  (b<  x  +  c<  ),  dove  ì  =  1,  2,..., 
si  può  formare  una  nuova  curva  y=sli  ai  sen  (ò{  x  +  oi  ),  detta  curva 
armonica,  facendo  corrispondere  ad  ogni  valore  dell'ascissa  la  somma 
delle  ordinate  delle  sinusoidi  date  {componenti).  La  nuova  curva  in 
generale  non  è  una  sinusoide;  e  non  è  nemmeno  periodica  (n.®  67),  a 
meno  che  i  perìodi  delle  sinusoidi  componenti  non  abbiano  rapporti 
razionali;  in   quest'ultimo   caso  il  perìodo  della   curva  armonica  è  il 
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minimo  multiplo  dei  perìodi  delle 'componenti.  Se  i  perìodi  delle  com- 
ponenti sono  tutti  uguali  (b|  =  b.  =^  ...  =  b),  la  curva  armonica  {ritui- 
ttmU)  è  essa  pure  una  sinuBoide  collo  stesso  perìodo,  ed  ha  una  equa- 
zione del  tipo  y  =  a  sen  (bx  +  o)»  dove  a  {a/n^nezaa)  e  o  («  —  2tr  X  f^^ 
sono  il  modulo  e  l'argomento  del  numero  complesso,  che  è  somma  dei 
numeri  complessi  aventi  i  moduli  a^  a^...  e  gli  argomenti  C|,  o,,...  In 
altre  parole,  il  vettore  a  e  l'anomalia  e  si  ottengono  graficamente  dai 
caratteri  analoghi  delle  componenti  mediante  Toperazione  di  somma 
dei  vettori  (n.^  24;  Oss.). 

14)  Tracciate  le  due  curve  esponenziali  (n.*  68)  y  =  «*  ,  y  =  «— «,  che 
sono  mutuamente  simmetriche  rispetto  all'asse  y,  sopra  ogni  parallela 
ad  y  si  costruisca  il  punto  medio  del  segmento  intercettato  tra  le  due 
curve.  Il  luogo  del  detto  punto  è  una  curva 

1  /      . 

y  =  "2  («'  +  «'^). 

detta  catenaria,  perchè  lungo  essa  si  dispone  un  filo  pesante,  flessibile 
ed  inestendibile,  di  cui  siano  fissati  gli  estremi. 

15)  La  funzione  a  secondo  membro  dell'ultima  equazione  si  chiama 
coseno  iperbolico  di  x,  e  si  ìndica  con  cosha;.  Si  costruisca  la  curva 
dei  Beni  iperbolici, 

y  =  sen  h  a?  =  -^  (e»  —  e—*), 

che  passa  per  l'origine  ed  è  simmetrica  rispetto  ad  essa. 

16)  Una  curva,  che  può  in  pratica  sostituire  una  tavola  di  loga- 
ritmi, è  pure  la  apiraìe  logaritmieay  ohe  ha  l'equazione  polare 

p  =  a'f ,  oppure  ^  »  Ioga  ^. 
Attribuendo  all'anomalia  ^  valori  in  progressione  aritmetica,  si  hanno 
per  p  valori  in  progressione  geometrica.  Se  dunque,  insieme  al  polo  O, 
son  noti  due  punti  A^,  A^  deUa  curva,  si  possono  determinare  infiniti 
altri  punti  A^,.»,  della  curva,  costruendo  un  triangolo  AiOA^,  che 
sia  simile  al  triangolo  AfiA^,  ecc.;  e  si  può  anche  costruire  con  mezzi 
elementari  un  punto  J.i/,  della  curva  sulla  bisettrice  dell'angolo  J.0OJ.,,  ecc. 

17)  Se  J.,  A'  sono  due  punti  della  spirale  logaritmica»  ad  ogni  terzo 
punto  B  della  curva  corrisponde  un  quarto  punto  B'  tale,  che  i 
triangoli  AOB,  A'OB'  risultino  simili.  Se  A'  si  avvicina  indefinitamente 
ad  J.,  B^  si  avvicinerà  indefinitamente  a  B,  Segue  che  t  in  una  spi- 
rale logaritmica  è  costante  l'angolo  formato  dalla  tangente  in  un  punto 
qualsiasi  col  raggio  vettore,  che  passa  per  il  punto  ».  Dunque  i  punti 
di  contatto  delle  tangenti  parallele  ad  una  retta  data  stanno  sopra 
una  retta  passante  per  O,  ed  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  con- 
dotte per  un  punto  P  del  piano  stanno  sopra  un  cerchio  passante 
per  O  e  per  P. 

III.  —  18)  Da  una  curva  qualsiasi  y^f{x)  si  può  dedune  una 
nuova  curva  {affine  a  quella)  y  =  af  (x),  alterando  tutte  le  ordinate  in 


VABIB  OUBVB  PABIXECX>ULBI  125 

un  rapporto  oostante.  Detti  oorrispondenU  solle  due  ourve  due  punti, 
ohe  abbiano  asoiBse  uguali  ed  ordinate  nel  rapporto  assegnato,  risulta 
subito  che  la  retta  congiungente  due  punti  dell'una  curva  sega  sul- 
Passe  X  la  retta  congiungente  i  punti  corrispondenti  dell'altra.  Facendo 
poi  tendere  a  zero  la  differenza  tra  le  ascisse,  risulta  che  le  tangenti 
alle  due  curve  in  punti  corrispondenti  si  segano  sull'asse  x.  La  prima 
proprietà  permette  di  costruire  la  seconda  curva,  quando  sia  data  la 
prima  curva  ed  un  punto  di  quella;  la  seconda  proprietà  permette  di 
costruire  la  tangente  in  un  punto  della  seconda  curva,  quando  sia 
nota  la  tangente  nel  punto  corrispondente  della  prima. 

19)  Si  applichino  i  risultati  precedenti  a  costruire  quanti  si  vogliano 
punti  e  tangenti  di  una  ellisse,  di  cui  siano  dati  in  grandezza  e  posi- 
zione i  due  assi  (n.^^  62,  I). 

20)  Le  curve  logaritmiche  y  =>  log  x,  corrispondenti  a  vari  valori 
della  base,  si  trovano  nelle  condizioni  contemplate  dall'es.  18).  Segue 
che  le  tangenti  a  queste  curve,  in  punti  aventi  la  stessa  ascissa,  segano 
l'asse  X  in  uno  stesso  punto.  Si  determini,  in  particolare,  l'ascissa  x^ 
dei  punto  di  contatto  di  una  delle  curve,  in  guisa  che  la  tangente  passi 
per  l'origine  (n.i  47,  68);  si  troverà  Xq  »  6,  donde  la  seguente  determi- 
nazione geometrica  del  numero  e:  «  costruita  per  punti  una  qualsiasi 
curva  logarìtmica  (ad  es.  quella  di  base  10),  si  conduca  ad  essa  la 
tangente  dall'origine;  l'ascissa  del  punto  di  contatto  è  il  numero  e  ». 

21)  Se  una  figura  piana  di  forma  invariabile  si  muove  con  conti- 
nuità sul  proprio  piano,  i  suoi  punti  A,  B,  C . .  descrivono  certe  linee 

A  A'., . ,  BB^, . . ,  OC (traiettorie),  sulle  quali  riguarderemo  come 

corrispondenti  le  posizioni  contemporanee  dei  punti  mobili.  Le  rette, 
che  bisecano  perpendicolarmente  corde  corrispondenti  AA',  BB',  CC\  . . . 
di  quelle  curve,  passano  tutte  per  uno  stesso  punto  o  sono  parallele 
{nP  39,  es.  9)).  Se  supponiamo  ora  ohe  la  figura  A'  B'  0',.,  ritomi  alla 
posizione  iniziale  ABC, . . ,  ripassando  per  le  posizioni  intermedie,  le 
lunghezze  delle  corde  AA\  BB\  0C\ . .  tenderanno  a  0,  mentre  le  rette 
cui  appartengono  avranno  come  posizioni  limiti  le  tangenti  in  ^,  B,  O,... 
alle  dette  traiettorie,  e  le  perpendicolari  sopra  nominate  diverranno 
le  mnmàU  (cioè  perpendicolari  alle  tangenti)  alle  traiettorie  in  A,B,  (7,... 
Segue:  t  Se  alle  traiettorie  dei  punti  di  una  figura  invariabile,  che  scorra 
sul  proprio  piano,  si  conducono  le  normali  in  punti  corrispondenti,  esse 
vanno  a  passare  per  un  medesimo  punto  (centro  ietantcmeo  di  rotaaions) 
o  sono  parallele  ».  Il  movimento  della  figura  può  riguardarsi  come  ri- 
sultante da  una  serie  di  rotazioni  (o  eventualmente  traslazioni)  infini- 
tesime intomo  ai  succe9BÌvi  centri  istantanei.  Se  alle  traiettorie  di  due 
punti  si  sanno  condurre  direttamente  le  normali,  si  potranno  condurre 
le  normali  alla  traiettoria  di  ogni  altro  punto. 

22)  Valendosi  della  considerazione  precedente  e  della  costruzione 
della  ellisse  mediante  il  compasso  ellittico  (nP  63,  es.  6),  si  conducano 


r-^ 
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la  normale  e  la  tangente  alla  ellìsBe  in  un  punto  generico;   (la  figura 
mobile  è  il  segmento  di  lunghezza  costante. . .) 

23)  Nella  costruzione  della  concoide  della  retta  (n.''  65,  fig.  di 
pag.  112)  si  riguardi  OPMQ  come  una  figura  invariabile,  di  cui  il 
punto  M  descrive  la  retta  d,  due  punti  P,  Q  descrivono  la  concoide 
considerata,  e  finalmente  il  punto  O,  colle  posizioni  successive  0\,.  che 
assume  (se  si  vuole  che  il  segmento  OM  conservi  lunghezza  costante), 
descrive  un  arco  di  una  seconda  concoide  avente  per  tangente  in  O  la 
retta  OM.  In  base  a  questa  considerazione  si  può  costruire  il  centro 
istantaneo  di  rotazione  (es.  21)),  e  quindi  si  possono  condurre  le  nor* 
mali  alla  prima  concoide  in  P  e  Q, 

24)  Costruire  la  normale  in  un  punto  generico  della  concoide  del 
cerchio  (es.  5)),  della  cissoide  e  della  strofoide,  servendosi  per  queste 
due  ultime  curve  della  generazione  di  Newton  (es.  2)). 

25)  Quando  un  cerchio  rotola  senza  strisciare  sopra  una  retta  o 
sopra  una  curva,  il  centro  istantaneo  di  rotazione  sta  nel  punto  di 
contatto.  Valendosi  di  questo  fatto,  che  si  giustifica  pure  mediante 
considerazioni  intuitive,  si  costruiscano  la  tangente  e  la  normale  in  un 
punto  generico  della  cicloide  (n.°  69).  Si  dimostri  inoltre  ohe  la  detta 
normale  è  tangente  (in  un  punto  di  ordinata  uguale  e  di  segno  opposto) 
ad  una  seconda  cicloide»  uguale  alla  prima,  avente  per  base  la  retta 
y=:^2r  e  per  sommità  i  punti  (0,  0),  (2irr,  0),  ecc...  1/ evoluta  di  una 
cicloide  (curva  toccata  dalle  normali  a  questa)  è  dunque  una  nuova 
cicloide. 

26)  Condurre  la  normale  e  la  tangente  in  un  punto  generico  di  una 
epicicloide  od  ipocicloide  (es.  11)).  Considerando,  in  particolare,  la  ipo- 
cicloide per  cui  E  =  4r,  si  dimostri  che  la  tangente  intercetta  nell'an- 
golo xy  un  segmento  costante  »  E,  e  la  normale  passa  per  il  vertice 
opposto  ad  O  del  rettangolo,  che  ha  due  lati  sugli  assi  e  quel  segmento 
come  diagonale.  Resta  così  confermato  che,  in  quella  ipotesi,  la  ipo- 
cicloide  è  un  astroide  (es.  8)). 


PAETE  SECONDA. 

Geometria  analitica  dello  spazio. 

Capitolo  I. 
Beladoni  di   posldone   tra   punti,  rette  e   piani. 

71.  Sistema  cartesiano  di  coordinate.  —  n  procedimento 
segoito  per  fissare,  mediante  coordinate  cartesiane,  la  posi- 
zione di  un  ponto  in  un  piano  (n.°  13)  si  estende  subito  allo 
spazio. 

Per  un  punto  0  (origine)  conduciamo  tre  rette  «,  y,  », 
non  giacenti  in  un  piano,  che  diremo  assi  coordinaci  (rispet- 
tivamente  asse  x,  y  z)\  ì  piani  che  esse  determinano  a  due 
a  due,  saranno  i  piani  coordinati  xy^  xzj  yz.  Fissiamo  ad 
arbitrio  sui  tre  assi  i  versi  positivi,  ed  assumiamo  un 
segmento  come  unità  di  misura  (}). 

Conduciamo  poi  per  un  punto  qualunque  P  dello  spazio 
tre  piani  paralleli,  rispettivamente,  ai  piani  yz,  zx,  xy; 
quei  piani  segheranno,  rispettivamente,  gli  assi  x,  y,  z  m 
tre  punti  Aj  B^  C,  sicché  rimarranno  individuati,  in  valore 
e  segno,  tre  numeri  a  =  OA,  b  =OJB,  e  =  OC. 


C)  Sebbene  i  versi  positivi  sui  tre  assi  possano  scegliersi  ad  arbi- 
trio, tuttavia  la  maggior  parte  degli  autori  adotta  la  scelta  indicata 
nella  figura.  In  parole:  un  osservatore,  situato  lungo  Tasse  g  coi  piedi 
in  O  ed  il  capo  dalla  banda  positiva,  il  quale  guardi  la  semiretta  po- 
sitiva X,  deve  avere  alla  sua  destra  la  semiretta  positiva  y.  Il  verso 
(da  sinistra  a  destra),  in  cui  Tosservatore  vedrebbe  ruotare  la  semiretta 
positiva  X,  se  questa  si  portasse  a  coincidere  coUa  semiretta  positiva  y, 
descrivendo  un  angolo  inferiore  a  ir,  si  definisce  come  verso  positivo 
delle  rokufioni  intomo  alla  retta  orientata  e,  E  questa  definizione  può 
estendersi  alla  rotazione  intomo  ad  una  qualsiasi  retta  orientata  dello 
spazio,  purché  si  faccia  muovere  con  continuità  il  triedro  degli  assi, 
finché  Tasse  z  venga  a  coincidere  coUa  nuova  retta. 

Quanto  all'unità  di  ndsura,  si  potrebbero,  a  dir  vero,  nei  problemi 
di  questo  Gap.  I,  assumere,  senza  inconvenienti,  tre  unità  diverse  per 
misurare  i  segmenti  paraUeli  ad  x,  y,  e,  rispettivamente.  Ma  la  maggior 
generalità  coc^  ottenuta  non  avrebbe  alcun  vantaggio  pratico,  e  perciò 
vi  si  rinuncia. 
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Viceversa,  dati  i  tre  numeri  a^  b^  o,  restano  individuati 
i  punti  A^  By  Cj  e  quindi  il  punto  P,  come  intersezione  di 
tre  piani  paralleli  ai  piani  coordinati. 

I  tre  numeri  a,  b^  e  si  chiamano  coordinale  cartesiane 
del  punto  P  (rispettivamente  prima  coordinata  od  re,  seconda 
coordin>ata  od  y^  terza  coordinata  o  ^2;  di  P);  e  si  scrive: 
P(a,  6,  e). 

I  tre  piani  passanti  per  P,  e  paralleli  ai  piani  coordi- 
nati, racchiudono  con  questi  un  parallelepipedo,  di  cui  O 
e  P  sono  due  vertici  opposti;  OA^  OBj  OC  sono  i  lati 
uscenti  da  0,  e  PQ,  PRj  P8j  rispettivamente  ad  essi  uguali 

e  paralleli,  sono  i  lati  uscenti 
da  P.  Ne  viene  che,  volendo 
costruire  il  punto  P  di  coordi- 
nate a,  bj  Cj  si  può  determi- 

Q  (^   \ (p  nare  su  x  il  punto  A  tale  che 

OA  =  a,  condurre  per  A  la 
parallela  ad  y,  e  prendere  su 
questa  il  segmento  A8  =  b 
(diretto  come  il  semiasse  posi- 
tivo o  negativo  y,  secondo  che 
Bj^  i ^  b  è  positivo  o  negativo),  e  final- 

mente condurre  per  S  la  pa- 
rallela a  Zj  sulla  quale  si  pren- 
derà 8P  =  e  (diretto  come  il  semiasse  positivo  »,  se  e  >  0, 
ecc.).  Cosi  si  viene  a  costruire  una  spezzata,  che  comincia 
nell'origine  e  termina  in  P,  ed  i  cui  lati  successivi  (tenuto 
conto  delle  loro  direzioni)  hanno  per  misura  le  coordinate 
di  P.  Altre  spezzate  della  stessa  natura  si  trovano,  consi- 
derando i  tre  assi  in  ordine  diverso. 

Gli  otto  vertici  del  parallelepipedo  prima  nominato 
hanno  evidentemente  le  coordinate: 

P  (a,  6,  0),      Q  (0,  6,  e),      B  (a,  0,  0),      S  (a,  6,  0), 
A  (a,  0, 0),      B  (0, 6, 0),       C  (0,  0,  0),      0  (0,  0,  0). 

In  generale,  ogni  punto  del  piano  yz  hsblBtX  nulla,  ogni 
punto  del  piano  zxliB,ÌB,y  nulla,  ed  ogni  punto  del  piano  xy 
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ha  la  2;  nnlla.  Per  un  punto  dell'asse  x  sono  nulle  la  seconda 
e  la  terza  coordinata  (y  =  z=^fì)j  ecc.;  Porigine  ha  nulle  le 
tre  coordinate. 

I  tre  piani  coordinati  dividono  lo  spazio  in  otto  regioni 
(triedri)  ;  a  ciascuna  regione  corrispondono  particolari  segni 
per  le  coordinate.  Cosi  un  punto,  che  si  trovi  nel  triedro 
formato  dalle  semirette  positive  Xj  y^  Zj  ha  le  tre  coordinate 
positive,  mentre  un  punto  del  triedro  formato  dalla  semi- 
retta negativa  x  e  dalle  semirette  positive  y,  z^  ha  la  prima 
coordinata  negativa  e  le  altre  due  positive,  ecc. 

Gli  otto  punti 

(a,  6,  e),      (—  a,  6,  e),      (a,  —  6,  o),      (a,  6,  —  e), 

(a,  —  ft,  —  e),  (—  a,  6,  —  0),  (—  a,  -  6,  e),  (—  a,  —  6,  —e), 

le  cui  coordinate  differiscono  solo  per  i  segni,  sono  vertici 
di  un  parallelepii>edo,  che  ha  le  facce  parallele  ai  piani 
coordinati  e  le  diagonali  passanti  per  Porigine. 

Se  le  coordinate  di  un  punto  sono  uguali  e  di  segno  op- 
posto alle  coordinate  di  un  secondo  punto,  i  due  punti  sono 
simmetrici  rispetto  all'origine. 

72.  Punto  ohe  divido  un  ttgmonto  In  un  dito  rapporto.  — 

Proponiamoci  il  problema: 

D(Ui  dm  punU  P^  {x^j  y^,  z^)j  P^  {x^j  y^,  «g),  determinare 
le  eoardinate  di  quel  punto  P  della  retta  P^  P2,  che  forma  con 

P  P 

essi  un  dato  rapporto  semplice  .^^      =  r. 

Proiettiamo  i  tre  punti  Pj,  P2,  P  sopra  uno  degli  assi 
coordinati  (ad  es.  x)j  mediante  piani  paralleli  al  piano  coor- 
dinato opposto  {yz).  Eagionando  sui  punti  proiezione  come 
in  geometria  piana  (n.^  14),  ricaviamo  che  le  coordinate 
di  P  sono 

1— r    '   ^        1— r    '  1  — r 

In  particolare,  il  punto  medio  di  Pi  P2  (r  ==  —  Ij  ha  le 
coordinate 

X1  +  X2     ^^     yi  +  y2      ^      zi±z2 

X^ S 1     y=  S J     «=  n 


9 
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73.  Retta  oengioiigeiit»  due  punti.  —  Bicavando  r  dalle 
relazioni  (1),  risulta 


X' 

r  =  — 

ad- 

^1 

_  y- 

y 

-yi  _ 
-y2 

z- 

z- 

Zi 
-«2 

quindi  le 

equazioni 

X  — 

Xi 

y- 

yi  _ 

z— 

■Zi 

x—Q^  y—yi  z~'Z2 
son  certo  soddisfatte  dalle  coordinate  {x^  y^  z)y  (a^i,  ^i,  zi)^ 
(^£9  2^29  ^)  di  tre  punti  allineati.  Viceversa,  se  sussistono  le 
ultime  relazioni,  i  tre  punti  sono  in  linea  retta,  perchè,  in- 
dicando con  r  il  valore  comune  delle  tre  frazioni,  e  rica- 
vando X,  yj  2,  si  ritoma  alle  (1),  le  quali  dicono  che  {Xy  y,  z) 
è  un  punto  determinato  della  retta  congiungente  (a^i,  ^i,  si), 
(a?2,  ^2,  2J2). 

Le  ultime  relazioni,  o  le  relazioni  equivalenti 

a?i~a?2      yi  —  yt  ""  zi'-Z2  ' 
le  quali,  quando  x,  y^  z  si  considerino  come  variabili,  sono 
soddisfatte  dalle  coordinate  dì  ogni  punto  della  retta  Pi  Ps, 
e  di  nessun  altro  punto,  si  dicono   le  equazioni  (due  indi- 
pendenti)  ddla  retta   eongiungente  i  due  punti  (a?i,  ^i,  zi)j 

(a?2,  ^2,  22)  (^). 

Indicando  i  tre   denominatori   con   tre  lettere  Z,  m,  n, 
abbiamo  le  equazioni 
(^\  a?-a?i  _  y—yi  _   z—z, 


C)  Le  tre  equazioni  (due  indipendenti),  ohe  si  ottengono  dalle  (2) 
mandando  via  i  denominatori,  possono  adoperarsi  (poiché  seguono  di- 
rettamente dalle  (1))  anche  nel  caso  ohe  qualcuno  dei  denominatori 
delle  (2)  si  Annnlli^  mentre  allora  le  (2)  non  hanno  più  significato. 

Le  condizioni  di  allineamento  dì  tre  punti  si  esprimono  pure  annul- 
lando i  quattro  determinanti  di  3^  ordine  estratti  dalla  matrice 

X     y     »      l 

Xi     Vi    «1     1 

aj,    y,    «,     1 

si  ottengono  cosi  quattro  condizioni,  di  cui  però   due  sole  sono  indi 
pendenti. 
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le  qnali  servono  a  rappresentare  una  retta  generica  uscente 
dal  punto  {xi^  yij  zi)y  retta  che  vien  determinata  coll^asse- 
gnare  i  valori  dei  tre  denominatori,  o  almeno  dei  loro  mutui 
rapporti.  Ad  es.  una  retta  qualsiasi  usoente  dall'origine  ha 
equazioni  del  tipo 

a?  _  y   _   « 

esprimenti  la  proporzionalità  delle  coordinate  di  un  punto 
variabile  sulla  retta. 

74.  Plano  confiungeiite   tre  punti.  —  Trascriviamo  le 

n 

formolo   (1)  (n.°   72)  ponendovi  r  = ,  dove  m.  n  sono 

m 

due   quantità,   di   cui  interessa  solo  il  rapporto.  Vediamo 

allora  che  le  coordinate  di  ogni  punto  P  della  retta  Pi  P2 

si  presentano  sotto  la  forma 

/-•M  wa?i+n«2  niyi  +  ny2  mzi  +  nzt 

(1  )    a?  = •   y  = ; •   z  = • 

'  m+n     '   ^  m+n  m+n 

Preso  ora  un  punto  P:ì{x^j  y^j  «3)  fuori  di  quella  retta, 
congiungiamolo  con  P.  Un  punto  generico  Q  della  retta  P  Ps 
avrà  similmente  coordinate  del  tipo 

M-x-hyXz       jiy  4-  vy>       h^z  +  yga 

PO  V 

dove  Xy  y,  z  sono  date  dalle  (1'),  ed  è  p  T.  = Sosti- 

tuendo,  al  posto  di  x^  y,  z^  ì  loro  valori,  e  ponendo  per 
semplicità  (visto  che  dì  >i  e  v  interessa  solo  il  rapporto) 
/i  »  m  +  n,  V  =  p,  le  coordinate  dì  Q  acquistano  la  forma 

,-.  ma?i+n«2  +  pa:8      wyi-f  nyg  +  pys      mzi^-nz^  +  pz^ 


—  > 


m  +  n  +  p  m  +  n  +  p  m+n+p 

Variando  m,  n,  p,  o,  meglio,  i  loro  mutui  rapporti, 
varia  il  punto  Q  sul  piano  Pi  P2  P»;  e  viceversa,  per  ogni 
IM)8izione  di  Q  sul  piano,  si  possono  scegliere  m,  n,  p  in 
guisa,  che  le  (4)  diano  le  coordinate  del  punto  stesso.  In 
breve,  diremo  che  le  (4)  esprimono  le  coordinate  di  ogni 
punto  del  piano  PiPsPa. 
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Di  qua  è  facile  ricavare  la  condizione  perchè  quattro 
punti  siano  in  un  piano.  Infatti,  dette  ora  Xj  y^  z  le  coor- 
dinate (4)  del  punto  Q,  e  indicato  con  k  il  denominatore 
comune  delle  (4),  abbiamo  le  uguaglianze 

ifc   =m     +n     +p, 
kx  ^  mxi  +  nx2  +  px^^ 

ky^myi-^nyi-hpy^i 
kz  =  ifnz\  -h  w«J2  +  p2!3, 

le  quali  devono  coesistere  per  valori  non  tutti  nulli  di  k,  m^ 
n,  p,  se  il  punto  Q  (a?,  y,  z)  sta  sul  piano  PiP^Pz)  e  vi- 
ceversa. La  condizione  analitica,  perchè  ciò  accada,  è  Pan- 
nullarsi  del  determinante  formato  coi  coefficienti  di  k,  m, 
n,  p  in  quelle  equazioni,  ossia  (scambiando  lìnee  e  colonne) 


(5) 


X 

y 

z 

1 

«1 

Vi 

«1 

1 

Xi 

y« 

Zi 

1 

Xs 

y» 

SIt 

1 

=  0. 


In  parole: 

Aff/nchè  quattro  punti  stiano  in  un  piano^  è  necessario  e 
sufficiente  che  si  annulli  il  determinante  (5)  formato  cotte 
coordinate  dei  punti  e  cotte  wnità  (^). 

76.  Equazione  di  un  piano.  —  Se  si  considerano,  come 
variabili,  x^  y^  Zj  e,  come  costanti,  gli  altri  elementi,  l'equa- 
zione (5)  è  soddisfatta  daUe  coordinate  di  ogni  punto  del 
piano  che  contiene  i  punti  (ari,  ^i,  Zi)  (a?2,  j^2,  Zz)  (xz,  ^s,  2^),  e 
non  dalle  coordinate  di  un  punto  estemo.  La  (6)  dicesi 
perciò  equazione  del  piano  congiungente  i  tre  punti  nomi- 
nati (*). 

Sviluppando  la  (5)  secondo  gli  elementi  deUa  prima 
orizzontale,  si  ottiene  una  equazione  del  tipo 

(6)  aa?  +  6y  +  c«  +  d  =  0. 


(^)  Cfr.,  per  l'analoga  questione  in  geometria  piana,  il  n.^^  16. 
(•)  Confronta  il  n.®  16. 
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Dunque:  un  piano  è  rappresentato  da  una  equazione  di 
primo  grado  nelle  coordinate  eartesiane  di  un  punto  variabile^ 
cAe  lo  descriva. 

Viceversa:  ogni  equ^azions  di  primo  grado  in  coordinate 
eartesiane  x,  y ,  z  ra/ppresenta  un  piano  ;  si  dimostra  in  modo 
analogo  a  quello  tennto  per  le  rette  in  geometria  piana 
(n.«  16). 

76.  Potiilonl  partlMltfi  di  un  plano  rispetto  «gli  atti.  — 

Oonsideriamo  il  piano 

(1)  aa?  +  6y  +  02J  +  d  =  0, 

e  determiniamone  le  intersezioni  cogli  assi  coordinati.  Se  ci 
occupiamo,  ad  es.,  dell'asse  x^  ricorderemo  che  per  ogni 
punto  di  esso  è  2^  =  0, 2;  =  0;  sostituendo  questi  valori  nella  (1), 
otteniamo 

(2)  aa:+d=0, 
da  cui 

d 
a  ^ 

il  punto  richiesto  è  dunque  -4  1 >  0, 0 ]• 

Vanno  considerati  però  alcuni  casi  particolari. 

Se  (2  =  0,  la  (2)  è  certo  soddisfatta  da  a;  »  0  (ossia  la  (1) 
è  soddisfatta  da  0^=0,  y  =^0,  2»  0);  segue  che  un  piarne 
passa  per  Vorigine,  qwmdo  neUa  sua  equazione  manca  il  ter- 
mine noto. 

Se  invece  è  d  4=  0  ed  a  »  0,  la  (2)  non  è  soddisfatta  da 
valori  finiti  di  x^  ed  il  piano  (1),  la  cui  equazione   diventa 

risulta  parallelo  all'asse  x. 

Finalmente,  se  sono  nulli  a  e  (2,  la  (2)  è  soddisfatta 
qualunque  sia  a?,  ed  il  piano  (1),  la  etti  equazione  si  riduce  a 

by  +  cz=^  0, 
passa  per  Passe  x. 

Baccogliendo  gli  ultimi  due  casi,  diremo:  Se  neWequor 
zione  di  un  piano  manca  una  coordinaia^  il  pia/no  è  parai- 
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lelo  al  oorrispondente  asse;  se  manca  inoltre  U  termine  notOy 

Vasse  stesso  giace  nd  pia/no. 

Se  nell'equazione  (1)  man- 
casaero  due  variabili,  per  e- 
sempio  x^  ìfj  e  V  equazione  si  ri- 
ducesse a 

cz  -hd  —  Oj  ossia  «  = , 

'  e  ' 

il  piano,  dovendo  riuscir  paral- 
lelo agli  assi  Xj  y^  sarebbe  paral- 
lelo al  piano  xy.  Se  inoltre 
mancasse  il  termine  noto  e  si 
avesse  dunque  (per  e  =f=  0) 

cz^O     ossia     jj  =  0, 
l'equazione   rappresenterebbe   il   piano  xy.   Dùnque  t  tre 
piani  coordinati  yz,  zx,  xy  hanno ^  rispettivamente^  le  equa- 
zioni X  =  0,  y  =  0,  z  =  0. 

Eitornando  all'equazione  (1),  nell'ipotesi  che  siano  di- 
versi da  zero  i  coe£Bicienti  e  il  termine  noto,  vediamo  che 
i  segmenti  OA^  OBj  OC  staccati  dal  piano  (1)  sugli  assi 
coordinati,  a  partire  dall'origine,  valgono 


d 
P  =  -T' 


«=- 


d 


r=  — 


Bicavando  di  qua  a,  6,  o  e  sostituendo  nella  (1),  si  ottiene 

X       y        z       ^ 
p       q       r         ^ 

equazione  del  piando  che  stacca  i  segmenti  p,  q,  r  sugli  assi 
coordinati. 

Se  poi  si  volesse  la  retta  intersezione  del  piano  (1)  con 
uno  dei  piani  coordinati,  ad  es.  col  piano  xy  {z^  0),  baste- 
rebbe porre  «  =  0  nella  (1).  Si  trova  cosi  l'equazione 

che,  nel  piano  xy,  rappresenta  la  retta  richiesta  AB  (mentre 
nello  spazio  rappresenta  il  piano  condotto  per  la  retta  AB 
parallelamente  all'asse  z). 


.%-*". 
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77.  Piani  passanti  per  un  punto  dato.  —  Bagionando 
come  in  geometrìa  piana  (n.''  18),  sì  vede  subito  che  ogni 
piano  passante  per  nn  ptmto  assegnato  P  (xi^  yi,  zi)  ha  nna 
equazione  del  tipo 

a  (x^xi)  +  b  (y — yi)  +  e  {z—zi)  =  0, 

dove  a,  6,  e  sono  coefficienti,  i  cui  valori,  o,  meglio,  i'cui 
rapporti  determinano  uno  tra  gli  infiniti  piani  contenenti  P. 

78.  Condiiioni  di  paraileiismo  di  due  piani.  —  Occupia- 
moci ora  del  sistema  di  due  piani 

^r)  ao?  +  6y  +  02?  +  d  =0, 

n')  a'x  +  Vy  +  c'a?  +  d'  =  0, 

ed  esaminiamo  anzitutto  come  si  possa  riconoscere  se  essi 
siano  paralleli. 

È  chiaro  che,  se  i  due  piani  sono  paralleli,  essi  devono 
segare  ciascun  piano  coordinato  (a  cui  non  siano  paralleli) 
lungo  due  rette  parallele,  e  viceversa.  Supposto,  ad  es.,  che 
i  due  piani  ;r,  i^  non  siano  paralleli  al  piano  2;  =  0,  essi 
hanno  in  comune  con  questo  piano  le  rette 

aa:  -f-  6y  +  ^  =  0,      a'x  -h  Vy  +  d'  =  0, 

le  quali  risultano  parallele  (n.°  19)  se  a\h=^a'  \  V.  Bagio- 
nando analogamente  sugli  altri  piani  coordinati,  si  con- 
clude: affmehè  due  piani  di  date  equazioni  siano  paraUeliyè 
necessario  e  sufficiente  che  i  coefficienti  delle  coordinate  neh 
Vuna  equazione  siano  proporzionati  agli  omologhi  coefficienti 
ddVaUra;  in  simboli: 

(1)  a:h\c  ^  a'  \V  \&. 

Si  deve  intendere,  naturalmente,  che  se  una  0  due  delle 
quantità  a  primo  membro  sono  nulle,  devono  annullarsi 
pure  le  quantità  omologhe  a  secondo  membro,  giacché  al- 
lora il  piano  it  è  parallelo  ad  Uno  o  a  due  degli  assi  coor- 
dinati, ed  agli  stessi  assi  deve  riuscir  parallelo  il  piano  n'. 
Quest'avvertenza  è  superflua,  se  in  luogo  delle  (1)  si  ado- 
perano le  relazioni,  che  da  quelle  si  ottengono  riducendo  a 


J 
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forma  intera,  relazioni  espresse  dall'annullarsi  dei  minori 
del  secondo  ordine  estratti  dalla  matrice 

a     b     e 
a'    V    e' 

Se  poi  nelle  equazioni  n)^  n')  sono  proporzionali,  non 
solo  i  coefficienti  delle  variabili,  ma  pure  i  termini  noti,  i 
due  piani  coincidono,  e  viceversa. 

Dalle  condizioni  (1)  di  parallelismo  segue  che  il  piano 
parallelo  al  piano  ^,  condotto  per  un  punto  dato  P  (xi^  yij  Zi)^ 
ha  l'equazione 

a  (a;— ajj)  4-  b  (y—yi)  +  e  (z—zi)  =  0, 
e,  in  particolare,  se  quel  punto  è  l'origine, 

ax  +  by  H-C2!  =  0. 
79.  FasQlo  di  pitni.  —  Due  piani  distinti 
n)  ax  +  by  +  cz  +d  =0j 

n)  a'x  +  Vy  +  e'»  +  d'  =  0, 

quando  si  seghino  lungo  una  retta,  determinano  un  fascio 
di  piani,  costituito  da  tutti  i  piani  passanti  per  quella 
retta  (n.°  11).  Si  può  dire  però  che  due  piani  determinano 
un  fascio,  anche  se  sono  paralleli,  purché  si  estenda  il  si- 
gnificato di  quella  locuzione,  e  si  chiami  ]asiAo  (improprio) 
ài  piani  Pinsieme  dei  piani  che  sono  paralleli  tra  loro  (con- 
fronta n.^  20).  Come  si  potrà  scrivere  l'equazione  di  un  piano 
generico  del  fascio  determinato  dai  due  piani  f 

Formiamo  una  cnmbinazione  lineare  delle  equazioni  date 

n")        x{ax  +  by-{'CZ-j-d)-\-  fi  {a'x  +  Vy  +  e'z  +  à')  =  0, 

ossia 

(Aa-f /xa')a;  +  (A6-h  ^■b')y  4-(ac  +  mc0«  +  (Ad  +  zid')  =0, 

dove  A,  }L  sono  due  parametri,  non  entrambi  nulli.  L'equa- 
zione lineare  1:")  rappresenta  intanto  un  piano  ?r".  Di  più, 
ogni  punto  P,  comune  ai  due  piani  ^,  n\  appartiene  certo 
al  piano  n"^  perchè  le  coordinate  di  P  soddisfano  alle  equa- 
zioni fr),  ^'),  ed  in  conseguenza  alla  n*').  Dunque,  se  i  due 
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piani  n,  n'  si  segano  in  una  retta,  questa  appartiene  pure 
al  piano  n".  Se  invece  i  due  piani  »-,  n'  sono  paralleli,  le  due 
teme  di  quantità  (a,  fr,  e),  (a%  V^  &)  sono  proiK)rzionaU  ; 
ma  allora  risultano  pure  proporzionali  le  due  teme  (a,  fr,  e), 
(Aa-f>ia%A6-f /*6',  Ac  +  Atc'),  sicché  il  piano  n*'  riesce  paral- 
lelo a  ;r,  ed  appartiene  ancora  al  fascio  nn'. 

Al  variare  di  a  e  At,  o,  meglio,  del  rapporto  — ,  U  piano  n" 

varia  nel  fascio  ^r^,  e  lo  descrive  interamente,  perchè  si  può 

sempre  calcolare  il  valore  di  —  in  modo,  che  il  piano  n"  passi 

per  un  punto  assegnato  ad  arbitrio  nello  spazio. 

Ooncludiamo  che:  Za  a^i^o^ion^  Ai  ogni  piarlo  formante 
faccio  con  due  piani  assegnati^  può  scriversi  come  una  com- 
binazione lineare  delle  equazioni  di  questi. 

80.  Equazioni  di  una  rttta  neiio  spazio.  —  Biprendìamo 
due  equazioni  lineari 

.j.  {ax  +by  -\-Gz  -hd  =0, 

)  a'x  -f  b'y  +  (fz  +  d'  =  0, 

rappresentanti  due  piani,  che  supporremo  distinti  e  non  pa- 
ralleli. Ad  ogni  soluzione  (2;,  y,  z)  del  sistema  (1)  corrisponde 
im  punto,  che  appartiene  alla  retta  r  intersezione  dei  due 
piani;  e,  viceversa,  ogni  punto  di  r  ha  coordinate  soddi- 
sfacenti le  (1).  Diremo  perciò  che  il  sistema  (1)  rappresenta 
la  retta  r;  una  retta  neUo  spazio  è  rappresentaJta  da  due  equa- 
zioni lineari^  le  qual%  prese  isolatamente^  rappresentano  due 
piani  passanti  per  la  retta. 

È  chiaro  che  la  stessa  retta  r  potrà  rappresentarsi  me- 
diante due  equazioni,  che  si  ottengano  dalle  (1)  formando 
due  combinazioni  lineari  distinte  (n.^'  79).  Possiamo  disporre 
dei  relativi  parametri,  in  guisa  da  eliminare  una  volta  9, 
ed  una  seconda  volta  x,  fra  le  (1).  Otteniamo  così  le  due 
equazioni 

(10       I  ^^^'  ~  *'*^  ^  "^  ^^^'  -  c?'6)  «  +  {db'  -  d'b)  =  0, 
(ba'  —  b'a)  y  +  {ea'  —  c'a)  z  +  (da'  —  d'a)  =  0. 


138 


PASTE  n,  OA.P.   I,  N.  81 


È  però  da  notare  che  le  operazioni  eseguite  non  sarebbero 
lecite,  se  6  e  b%  oppure  a  ed  a",  si  annullassero  insieme; 
inoltre,  che,  se  db'  —  a'b  fosse  nullo,  le  due  equazioni  ora 
scritte  sarebbero  equivalenti,  e  rappresenterebbero  un  unico 
piano,  passante  per  la  retta  r  e  parallelo  al  piano  oay;  la 
retta  stessa  sarebbe  parallela  ad  tr^  (o  vi  giacerebbe).  Sup- 
posto dunque  che  ab'  —  a'b  4=  0,  vale  a  dire,  che  la  retta  r 
non  sia  parallela  al  piano  xy  (né  vi  giaccia),  noi  possiamo 
porre  le  equazioni  di  r  sotto  la  forma  (10-  Conviene  anzi 
risolvere  le  (1^)  rispetto  ad  x,  y  ordinatamente,  e  scriverle 
cosi: 


(2) 


X  =  Iz    +  p, 
y  ^  mz  +  q. 


Le  (2)  si  chiamano  talvolta  equazioni  ridotte  della  retta; 
esse,   isolatamente,   rappresentano   i  piani  passanti  per  la 

retta  r  e  paralleli  agli  assi 
z  yj  Xj   rispettivamente;  od 

anche,  se  si  vuole,  rappre- 
sentano le  intersezioni  di 
quei  piani  coi  piani  xz^  yz, 
rispettivamente.  Le  (2)  ven- 
gono spesso  adoperate, 
giacché  esse  contengono  il 
X  minimo  numero  dei  coef- 
flcienti  (quattro),  che  pos- 
sono comparire  nelle  equa- 
zioni di  una  retta  (^).  Va 
però  notato  che  le  (2)  non 
trattano  simmetricamente  le  tre  coordinate  ;  né  si  prestano 
a  rappresentare  le  rette  parallele  al  piano  xy^  per  le  quali 
converrebbe  adoperare,  ad  es.,  equazioni  risolte  rispetto 
ad  a;  e  2,  ovvero  ad  y  e  2;. 


(*)  Una  retta  dipende  infatti  da  qwnUro  costomU^  ad  es.  dalle  coordi- 
nate (»„  y,),  (x^y  «,),  dei  ponti,  ove  essa  incontra  i  piani  coordinati  xy,  xz. 
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Le  (2),  risolte  rispetto  a  Zy  nella  ipotesi  che  non  siano 
nulle  Ij  m^  possono  scriversi  cosi 

e  rientrano  perciò  nel  tipo 

5  —  «'  _  y  —  y'  _  «  —  «'  . 


l  m  n     ^ 

sotto  questa  forma  abbiamo  già  visto  (n.^  73)  potersi  scri- 
vere le  equazioni  di  una  retta  generica  uscente  dal  punto 
{a/j  y\  af).  Ed  ora  possiamo  aggiungere  che  le  tre  equa- 
zioni (due  indipendenti),  riunite  nelle  (3),  rappresentano  i 
tre  piani  condotti  per  la  retta  parallelamente  agli  assi. 

Dal  confronto  fra  le  (2^)  e  le  (3)  risulta  che  le  tre  quan- 
tità Ij  m,  1,  nelle  equazioni  ridotte  (2)  di  una  retta,  hanno 
lo  stesso  ufficio  che  i  tre  denominatori  I,  m,  n  nelle  equa- 
zioni (3);  in  altre  parole,  i  due  coefficienti  Z,  m,  che  com- 
pariscono  nelle   equazioni   (2),   hanno   lo  stesso  significato 

geometrico  dei  rapporti — ,  —  tra  i  denominatori  delle  equa- 
zioni della  retta  scritte  sotto  la  forma  (3).  Quale  sia  questo 
significato  geometrico  si  vedrà  in  seguito. 

Eitomiamo  alle  (2).  Se  poniamo  in  esse  2;  «  0,  troviamo 
X  =  p,  y  =  5  ;  dunque  p  6  q  sono  le  prime  due  coordinate  del 
punto y  ove  la  retta  sega  il  piano  xy. 

In  particolare,  una  retta  uscente  dall^origine,  e  non 
giacente  nel  piano  osyj  ha  equazioni  del  tipo 

X  =  Izj    y  =  mz; 

se  invece  sta  sopra  a^f  come  equazioni  di  essa  possono 
prendersi  «  =  0,  y  =  xx. 

Oli  assi  coordinati  Xj  y^  z  hanno,  ordinatamente,  le 
coppie  di  equazioni 

81 .  Parallelismo  di  due  rette.  —  I  due  coefficienti  Z,  m, 
che  compariscono  nelle  equazioni  ridotte  (2)  di  una  retta, 
definiscono  la  direzione  della  retta;  ciò  risulta  dalla  esser- 
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vazione  ohe  segue,  ed  apparirà  in  modo  più  preciso,  quando 
determineremo  gli  angoli  che  una  retta  forma  cogli  assi. 

Cerchiamo  le  condizioni  di  parallelismo  fra  la  retta  (2) 
e  la  retta 

y  :=  m'z  +  q\ 

Poiché  i  piani  condotti  per  le  due  rette  parallelamente 
all'asse  x,  o  all'asse  y^  devono  risultare  paralleli,  si  avrà 
(n.o  78) 

quesie  sono  le  condizioni  richieste. 

Segue  subito  che  la  retta  x>^^elBi  alla  (2),  condotta 
per  un  punto  assegnato  (x^,  y^,  z^)^  avrà  le  equazioni 

x  —  x^=    ?(«  — «i), 

Segue  ancora,  con  analoghe  considerazioni,  che  la  retta 
(3)  (n.o  80)  e  la  retta 

x--xi  ^  y  —  yi  ^  z~-:Zi 
h  Wi  ni 

sono  parallele,  se 

l  :  m  :  n  =^  l^  :  m^  :  n^. 

82»  Punto  di  incontro  di  tre  piani;  staila  di   plani.  — 

Date  le  equazioni  di  tre  piani 

n)  ax-^-by   -{-cZ'\-d^  Oy 

n')         a!x  +  Vy  +  dz  +  (J'  =  0, 
n")        a"x^  V'y^  (f'z+  d"- 0, 

la  ricerca  del  punto  ad  essi  comune  si  riduce  alla  risolu- 
zione del  sistema  scritto  di  tre  equazioni  lineari  con  tre 
incognite.  Le  soluzioni,  coordinate  del  punto  richiesto^  pos- 
sono indicarsi  brevemente  cosi: 

,^,  ABC 

(1)  ^=^,       y=^,         ^  =  3, 
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dove  Ay  B,  C,  D  sono  i  determinanti  del  terzo  ordine  (presi 
con  segni  convenienti)^  che  si  ottengono  dalla  matrice 

a      b      e      d 
a'     V      if     df 
a''    h"    e"    d'' 

omettendo  la  prima,  o  la  seconda,...  o  l'ultima  colonna. 

Se  D  4=  0,  il  punto  richiesto  è  unico  e  determinato. 
Ma  «6  D  —  0,  senza  che  si  annullino  tuUi  i  numeratari  dette  (1), 
non  esiste  alcun  punto  comune  Sk  n^  n\  n'\  ed  i  tre  piani 
sano  parallèli  ad  una  stessa  retta  (come  le  facce  di  un  prisma). 
Finahnente,  se  A:==B  =  G«D  =  0,  i  tre  piani  appartengono 
ad  un  fascio;  ciò  risulta  subito,  se,  ad  es.,  i  due  primi  piani 
si  segano  in  una  retta,  perchè  allora  ogni  soluzione  (x,  y,  z) 
delle  equazioni  ^r),  n')  è  una  soluzione  della  equazione  ^'0» 
sicché  il  terzo  piano  passa  per  quella  retta  C)  ;  e  risulta 
se  ì  piani  «,  ^  sono  paralleli,  giacché  allora  si  riconosce 
pure,  che  n'^  è  parallelo  ad  essi. 

Supposto  che  i  tre  piani  ^,  ir%  n'  non  appartengano  ad 
un  fascio,  formiamo  una  combinazione  lineare  delle  loro 
equazioni  : 

(2)  \{a»  +  6y  +  c»  +  d)  +  >t  {a'x  +  Vy  -\-  dz-^  d') 

+  v(a''x  +  V'y  +  i/'z  +  d")  =  0. 

Questa  rappresenta  un  piano,  il  quale  passa  per  il  punto 
P = ffjr'  K^'^  ove  esista,  perchè  la  (2)  è  soddisfatta  dalla  tema 
di  valori  (a:,  y,  z)  che  soddisfano  le  equazioni  ;r),  n')  n'^). 
Se  poi  i  tre  piani  dati  sono  paralleli  ad  una  stessa  retta, 
si  verifica  direttamente  che  anche  il  piano  (2)  è  parallelo 
a  quella  retta. 

Ora  si  suol  chiamare  stèfXa  di  pianij  sia  Pinsieme  dei 
piani  che  passano  per  uno  stesso  punto  {centro),  sia  Tinsieme 
dei  piani  che  sono  paralleli  ad  una  retta  (dicendo  talvolta, 


e )  Lo  stesso  fatto  si  giustifica,  osservando  che,  BeA=B^C^D=0, 
ima  deUe  tre  equazioni  primitive  può  ottenersi  come  combinazione 
lineare  delle  altre  due,  sicché  i  tre  piani  formano  fascio. 
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nell^nltimo  caso,  che  la  stella  è  impropria).  Con  questa  locu- 
zione possiamo  affermare  che  la  (2)  rappresenta,  in  ogni 
caso,  un  piano  della  stella  determinata  dai  tre  piani  ir,  n%  n". 
Al  variare  dei  parametri  a,  jut,  v,  o,  meglio,   dei  rapporti 

— ,  —,  il  piano  (2)  varia  nella  stella  nominata,   e  la  de- 

scrive  tutta,  perchè  si  possono  calcolare  i  detti  rapporti  in 
modo,  che  il  piano  (2)  passi  per  due  punti  assegnati  ad 
arbitrio.  Concludiamo:  àaXe  le  equ<izioni  di  tre  piani,  ehe 
determinino  una  stella^  la  equazione  di  ogni  aiUro  pia/no  della 
stella  può  ottenersi  come  una  combinazione  lineare  di  quelle. 

83.  Interseilone  di  una  retta  con  un  piano  ;  coniililone 
porcile  una  rotta  sia  parilioia  ad  un  plano,  o  vi  giaccia.  — 

Poiché  ima  retta  è  rappresentata  da  due  equazioni  lineari, 
il  punto  d'incontro  della  retta  con  un  piano  si  otterrà  ri- 
solvendo il  sistema  formato  dalle  due  equazioni  della  retta 
colla  equazione  del  piano. 

In  particolare,  se  la  retta  è  data  mediante  le  equazioni 

r)  X  =  lz  +  p,        y  =  mz  -{-  qj 

ed  il  piano  mediante  Pequazione 

n)  ax  +  ftyH-cz  +  d  =  0, 

sostituiremo  in  questa,  al  posto  di  x  ed  y,  i  valori  dati 
dalle  r);  otteniamo 

{al  +  ftw  +  €)z  +  (ap  +  6g  +  d)  =  0, 
donde 

ap  -\-  bq  +  d 

""        al  +  bm  -{-  e 

Le  altre  due  coordinate  a:,  y  del  punto  richiesto  si  ricavano 
servendosi  delle  r). 

L'espressione  di  z  ci  mostra  che  la  condizione  di  parai- 
lelismo  tra  la  retta  t  e  il  piano  n  è 

(1)  ai  +  6m  +  c=0; 

mentre,  «6,  insieme  a  questa  relazione,  coesiste  la 

(2)  ap+6g  +  d  =  0, 
la  retta  r  giace  per  intero  nel  piano  n. 
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Se  le  equazioni  della  retta  r  sono  date  invece  sotto  la 
forma 

l  m  n      ' 

per  trovare  le  coordinate  del  punto  ^r,  conviene  indicare 
con  nna  nuova  variabile  p  il  valor  comune  delle  tre  frazioni, 
esprimere  le  coordinate  (a;,  y,  s)  di  un  punto  descrivente  la 
retta  in  funzione  di  p, 

sostituire  questi  valori  nella  equazione  n)  e  ricavare  f  ;  si 
ottiene  cosi 

Conosciuto  p,  le  formolo  precedenti  danno  subito  le  coor- 
dinate x^  y^  z  del  punto  richiesto.  Questa  volta  la  condizione 
di  paraUelismo  ira  retta  e  piano  è 

(10  ai  +  6w  +  cn=0; 

questa,  insieme  alla 

(20  ax"  4-  by'  +  cz'  +  d  =  0, 

dà  le  condizioni  perchè  la  retta  stia  nel  piano. 

84.  Oondliione  affinchè  quattro  piani,  o  dut  rtttt,  ab- 
biano  un   punto   comune.   —  Date  le  equazioni  di  quattro 

piani 

ax     +6y     +0Z     +d     =0, 

a'x   -\-Vy    -h&z    +d'    =0, 

a''x  +b''y  +<f'z  ^d"  =0, 

a'"x  +  V"y  +  €"z  -f  d!"  =  0, 

se  questi  hanno  xm  punto  comune,  devono  coesistere  quelle 
quattro  equazioni  a  tre  incognite,  ed  è  quindi 

a     h      e      d 


(1) 


(2) 


a' 


./' 


=  0; 


V    if   m 

a-     h"    &'    d" 

a'"  V"  &"  A'" 

la  stessa  condizione  sossiste,  se  i  piani  sono  paralleli  ad  nna 
medesima  ietta  (n.°  82).   Viceversa,  sia  nullo  il  detenni- 
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nante  (2);  allora,  od  esiste  un  sistema  di  valori  (x,  y,  z) 
soddisfacente  tre,  e  quindi  tutte  quattro  le  equazioni  (1), 
ed  i  quattro  piani  hanno  un  punto  comune;  oppure  un  tal 
sistema  non  esiste,  ed  i  quattro  piani  sono  paralleli  ad  ima 
stessa  retta.  Dunque:  condizione  necessaria  e  sufficiente,  af" 
finché  quattro  piani  appartengano  ad  una  stella,  è  che  sia 
nuUo  il  determinante  formato  coi  coefficienti  e  termini  noti 
détte  r dative  equazioni.  In  tale  ipotesi,  una  delle  equazioni  (1) 
può  scriversi  come  combinazione  lineare  delle  rimanenti 
(n.°  82). 

La  (2)  esprime  pure  la  condizione,  perchè  si  seghino  (o 
siano  parallele)  due  rette  rappresentate,  la  prima  da  due 
delle  equazioni  (1),  la  seconda  dalle  due  rimanenti.  Se  le 
rette  sono  date  mediante  equazioni  ridotte 

r)  x^lz  -{-p,       y  =  mz  +4, 

r')  x^Vz-i-p^      y^m'z  +  q'j 

per  trovare  la  detta  condizione  conviene  eliminare  x  tra  le 
equazioni  della  prima  colonna,  y  tra  le  equazioni  della  se- 
conda colonna  e  z  tra  le  equazioni  risultanti: 

{l  —  V)z  +  p'-p'^Oy      (m— m02  +  4  — g'  =  0; 

si  trova  in  fine 

a~n(S~3')-(m-w'){p-pO  =  0, 

che  è  la  condizione  affinchè  si  seghino  (o  siano  parallèle)  le 
rette  r,  r'. 

Se  le  due  rette  sono  rappresentate  invece  mediante 
equazioni  del  tipo 

r)  ^— ^1  _  y— yi  ^  g—g^i 

^  Il  mi  ni      ^ 


per  esprimere  la  condizione  di  incontro  (o  parallelismo), 
conviene  scegliere  due  punti  {x^,  y,,  «,),  (Xj  +  p^  Z^,  y,  +  p^  m,. 
Zi  +  pi  ni)  della  prima  retta,  e  due  punti  (a;,,  y^^  2^), 
(«g  +  pjZg,  y2  +  f^W2,  «2  +  P2W2)  della  seconda,  ed  imporre  ai 
quattro  punti  la  condizione  di  trovarsi  in  un  piano  (n.°  74). 
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Con  facili  trasformazioni  si  può  presentare  quella  condizione 
cosi: 

li  mi  ni        =  0, 

I2  9712  fh 

85.  Nuova  fforma  della  condizione  porche  tro  plani  ap- 
partengano ad  un  ffasdo,  o  quattro  plani  ad  una  stella.  — 

Conviene  talvolta  presentare,  sotto  la  forma  seguente,  al- 
cune condizioni  sopra  enunciate  (^): 

Condizione  neeessaria  e  suffieientef  affinchè  tre  piani  a/p- 
partengano  ad  un  fasciOj  o  quattro  pia/ni  ad  una  steìla^  è  ohe 
si  possa  formare  colle  equazioni  di  quei  piani^  adoperando 
parametri  non  tutti  nulli^  una  combinazione  lineare^  che  sia 
verificata  identicamente  (cioè  i>er  valori  arbitrari  di  x^  y^  z). 

Infatti,  se  indichiamo  per  brevità  con  X,  Jlf ,  ...  dei 
polinomi  lineari  in  x,  y,  Zj  e  quindi  con  £  ~  0,  Jlf  =  0,  . . .  le 
equazioni  di  certi  piani,  il  verificarsi  di  una  identità  del  tipo 

ossia  (supposto  ad  es.  k^O)  L=  — 7-  -^ — r  -^^    significa 

che  il  polinomio  L  è  una  combinazione  lineare  dei  polinomi 
Mj  Nj  e  quindi  (n.°  79)  che  il  piano  £  =  0  appartiene  al 
fascio  dei  piani  if  =:  0,  iV^  =  0  ;  e  viceversa.  Analogamente  si 
procede,  quando  si  tratti  di  quattro  piani  di  una  stella. 

Dati  quattro  piani  non  appartenenti  ad  una  stéUaj  me- 
dioMte  una  conveniente  oomòinazione  lineare  delle  loro  equa- 
zioni si  può  rappresentare  un  piano  arbitrariamente  asse- 
gnato. Si  dimostra  come  l'analogo  teorema  di  geometria 
piana  (n.^  22). 

Esercizi  I.  —  1)  Segnate  buI  foglio  di  disegno  le  immagini  dei  tre 
assi  oartesiani,  si  rappresentino  i  punti,  le  cui  coordinate  sono:  (0, 1, 2), 
(1.0,-1),  (2.  1,  0),  (1,-1,  1)  (»). 


O  Cfr.  Geometria  piana,  n.^'  21. 

(*)  La  flgim  disegnata  può  rigmardanl  oome  ODa  proleilone  parallela  della  flgtiia  dello 
epasio^  topn  d  foglio.  Coooeoeiido  le  poeliloni»  ziepetto  al  f  on^,  dei  tre  asat  e  la  dliuioiie  della 
proiezione,  ri  potrebbero  calcolare  1  rapporti,  secondo  col  Tengono  alterati  tre  segmenti  ngoali 
ad  1  situati  sogli  assi.  Se  invece  sono  arbitrari  ^  assi  oblettiTl  e  la  dlfedone  deUa  ptoleiione, 
quei  xappoctl  possono  (come  si  dimostra)  esser  scelti  ad  arbitrio.  Si  pnò  dunque,  anche  nel 
disegno,  assomere  on  unico  segmento  come  unità  di  misura  snOe  proiesloni  de^^i  assi  x,  y,  s. 

10 
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2)  Trovare  requaaione  del  piano  determinato:  a)  dai  tre  punti 
(2,--l,  1),  (1, 1,—  1),  (—1,0, 1);  b)  dal  punto  (2, 1,—  1)  e  dalla  retta 
aj==20+l,  y  =  e  +  Z. 

3)  Trovare  l'equazione  del  piano:  a)  passante  per  i  punti  (2.  —  1, 1), 
(1, 1, —  1)  e  parallelo  alla  retta  «= — y  =  e;  h)  passante  per  il  punto 
(2, —  1, 1)  e  parallelo  al  piano  a;  +  2y  -|-  «  +  1  =  0;  e)  passante  per  U 

punto  (2, —  1,  1)   e  parallelo  alle  rette  a?  «  —  y  —  z,  -5-  =  -^  -=  —  z; 

d)  passante  per  la  retta  x  =  e —  l,  y  =  2e  +  Z  e  parallelo  alla  retta 
x^=2y  =  g, 

4)  Le  faccio  di  un  tetraedro  hanno  le  equazioni 

«—«+1  =  0,      2x  +  Sy-\-z  =  0,      a;  +  3y  +  2  =  0, 

3»  +  y  —  z — 2  —  0; 
si  trovino  le  coordinate  dei  vertici. 

5)  Rappresentare   sulla   figura   le   rette    x=^  z  -^  2^  y  =  2z  -{-  l; 

—5 —  =    ^-  =    "7  ■  ;  x  =  —  y=^z;  determinare  le  intersezioni  delle  due 

prime  coi  piani  coordinati* 

6)  Si  scrìva  l'equazione  del  piano  che  proietta,  parallelamente  ai- 
Tasse  z,  la  retta  x  =  U  +  p,  y  ^mz  +  q, 

7)  Equazioni  dei  piani  proiettanti,  parallelamente  ai  singoli  assi, 

la  retta 

2«  +  3y — 4s-\'  1  =  0,     Sx  —  &y  +  2z  =  0, 

8)  Presi  come  vertici  di  un  tetraedro  i  quattro  punti,  di  cui  nel- 
l'es.  1)  sono  date  le  coordinate,  trovare  le  equazioni  degli  spigoli. 

9)  Trovare  le  equazioni  della  retta:  a)  passante  perii  punto  (1, 1, — 1) 
e  parallela  alla  retta  «;««—  1,  y  ^Zz-\-2;  b)  passante  per  il  punto 
( — 1,2,2)  e  parallela  ai  due  piani  a?  —  «? -f  1  =  0,  2»  + 3y  — 3«  =  0; 
0)  che  passa  per  il  punto  (0, 1,  —  1)  e  incontra  le  rette  x  =  ^  =  Zz  —  1, 

— - —  =  y — 2=  —  z;  d)  che  passa  per  il  punto   (1, — 1,2).   incontra 

la  retta  «  =  3,  y  =  z — 2,   ed  è  parallela   al   piano  a?  — 2y  —  z  =  Oi 

e)  che  incontra  le  due  rette  x=^y  =  Zf    x  —  l=y-i-2=  —  0,  ed  è  pa- 
rallela ad  uno  degli  assi. 

10)  Determinare  le  coordinate  del  punto  d'intersezione  del  piano 
2aJ-fy  —  2«  4-3  =  0  colla  retta  x  =  2z —  1,  y  =  z-^ì. 

11)  Le  due  rette 

X  —  x'  _y — y'  _  z — z'         x  —  x'  _y  —  y'  __  z — z' 
l      "~     w     "~      n     *  F      ~     m'    ~     W 

passano   pel   punto   {x^^y^z');   scrivere  l'equazione   del  piano  che  le 
contiene. 

12)  Trovare  l'equazione  del  piano  contenente  le  due  rette  parallele 
X — g/  _  y  —  y*  _  z  —  z'       x—xf'  _  y — y*'  _  z  —  s^' 


J 
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II.  —  13)  Dati  n  punti  dello  Bpazio  e  in  ooiriepondenza  n  numeri» 
si  definiBoa  il  baricentro  di  questi  punti,  presi  coi  pesi  uguali  ai  numeri 
dati,  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  nel  ccuso  di  punti  allineati  o 
giacenti  in  un  piano  (n.®  8,  ea.  9);  n.^'  23,  es.  9));  si  trovino  le  coordi- 
nate di  questo  punto,  e  si  consideri  il  caso  particolare,  in  cui  i  pesi 
sono  tutti  uguali 

14)  I  tre  segmenti,  che  congiungono  i  punti  medi  delle  coppie  di 
lati  opposti  di  un  tetraedro,  passano  per  uno  stesso  punto,  che  divide 
ciascuno  di  quei  segmenti  per  metà.  Quel  punto  è  pure  comune  ai 
quattro  segmenti,  che  congiungono  i  vertici  del  tetraedro  ai  baricentri 
delle  faccie  opposte,  e  divide  ciascuno  di  quei  segmenti  nel  rapporto 
di  3  ad  1.  Esso  è  il  baricentro  dei  vertici  del  tetraedro  presi  con  pesi 
uguali,  o,  come  suol  dirsi  brevemente,  il  baricentro  del  tetraedro. 


Capitolo  II. 
Distanxa,  angoli,  aree,  volumi. 

86.  Proiedoiii  paniiielt  di  segmtiiti.  —  Seguendo  lo  stesso 
ordine  tenuto  nella  geometria  piana  (n.°  24)  ^  alla  ricerca 
delle  formolo  esprimenti  i  principali  caratteri  metrici,  pre- 
mettiamo  alcune  nozioni   relative  alle  proiezioni  parallele. 

Nello  spazio  si  possono  considerare  proiezioni  sopra  una 
retta  secondo  una  data  giacitura^  oppure  sopra  un  pia/no  se- 
condo una  data  direzione. 

Per  definire  il  primo  tipo  di  proiezioni,  supponiamo 
data  una  retta  Xj  su  cui  sia  fissato  il  verso  positivo,  ed  un 
piano  ^  non  parallelo  ad  x.  Proiettare  sopra  la  retta  x  un 
punto  A,  secondo  la  giacitura  ^  (o  parallelamente  al  piano  ^), 
significa  costruire  il  punto  A'  intersezione  della  x  col  piano 
parallelo  a  ^  condotto  per  A.  I  punti  di  un  segmento  AB 
hanno  le  proiezioni  nei  punti  di  un  segmento  A^  B%  il  quale, 
preso  col  segno  che  gli  spetta,  dicesi  proiezione  dì  AB.  I 
lati  di  ima  spezzata  A  B  CD  . . .  hanno  come  proiezioni  i 
segmenti  consecutivi  A^B%  B'C%  C^D%  ...,  la  cui  somma 
(algebrica)  dicesi  proiezione  della  spezzata.  Anche  qui  la  prò- 
iezione  di  ima  spezzata  è  uguale  aUa  proiezione  del  segmento^ 
che  ne  congiunge  gli  estremi;  e  dus  spezzate  aventi  gli  stessi 
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estremi  danno  proiezioni  uguali  (sopra  una  stessa  retta,  se- 
condo una  stessa  giacitura). 

a)  Si  parta  dai  tre  assi  coordinati  x^  y^  z^  e  si  conside- 
rino le  proiezioni  A'B\  A"B^%  A'"B'"  di  uno  stesso  seg- 
mento AB^  sopra  x  parallelamente  2A  yz^  sopra  y  paralle- 
lamente a  21  a;,  sopra  z  parallelamente  ^xy\  quelle  proiezioni 
diconsi  le  componenti  del  segmento  AB,  secondo  gli  assi  x,  y,  z. 
I  sei  piani  condotti  per  ^4  e  £,  mediante  i  quali  si  esegui- 
scono le  proiezioni  nominate,  limitano  un  parallelepipedo, 
in  cui  Aj  B  sono  vertici  opposti,  ed  i  cui  lati  sono  equipol- 
lenti aUe  componenti  del  segmento. 

Con  tre  segmenti  equipollenti  alle  tre  componenti,  si 
può  (in  più  modi)  formare  una  spezzata  trilatera  (ad  esem- 
pio  APQB)   avente   come   estremi   -4    e   J5.   Se  («,  y,  z)j 

(«',    y',    z')    sono    le 


coordinate  di^,  J3, 
le  dette  componenti 
valgono  ordinata- 
mente 


X' 


«,  y  -y,  «  — «, 


e  divengono  le  coor- 
dinate di  J3,  se  i4  cade 
neU'origine. 

h)  Useremo  di  so- 
lito proiezioni  ortogo- 
nali^ mediante  piani 
normali  alla  retta  so- 
pra cui  si  proietta. 
Fra  un  segmento  AB  appartenente  ad  una  retta  r,  su 
cui  sia  fissato  il  verso  positivo,  e  la  sua  proiezione  ortogo- 
nale A'B'  sopra  una  retta  a?,  passa  la  relazione 

A'B'  =^AB  ao^xr,, 

la  proiezione  ortogonale  di  un  segmento  sopra  una  retta  è  data 
(in  valore  e  segno)  dal  prodotto  del  segmento  obiettivo  per  il 
coseno  dalVangolo  formalo  daUe  rette  contenenti  il  segmento  e 
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la  proiezione.  Infatti,  se  il  segmento  AB  si  sposta  paralle- 
lamente a  sé  stesso,  non  variano  né  in  valore,  né  in  segno, 
le  quantità  che  entrano  nella  relazione  scritta;  ora  questa 
sussiste  (n.°  24)  se  A  cade  su  «,  perchè  allora  la  figura  è  con- 
tenuta nel  piano  xr,  quindi  sussiste  in  ogni  caso  (^). 

87.  Proiaiioiit  ili  un'area.  —  Se  per  i  punti  ^,  £,  ... 
dello  spazio  si  conducono  rette  parallele  ad  una  retta  asse- 
gnata r,  e  si  determinano  le  intersezioni  di  queste  con  un 
piano  fisso  ^,  non  parallelo  ad  r,  i  punti  A%  J?%.-.,  che 
cosi  si  ottengono,  diconsi  proiezioni  di  Aj  B^  ...  su  ir  se- 
condo la  direzione  r  ;  o,  brevemente,  proiezioni  ortogonali 
su  iTy  se  r  è  normale  a  n. 

I  punti  di  un'area,  situata  in  un  piano  p,  si  proiettano 
nei  punti  di  un'area  di  ^,  area  proiezione.  Ora,  nel  caso  di 
proiezioni  ortogonali,  vale  il  teorema: 

La  proiezione  ortogonale  di  un^area^  situata  in  un  pianOj 
sopra  un  secondo  pioMO^  è  uguale  oXOarea  obiettiva  moUipli- 
cata  per  il  coseno  del  diedro  dei  due  piani. 

La  dimostrazione  si  fonda  su  questi  due  lemmi,  che  si 
giustificano  subito: 

1)  un  segmento  del  piano  p,  che  sia  parallelo  alla  retta  Uj 
intersezione  dei  due  piani,  ha  per  proiezione  ortogonale  sul 
piano  ^  un  segmento  parallelo  ad  Uj  ed  uguale  al  segmento 
obiettivo; 

2)  un  segmento  di  p,  che  sia  perpendicolare  ad  ti,  ha  per 
proiezione  ortogonale  su  ir  un  segmento  perpendicolare  ad  u, 
ed  uguale  al  segmento  obiettivo  moltiplicato  per  cos  n  p. 

Ora  sia  A  l'area  di  una  figura  di  p,  e  A^  l'area  della 
proiezione  ortogonale  su  ir.  Se  la  prima  figura  è  un  triangolo 
con  un  lato  parallelo  ad  Uj  allora  certo  vale  la 

(1)  A'  =  AcOSirp, 

giacché  U  triangolo  e  la  sua  proiezione  hanno  due  lati  uguali, 
e  le  altezze  corrispondenti  nel  rapporto  cos  np.  D'altra  parte. 


(^)  I  TÌBultati  di  quefito  n.^  possono  enunciarsi  ool  linguaggio  della 
teoria  dei  yettorì,  estendendo  allo  spasìo  FOss.  ohe  segue  il  n.*'  24. 
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un  triangolo  qualsiasi  dato  su  p,  mediante  una  retta  paral- 
lela ad  u  condotta  per  un  vertice,  si  scompone  in  due  trian- 
goli che  si  trovano  nelle  condizioni  suddette  ;  e  poiché  la  (1) 
vale  per  i  triangoli  parziali,  vale  anche  per  il  triangolo  to- 
tale. Finalmente  la  (1)  si  estende  ai  poligoni  (che  mediante 
diagonali  si  scompongono  in  triangoli),  e  alle  figure  limitate 
da  contorni  curvilinei,  che  possono  riguardarsi  come  limiti 
di  poligoni  iscritti. 

88.  Distanza  ili  due  punti.  —  Biprendiamo  i  tre  assi  car- 
tesiani X,  jfj  Zj  che  supponiamo  ortogonali^  cioè  perpendico- 
lari a  due  a  due,  ogniqualvolta  dovremo  stabilire  relazioni 
metriche;  ciò  per  evitare  inutili  complicazioni. 

Siano  P  (a:,  y,  «),  P'  («',  y',  z^)  due  punti  appartenenti 
ad  una  retta  r,  su  cui  sia  fissato  arbitrariamente  il  verso 
positivo.   Consideriamo   il  segmento  PP'  ^  d  (in  valore  e 

segno),  e  le  sue  componenti  secondo 
gli  assi,  che  valgono 

X  ^  7f  —  «, 

y  =  y'  -  y, 

Z  =  zf  —  z. 

Con   tre  segmenti  equipollenti  a 

queste   possiamo    formare,    come 

Y   si    disse,   una   spezzata   trilatera 

PQBP'j   di  cui  il  segmento  PP" 

congiunge  gli  estremi.  Proiettiamo 

ora  una  prima  volta  il  segmento 

PP^y  una   seconda  volta  la  spezzata  PQBP'j  sopra  una 

retta  qualunque  s  dello  spazio,  ed  uguagliamo  le  proiezioni  ; 

si  ha  così: 


(1) 


d  cos  r»  =  Z  cos  a?«  -f  J  cos  y  «  +  Z  cos  zs. 


Facendo   coincidere  8  successivamente   cogli  assi  x^  y,  Zj  e 


1C 


ricordando  che,  per  ipotesi,  ajy«=x«=y2  =  -5-,  abbiamo 


<2) 


d  cos  xr  =  X,      d  cos  yr=Y,      d  eoa  zr  =  Z; 
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finalmente,  facendo  coincidere  8  con  r, 

(3)  d  =  X  cos  xr-^Y  cos  yr  +  Z  cos  zr. 

Per  approfittare  di  queste  formole,  moltiplichiamo  anzi- 
tutto la  (3)  per  d,  e  sostituiamo  nel  secondo  membro,  al 
posto  di  d  cos  xfy  ...y  i  valori  dati  dalle  (2).  Avremo  : 

ossia 

(4)  cP  =  (a/  -  a?)2  +  iy'  -  yf  +  (s/  -  z)\ 

U  quadrato  deUa  dista/nza  di  due  punti  è  uguale  aUa 
somma  dei  quadrati  delle  differenze  tra  le  coordinate  omonime 
dei  purUi  stesai  (cfr.  n.^  26). 

89.  Relazioni  angolari.  —  Se  invece  nella  (3)  sosti- 
tuiamo, al  posto  di  X,  Yj  Z,  i  valori  dati  dalle  (2),  e  divi- 
diamo poi  per  (Z,  abbiamo 

(5)  cos^  xr  +  cos^  yr  +  cos*  zr  =  1. 

I  coseni  degli  angoli,  che  una  retta  forma  cogli  assi 
coordinati,  diconsi  brevemente  coseni  di  direzione  della  retta; 
concludiamo  quindi: 

La  somma  dei  quadrati  dei  coseni  di  direzione  di  una 
retta  è  uguale  ad  1. 

Eseguendo  ora  le  stesse  sostituzioni  (2)  nella  (1),  e  di- 
vìdendo per  d,  avremo 

(6)  cos  rs  =  cos  or  •  cos  a;«  +  cos  yr  •  cos  y«  -h  cos  «r  •  cos  zs. 

n  coseno  delV  angolo  di  Aue  rette  è  uguale  aUa  somma  dei 
prodotti  dei  coseni  di  direzione  deWun^  retta  per  i  corrispon- 
denti coseni  della  seconda  (cfr.  n.^  26). 

90.  Coseni  di  direzione  di  una  retta.  —  Date  le  equa- 
zioni di  una  retta  r  sotto  la  forma 

x—a/  _  y—y'  _  z  —  z" 
^^^  l      ^     m  W~' 

si  osservi  che,  se  P  (a:,  y,  «),  P'  {x^^  y%  z^)  sono  due  punti 
della  retta,  i  numeratori  delle  (1)  esprimono  le  proiezioni 
ortogonali  del  segmento  P'P  sui  tre  assi  coordinati  (n.^  86), 


À 
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e  possono  quindi   esser  sostituiti  da  P'P  cos  w,  F'F  oos  yr, 

P'P cosar.   Sopprimendo   il  fattor  comune  F'P^  otteniamo 

cosar  _  cosyr  _  cosar 

l      "      m  n      ^ 

ossia,  indicando   con  p  il  valor  comune   incognito  delle  tre 

frazioni, 

coB  xr=lpj      QOByr  =  mpy      cob  zr  =  np. 

Per  calcolare  p,  eleviamo  a  quadrato  queste  e  sommiamo; 

ricordando  la  (5)  del  n.°  89,  avremo 

l==(P  +  w2  +  n^)p2, 

da  cui 

^ 1 

e  quindi 

2  m 

cos  xr  = .  ,    cos  yr  = 


n 

cos  zr  =  .  • 

±  V  P  +  m*  +  w^ 
Il  radicale  va  preso  coUo  stesso  segno  nelle  tre  frazioni,  ma 
questo  è  arbitrario,  finché  non   sia  fissato  il  verso  positivo 
su  r.  In  parole: 

I  coseni  di  direzione  di  una  retta^  le  cui  equazioni  siano 
scritte  sotto  la  forma  (1),  sono  proporzionali  ai  denominatori^ 
e  si  otten^gono  dividendo  questi  per  la  radice  quadrata  della 
somma  dei  loro  quadrati. 

Se  la  retta  è  data  invece  mediante  equazioni  ridotte 
(r)  x=^lz-\-py      y  =  mz  +  qj 

ossia  (n.°  80) 

w—p  _  y—q  _  « 
l      ~      m     ""T' 
basta  porre  n  =  1  nelle  f  ormole  precedenti  ;  risulta  cosi  che 
i  coseni  di  direzione  della  retta  {V)  sono  proporzionali  a  1, 
m,  1,  6  son^  dati  precisamente  da 

l                                              m 
ooBxr^ =  ,    cosw= — ,  ,  , 

\^  ì 


j  COS  zr  = 


1 

±  V/  P  +  w^  +  1 
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Segaono  di  qua  i  significati  geometrici  dei  coefficienti  Z,  m 
nelle  equazioni  ridotte  (1'): 

,       cos  xr  coB  yr 

cosar  '  cos^^T 

Bitomando  alle  (1),  risulta  che  le  equaaiani  delia  retta 
uscente  dal  pv/nto  (x^,  y',  z^^  e  formante  cogli  aesi  coordinati 
X,  y,  z  gli  angoli  se,  ^^  y  rispettivamente^  possono  scriversi 
sotto  la  form,a  (detta  normale) 

cos  a    "    COS  P    "~    COB  y 

Queste  rappresentano  la  retta  orientata;  invertendo  il 
verso  sopra  di  essa,  mutano  segno  i  tre  denominatori.  Il 
valore  t  comune  alle  tre  frazioni  rappresenta  la  distanza  del 
punto  fisso  (a:',  y',  z')  dal  punto  variabile  (a:,  y,  z).  Espri- 
mendo queste  ultime  coordinate  in  funzione  di  tj  si  i>os- 
sono  sostituire  alle  (3)  le  equazioni 

(4)       x  =  x'  -\-t  cos  a,    y  =  y'  +  «  cos  p,    «  =  «'  +  ^  cos  y, 

che  diconsi  parametrichey  perchè  danno,  per  ogni  valore  del 
parametro  tj  le  coordinate  di  un  punto  della  retta. 

91.  Angolo  di  due  rette,  —  Per  determinare  il  coseno 
dell'angolo  formato  dalle  due  rette  (incidenti  o  sghembe) 

x—xo      y  — yo      z—zo 


r) 


l  m  n 

X — a/      y  —  y^_  z—z' 


t  m  n 

si  calcolino  i  coseni  di  direzione  delle  rette  stesse: 

l 
cosxf= — - ,  ecc., 

±  V  P  4-  w*  +  n* 

V 

cos  xs  = : ,  ecc., 

e  si  sommino  i  prodotti  dei  coseni  relativi  ad  r,  per  gli  omo- 
loghi coseni  relativi  ad  s  (n.^'  89,  (6)  )  ;  si  giunge  cosi  al  ri- 
sultato: 


164  PABTB  n,  CAP.  U.  N.  92 


n  coseno  deWangolo  delle  due  rette  t,  b  è  espresso  daUa 
forinola 


C08  r«  = 


±  V/  P  +  w2+n2  V/  i'^  +  W2  H-  n'^  ' 


il  segno  è  ambiguo,   finché  sulle  rette    non   siano  fissati  i 
versi  positivi. 

La  condizione  di  ortogonalità  (fs  «  -^ ,  anche  se  le  rette 

2 

sono  sghembe  (^)  )  è  data  da 

(6)  IV  +  mm'  +  nn'  =  0. 

Per  calcolare  il  seno  dell'angolo  r  9  si  osservi  che 

sen^  r«  =  1  —  cos*  rs 

^  (P  -f  m^  +  n»)  (r^  +  m^g  +  n'^)  —  {IV  +  mm'  +  nn')^ 

i      m      n     * 


(P  4-  m^  +  n2)  (r*  +  w'»  +  n'*) 
e  finalmente  (^) 

^^  {e  di^  rette  r,  s  «ono  dot^  mediante  equazioni  ridotte 

r)  X  =  Iz   +  Pj       y  ^  mz  +  Qj 

s)  X  =  Vz  +  p',      y  =  m'z  +  g', 


(^)  Se  la  retta  «  è  la  perpenàieolare  calata  su  r  dal  punto  (a;%  y\  «^), 
oltre  la  condizione  di  ortogonalità  (6),  deve  esser  soddisfatta  la  con- 
dizione di  incontro  fra  r  ed  9  (n.^  84).  Si  hanno  co^  due  relazioni 
lineari  ed  omogenee  fra  2%  m\  n\  le  quali  determinano  i  mutui  rap- 
porti di  queste  incognite. 

(')  Il  valore  di  sen  r«,  che  si  ottiene  estraendo  la  radice  quadrata, 
può  sempre  assumersi  positivo,  purché  si  convenga  di  indicare  con  rs 
rangole  positivo  minore  di  due  retti»  che  r  forma  con  8, 
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mUe  formale  precedenti  si  parrà  n  =  n'  =  1  ;  si  ottiene  così, 

ad  es., 

ir  +  mm'  +  1         

(5  )         cos  rs  = .  ,  .  ==* 

92.  Equazioni  normale  di  un  plano*  —  Per  ottenere  for- 
inole analoghe,  relative  a  piani,  conviene  anzitutto  scri- 
vere sotto  una  forma  particolare  Pequazione  di  un  piano 
(cfr.  n.°30). 

Sia  dato  un  piano  n  mediante  l'equazione  generale 

(1)  aa?  +  6y  -f  c«  +  d  =  0; 

conduciamo  ad  esso  la  normale  n  dall'origine,  la  quale  in- 
contri il  piano  in  2^,  e  su  quella  fissiamo  ad  arbitrio  il  verso 
XK>8itivo,  ad  es.  da  O 
verso  Nj  se  il  piano 
non  passa  per  O.  Po- 
niamo ON  =  p  (in  va- 
lore e  segno),  e  chia- 
miamo a,  ^,  y  gli  an- 
goli, che  la  normale  n 
forma  cogli  assi  coor- 
dinati Xy  y,  z.  Osser- 
viamo i>oi  che  il  seg- 
mento ON  =  p  è  la 
proiezione  ortogonale, 
sopra  n,  di  ciascuno 
dei  segmenti  OA^  OBj  OCj  che  il  piano  stacca  sugli  assi,  a 
partire  dall'origine;  ciò  almeno  nella  ipotesi,  in  cui  per  ora 
ci  mettiamo,  che  i  punti  u4,  £,  C  esistano  e  siano  diversi 
da  O,  vale  a  dire,  che  le  quantità  a,  6,  o,  d  siano  tutte 
diverse   da   zero.   Bicordando    i    valori   di   quei    tre   seg- 

1 
e 

cos  a  =  p  e  le  analoghe,  ossia 

COS  fi        cos  7 


menti 


'(-T'-T.-T' -"'•)• 


otteniamo  la  relazione 


cos  g 
a 


Z 
d 
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od  anche,   indicando   con  p  il  valore   comune   dei  quattro 
rapporti, 

(2)         Qo^oL^ap^    cosp  =  6f>,    cos  7  =  0f>,     —  p  =  dp. 

Le  tre  prime,  quando  si  tenga  conto  della  relazione  fra 
i  coseni  di  direzione  di  una  retta  (n.°  89),  ci  permettono  di 
calcolare  p.  Si  trova 

e  quindi 

COSa=  ^   j  ,      COSp  = 


(4) 


COS  y  = 


(5)  -  p  = 


±  V/  a^  +  6*  +  o"  ' 
d 


±  \/  a*  +  6^  +  0*  '  - 

l'ultima  delle  quali  permette  di  decidere  il  segno  del  radi- 
cale, quando  si  osservi  che  p  ha  un  segno  determinato, 
ad  es.  positivo,  in  relazione  col  verso  positivo  fissato  su  n. 
Moltiplicando  la  (1)  per  p^  e  tenendo  conto  delle  (2),  la 
equazione  del  piano  si  presenta  sotto  la  forma  normale 

(6)  X  COS  a  +  y  COS  p  4-  «  cos  r  —  p  —  0, 

la  quale,  in  virtù  delle  (4),  (5),  coincide  termine  a  termine 
colla  equazione 

quando  in  questa  si  stacchino  i  termini  contenenti  le  singole 
variabili  ed  il  termine  noto. 

Ora  questi  risultati,  ed  anche  le  stesse  relazioni  (2), 
valgono,  qualunque  sia  la  posizione  del  piano  n  rispetto  agli 
assi.  Infatti,  se,  ad  es.,  n  è  parallelo  all'asse  a;,  nella  prima 
delle  (2)  si  ha  a  =  0,  cos  a  :=  0,  mentre  le  altre  rimangono 
inalterate;  se  n  passa  per  0,  nell'ultima  delle  (2)  si  porrà 
(1  =  0,  p  =  0,  mentre  le  rimanenti   sussistono,  come  si  veri- 
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flcherebbe  sostituendo  per  un  momento  ad  piano  it  un  piano 
parallelo.  Ooncludiamo  che: 

La  equazione  di  ogni  piano  può  scriversij  assumendo 
come  coeffiderUi  delle  variabili  Xj  j^  z  i  coseni  di  direzione 
di  una  normale  al  piano,  e  come  termine  noto  la  distanza, 
cambiata  di  segno,  deWorigvne  dal  pia/no.  La  equazione  gene- 
rale (1)  di  u/n  piano  si  traduce  nella  formai  normale  {6),  di- 
videndone il  primo  membro  per  la  radice  quadrata  della  somma 
dei  quadrati  dei  coefficienti  détte  variabili. 

Giova  pure  tener  presente  il  risultato  contenuto  nelle 
equazioni  (4): 

I  coseni  di  direzione  della  normale  ad  un  piano  sono 
proporzionali  ai  coefficienti  détte  variabili  nella  equazione  ge- 
nerale del  piano,  e  si  ottengono  dividendo  i  detti  coefficienti 
per  la  radice  quadrerà  della  somma  dei  loro  quadrati. 

93.    La  distanza  di  un   punto  da  un  piano.  —  Sia  P 

{x%  y',  z')  il  punto,  ed  il  piano  n  sia  dato  mediante  la  equa- 
zione normale 

X  cos  a  +  y  cos  p  +  «  cos  7  —  p  =  0. 

Sì  conduca  per  P  il  piano  parallelo  a  n,  il  quale  seghi  n 
in  JT',  e  si  ponga  OW  =  p'  (v.  flg.  a  pag.  155)  ;  l'equazione 
normale  di  questo  nuovo  piano 

X  cos  oi  +  y  cos  ?  +  z  cos  y  —  p'  =  0, 

dovrà  esser  soddisfatta  dalle  coordinate  di  P;  segue 

p'  =r=  x'  cos  a  +  y'  cos  p  H-  «'  cos  y. 

Ora  la  distanza  S  =  PQ  ^  N'N  dal  piano  n  è  data  da  (cfr. 
n.«  31) 

(8)     (^  =  p  —  p'  =  ~  {x'  cos  a  +  y'  cos  p  H-  2?'  cos  7  —  p); 
dunque: 

La  dista/nza  di  un  punto,  di  date  coordinate,  da  un  pia/no, 
di  data  equazione  normale,  è  il  valore  opposto  a  quello  che 
assume  il  primo  membro  della  equazione  stessa,  quando,  al 
posto  delle  variabili,  si  sostituisca/no  le  coordiruxte  del  punto. 
Qui  la  distanza  figura  con  un  segno,  che  è  il  segno  di  PQ, 
quando  sulla  retta  PQ  si  assuma  lo   stesso   verso  positivo 
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di  n.  Tutti  i  punti  dello  spazio,  che  stanno  da  una  stessa 
banda  di  fr,  ad  es.  da  quella  contenente  Porigine,  hanno  dal 
piano  distanze  positive  ;  i  punti  dell'altra  regione  hanno  di- 
stanze negative. 

Se  il  piano  è  dato  mediante  una  equazione  generale,  si 
ha  (n.«  92): 

La  distanza  del  punto  P  (x^,  y^,  z')  dal  piamo 

ax  +  by  +  cz  +  d  ==  0 
è  espressa  da 
(9)  s=  as/  +  by'  +  cz'  +  d 

n  segno  del  radicale  può  esser  regolato  in  modo,  che  la  di- 
stanza dell'origine  dal  piano  riesca  positiva  (se  d  4=  0). 

OtMfvailOM.  —  La  (9)  oi  fa  vedere  ohe  il  valore  assalito  dal  primo 
membro  deUa  equazione  generale  dì  nn  piano,  quando  al  posto  delle 
variabili  si  pongono  le  coordinate  di  un  punto  dato  P,  diflerìsce  per 
un  fattore  costante  dalla  distanza  di  P  dal  piano,  ed  assume  l'uno  o 
l'altro  segno,  secoodo  ohe  P  si  trova  dall'una  o  dall'altra  banda  ri- 
spetto al  piano. 

94.  Retta  e  piano  perpendicolari.  —  Una  retta  uscente 
dal  punto  P  (x%  y%  z% 

x  —  Tf  ^  y-^y'  ^  z  —  Tf 
l  m  n      ^ 

è  perpendicolare  al  piano 

n)  aa:  +  6y  +  02!  -f  d  =  0, 

se  i  coseni  di  direzione  della  retta,  che  sono  proporzionali 
ad  I,  m,  n  (n.°  90),  uguagliano  i  coseni  di  direzione  della 
normale  al  piano,  che  sono  proporzionali  ad  a,  6,  0  (n.^'  92), 
se  adunque  Z,  m,  n  sono  proporzionali  ad  a,  b^  0.  Assu- 
mendoli uguali  (come  è  lecito),  si  ha  il  risultato: 

La  retta  uscente  dal  punto  (x\  j%  z^),  e  perpendicolare 
al  piano 

aa;  +  6y  +  o«  +  d  =  0, 

ha  le  equazioni 

X — a?'  ^  y—y'  _  z — «' 
a      ^      b      ^      e      ' 
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In  particolare,  se  il  ponto  è  Porigine,  la  retta  sarà 

X       y       z 
a        h        c 

Similmente  si  vede   che  il  piano   perpendicolare  alla 
retta  r,  condotto  per  il  punto  (a^o,  2^09  ^)y  ba  l'equazione 
l{x  —  xq)  -\-  m  {y  —-  yo)  +  n  («  —  «0)  =  0. 

9S.  Diedro  di  due  plani;  angolo  di  una  retta  con  un 
plano.  —  Nei  problemi  ove  intervengono  angoli  di  piani, 
o  di  piani  con  rette,  giova  sostituire  a  ciascun  piano  una 
retta  normale,  per  ridursi  cosi  a  questioni  già  trattate. 

Ad  es.  il  diedro  dei  due  piani 

n)  a»  +  6y  4-  02?  +  d  =  0, 

ff")  a'x  +  6'y  -f-  o'jj?  +  d'  «  0 

uguaglia  l'angolo   (preso  con\enientemente)  delle  due  rette 
normali  a  quei  piani  condotte  dall'origine, 

n)  £-  =  X  =  ^ 

afro' 


^0  ^--^J-^    1 


X  _  y  _^ 

dunque  (n.'  91): 

n  diedro  dei  due  piani  ^,  n'  è  determinato  daUe  forinole 

aa'  +  hV  +  ccf 


COS  nit'  = 


±  S/lfTW^Té'  V/a'«  +  ft'a  +  0^2  ' 


__  {aV  ^  a^hf  +  {a&  -^  a'cf  +  (hif  ^  Vof 
^  "■  (a^  +  6*  +  (?)  (a'^  4.  J'»  +  c^) 

La  condizione  di  ortogonalità  fra  i  due  pia/ni  è 

aa^  +  by  +  o^j'  =  0. 
Similmente,   se  è  richiesto   l'angolo   del  piano  n  colla 

retta 

X—  x^      y  —  v'      z  —  z' 

r)  — = — ^^ 2-== — ^ 

l  m  n 

si  conduca  la  normale  n  al  piano  ^,  e  si  osservi  che  l'angolo 

rn  è  il  complemento  dell'angolo  r^;  dunque 

al  +  bm  +  cn 


senr/r  =  cos  rn 


±  V/  a2  +  62  ^  o2  \/l2  +m^  +  n'^ 


à 


160 
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L'annullarBi  del  numeratore  esprime  questa  volta  il  paral- 
lelismo fra  la  retta  r  e  il  piano  n,  come,  per  altra  via,  si 
era  veduto  (n.°  83). 

M.  Arsa  di  un  triangolo.  —  Per  calcolare  l'area  di  un 
triangolo  giova  il  seguente  lemma: 

Il  quadrato  di  un^area  piana  è  uguale  alla  somma  dei 
quadraci  dette  proiezioni  ortogonali  dett^area^  sopra  tre  piani 
mutuamente  perpendicolari.  Sia  A  l'area,  n  una  normale  aJ 

piano  che  la  contiene;  come 
piani  di  proiezione  si  assu- 
mano i  piani  coordinati. 
Poiché  il  diedro  formato 
dal  piano  di  A  col  piano  yz 

uguaglia  l'angolo  nx  delle 
due  normali,  sarà.  (n.°  87) 

A  jp  =  A  cos  no; 

la  proiezione  ortogonale 
dell'area  sul  piano  yz-j  e 
similmente  saranno 


Ay=cosny,  A«=Acosn2; 

le  proiezioni  sui  piani  zx^xy. 
Quadrando,  sommando,  e  ricordando  la  (5)  del  n.°  89,  si  ha 

A««A,2  +  Ay«  + A,S 

che  dimostra  il  lemma. 

Si  voglia  ora  l'area  A  del  triangolo  P1P2P8,  i  cui 
vertici  hanno  le  coordinate  Pi  (a?i,  yi,  zi)^  Pa  («2,  ^2,  H)j 
Ps  (^8)  ^8)  ^3).  n  triangolo,  proiezione  ortogonale  di  A  sul 
piano  a?y,  ha  i  vertici  P/  (a?i,  yi),  P%'  (oo^j  ^2),  Ps'  («s,  ys),  ed 
ha  quindi  l'area  {nP  33) 


A.  = 


x\    yi     1 

»2      ^2      1 

«3    ys    1 


Ck)n  permutazioni   circolari  di  a:,  y,  z  si   ottengono  le  aree 


-rei    ? 
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delle  altre  due  proiezioni  A^;,  A^;  quadrando  e  sommando, 
in  virtù  del  lemma  precedente,  si  trova 


(1) 


^-4-S 


xi  yi  1 

2 

y\  Zi  1 

2 

«1  «1  1 

x%  y%  1 

+ 

^2  «2    1 

+ 

Z%   X2   X 

a?8  yz  1 

ys  «8 1 

Zz  X%   1 

2 


0; 


97.  Volumi  di  un  tttratdro.  —  H  tetraedro  sia  deter- 
minato dal  triangolo  PxP^Pz  che  precede,  e  dal  vertice 
Pé  (x^j  y^j  Zé).  Calcoliamo  anzitutto  la  distanza  P4  Qé  del 
quarto  vertice  dalla  faccia  opposta.  Questa  faccia  ha  l'equa- 
zione (n.°  74) 

X    y    z     1 
xi   yi   Zi    1 

Xi   y2   Zi   1 

xs    yz   Zz   1 

quindi  Pi  Qa  è  dato  (nP  93)  da  una  frazione,  il  cui  numera- 
tore è  il  valore  assunto  dal  determinante,  quando  al  posto 
delle  variabili  si  sostituiscono  le  coordinate  {x^y  y^y  Zi)  di  P4; 
ed  il  denominatore,  essendo  la  radice  quadrata  della  sonmia 
dei  quadrati  dei  complementi  algebrici  6i  x^  yjZ  nel  deter- 
minante scritto,  è  uguale  a  2  A,  in  virtù  della  (1)  (n.<>  96). 
Si  ha  cosi  la  relazione 


PéQi 


Xi 

y* 

Zi 

1 

1 

«1 

Vi 

«1 

1 

2A 

«» 

Vi 

«2 

1 

«» 

Vi 

«. 

1 

Se  poi  si  ricorda  la  f ormola  di  geometria  elementare,  che 
esprime  il  volume  di  un  tetraedro, 

P,P3P8P4  =  -jA.P4^4, 

si  trova  in  fine,  trascurando  i  segni. 


(2) 


P  P  p  p  ^ 


6 


Xi    yi 

Zi 

1 

X2    y2 

Z2 

1 

xs   yz 

Zz 

1 

Xé   yi 

Zi 

1 

11 
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Il  volume  di  un  tetraedro  è  dato  da  un  sesto  del  determi- 
nante jormaAo  eolle  coordinate  dei  vertici  e  coUe  unità.  Si  con- 
fronti Panaloga  formola,  che  dà  l'area  di  un  triangolo  in 
geometria  piana  (n.o  33). 

L'annullarsi  del  determinante  è,  come  già  sappiamo 
{nP  74),  la  condizione  perchè  i  quattro  vertici  stiano  in  un 
piano. 

OsianrailOM.  —  Al  volume  dì  un  tetraedro  F^T^^^  si  può  attri- 
buire un  segno  ooUa  seguente  oonvenzione. 

Si  immagini  un  osservatore  coi  piedi  nell'interno  del  triangolo  P,PgP, 
ed  il  capo  dalla  banda  di  P^.  Un  punto,  che  descrìva  il  perimetro  del 
triangolo  PiPgP,  incontrandone  i  vertici  nell'ordine  scrìtto,  apparirà 
ruotare,  rispetto  all^osservatore,  in  un  verso  determinato.  Se  questo 
verso  è  positivo  (cioè  da  sinistra  verso  destra),  si  riguarderà  come  po- 
sitivo il  volume  del  tetraedro;  altrimenti  si  riterrà  negativo  (^). 

Volendo  ora  esaminare  se  la  formola  (2)  valga  anche  nel  segno,  si 
noti  che,  quando  il  vertice  P^Ca^^,  y^^  «J  varia,  mentre  P,,  P„  P,  restano 
fissi,  il  primo  membro  della  (2)  cambia  segno  ogniqualvolta  P^  attra- 
versa il  piano  P.P^P^,  passando  dall'una  aU'altra  banda,  e  solo  in 
questo  caso.  Ma  nel  tempo  stesso  cambia  segno  anche  il  determinante 
a  secondo  membro,  come  risulta  dalla  osservasione  del  n.^  93.  Dunque* 
per  ogni  posizione  di  P^,  i  due  membri  della  (2)  hanno,  o  sempre  lo 
stesso  segno,  o  sempre  il  segno  opposto;  e  lo  stesso  fatto  si  verifica 
variando  gli  altri  vertici.  Per  decidere  quale  dei  due  casi  si  presenti, 
si  consideri  il  tetraedro  che  ha  i  vertici  (0, 0, 0),  (1, 0^  0),  (0, 1, 0),  (0, 0, 1), 
il  cui  volume  è  positivo  per  definizione.  Poiché  il  determinante,  ohe 
si  trova  nella  (2),  acquista  in  corrispondenza  il  valore  —  1,  concludiamo 
che  la  formola  (2)  vale  anche  nei  segni,  quando  a  secondo  membro  si 
premetta  il  segno  — . 

98«  Minima  distanza  fra  due  ratte.  —  Per  fare  una  ap- 
plicazione di  varie  formolo  precedenti,  proponiamoci  di  de- 
terminare la  minima  distanza  fra  le  due  rette 

fi) 


r^) 


X 

l: 

«1 

=s 

y_ 

-Vi 

= 

z 

-2l 
»1 

> 

X 



*a 

s 

t 

m^ 

- 

z 

h 

• 

0)  81  può  aDOha  dire  ohe  fi  votame  è  poattiTo  ee  «d  on  oMenratote,  ohe  abbto  I  piedi  la  Pt 
e  d  otpo  tal  Pa,  Il  Tene  da  Pg  »  P4  appaio  prooedeie  da  alniatea  Teno  deit». 
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È  noto  che  per  minima  disianza  sì  intende  la  lunghezza 
del  aegmento  avente  gli  estremi  su  r^jf^j  e  perpendicolare 
ad  entrambe  le  rette;  segmento  ugnale  alla  distanza  fra  nn 
pmito  qualsiasi  di  r^,  ad  es.  (x^,  y^y  z^)j  ed  il  piano  n^  con- 
dotto per  fi  parallelamente  ad  r^. 

L'equazione  del  piano  ni  sarà  del  tijK) 

ax  +  by  -^  ez  +  d  ^  0; 

le  condizioni  di  contenere  la  retta  fi,  e  di  esser  parallelo 
alla  retta  fs,  sono  espresse  {nP  83)  da 

axi  H-  byi  +  ezi  +  d  =  0, 
ah  +  bmi  +  eni  =  0, 
aìi  +  bm2  +  ofis         »  0. 

Eliminando  a,  6,  6,  d  fra  le  quattro  ultime  relazioni,  sì  ot- 
tiene l'equazione  del  piano  sotto  forma  di  un  determinante 
di  quarto  ordine  uguagliato  a  zero;  e  questa  equazione  si 
riduce  subito  alla  seguente: 

x  —  xi       y  —  yi      Z'-zi 
(1)  Zi  mi  tii         *=  0. 

%i  m^  fi2 

Ora  la  distanza  del  punto  (rr2, 929  ^)  da  questo  piano  '  è 
espressa  dalla  formola  (n.^  93) 

X2  —  X1        Sfa— Sfi       «2 — «1 
Zi  mi  ni 

ìg  m^  ti2 


(2)  i  -  —p= 

V/(win2— «i2ni)*  +  (niZ2  — n2Zi)*  +  (ZiWi2—  femi)* 

che  dà  la  minima  distanza  rid^iestct.   Tenendo   conto   deUa 
formola  (7)  del  n/>  91,  la  (2)  può  anche  trascriversi  cosi: 


a<2  —  *i 
Zi 

h 


y2  — yi 

mi 
m^ 


Z2  —  Zi 

ni 
n2 


(2^)      <r  =  — = 

Vi*  +  ^i^  +  ^*  VV  4-  ^2*  +  n2«  senrir2 

L'annullarsi   del  numeratore  esprime  che  le  due  rette 
stanno  in  un  piano;  cfr.  n.°  84. 


(2'')      i  = 


sen  ri  r^ 


164  PASTE  II,  GAP.  n,  M.  98 

Si  noterà  che,  se  le  due  rette  n,  r^  sono  date  mediante 
le  loro  equazioni  normali  (n.^  90) ,  se  dunque  h,  .. .  ^  n^ 
sono  proprio  i  coseni  di  direzione  cos  ai,  . . . ,  cos  72  delle  rette 
stesse,  la  (2^  diviene 

«2  -  ^1       y%—  Vi       «2  —  «1 
cos  Al         cos  ^1         cos  ri 

cos  02  cos  ^2  cos  72 

Se  invece  la  retta  n  è  definita  come  congiungente  i 
punti  Pi  («1,  yi,  «1),  P'  (»',  y',  «')j  ©  la  *■»  come  congitmgente 
P2  («2,  y2,  «2),  P"  (a;'',  y'\  «'0?  i^^Ue  quali  ipotesi  possiamo 
porre  (n.®  73) 

Zi  =  «^  — «1,      Wi  =  y'  —  yi,      fh  =  2^  —  «1, 
fe  =  «"  —  a?2,     WI2  =  y''  —  y2,     n2  =  «"  —  «2, 
il  determinante,   che   entra  nella   (2^),    esprime   (n.°  97)  il 
sestuplo  del  volume  del  tetraedro  Pi  P'  P2  P",  mentre  i  ra- 
dicali danno  i  segmenti  Pi  P',  P2  P''  ;  e  la  f ormola  (2')  equi- 
vale alla  seguente 

(3)  6PiP'P2P''  =  PiP'-  P2P''  •c^8enrir2. 

Per  tradurla  in  parole,  si  chiami  (con  Gatley)  momevOo 
di  due  rette  sghembe  il  prodotto  della  loro  minima  distanza 
per  il  seno  dell'angolo  che  esse  formano;  si  avrà  allora  il 
teorema  di  Ohasi;bs:  il  sestuplo  del  volume  di  un  tetr<iedro 
è  espresso  dal  prodotto  di  due  lati  opposti  per  U  momento 
delle  rettej  cui  essi  appartengono. 

Ettrelzl  I.  —  1)  Una  retta  forma  oon  tre  absì  ortogonali  angoli 
ugoali;  qoal'è  il  comune  valore  di  questi  t 

2)  Un  piano  stacca  sui  tre  assi  coordinati  Begmentì  uguali;  si  calcoli 
il  diedro  formato  da  esso  coi  piani  coordinati. 

3)  Si  calcolino  i  coseni  di  direzione  delle  seguenti  rette:  a)  «  ■■  2f + 3, 
y^Z0-'l;h)20''y  +  Z0+l^O,x^^  +  g  —  l=O;o)ax  +  by  +  eg+d'mO, 

o'«  +  ft'y  +  o'«  +  d'  =  0;  d)  normale  al  piano  ^+  4y  —  50+1  =  0. 

4)  Dato  il  tetraedro  i  cui  vertici  hanno  per  coordinate  (0,  0»  2), 
(1,  0,  0),  ( — 2,  1,  0),  (1,  1»  1),  determinare  le  lunghcEse  dei  lati,  le  aree 
delle  facce  e  il  volume. 

6)  Trovare  l'angolo  delle  due  rette 

X  y  e  X  ^ 

2         \/Z         \/¥'      \/W 
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6)  Gli  spigoli  di  un  angolo  triedro  hanno  per  equABioni:  a?  »  2y  =  ;9, 
—  x^y^z,  x  =  —  3^  =  20;  sì  oaloolino  i  valori  delle  sue  f aooe  e  dei 
saoi  angoli  diedri.  Si  risolva  lo  stesso  problema  per  il  triedro,  i  oui 
spigoli  sono  le  bisettrici  delle  facce  del  triedro  xye, 

7)  Trovare  V  angolo  della  retta  x  ^20,  y  ^  e  +  l  col  piano 
05  —  3»  4-  2  a»  0. 

8)  I  punti  (1,  1,  1).  (1,-  1,-1).  (-  1, 1,-1),  (-1,-1,  1)  sono 
vertici  di  un  tetraedro  regolare.  Calcolare  le  lunghezze  dei  lati,  i  valori 
degli  angoli  piani  e  dei  diedri. 

9)  Bisolvere  l'analogo  problema  per  Tottaedro  regolare,  che  ha  per 
vertici  i  sei  punti  (db  1, 0, 0),  (0,  ±  1, 0),  (0, 0,  =4=  I). 

10)  Condurre  per  il  punto  (a/,  y',  ef)  il  piano  peri>endicolare  alla 
retta  a;  =  l0  +  p,  y  =  fiMr  +  §f,  e  determinare  la  intersezione  di  quello 
con  questa. 

11)  Determinare  la  diflt>anza  tra  il  punto  e  la  retta  dell'esercizio 
precedente  ;  in  particolare,  tra  il  punto  (2,  0,  —  1)  e  la  retta  a;  =  30  +  2, 
y  =  20 — 6.  (Un  primo  metodo  è  siiggerìto  dall'esercìzio  10);  si  pnò 
anche  cercare  la  distanza  del  punto  da  un  piano  generico  condotto 
per  la  retta,  disponendo  del  piano  in  guisa  da  render  massima  questa 
distanza;  o  finalmente  determinare  l'area  del  triangolo,  che  ha  un 
vertice  nel  punto  e  gli  altri  due  in  due  punti  scelti  sulla  retta.. .). 

12)  Condurre  per  il  punto  (3,  1, —  1)  il  piano,  che  è  parallelo  alla 
retta  a?  =  20  +  3,y==0,  ed  è  perpendicolare  al  piano  2a?  +  3y -49 +5=0. 

13)  Trovare  le  equazioni  della  retta  passante  pel  punto  {x\  y',  0^, 

e  che  incontra  la  retta  -r-  =  ~  =  —  sotto  un  angolo  di  60*,  ovvero 

le  è  perpendicolare.   (£s.  numerico:  il  punto  sìa  l'origine,  e  la  retta 
abbia  le  equazioni  x  +  2y  =  0,  op— 30+1  =  0). 

14)  Per  la  retta  x=^hi  +  p,  y^nw  +  q  condurre  un  piano,  ohe 
formi  con  un  piano  dato,  ax  +  hy  +  eg'\-d  =  Q,  un  diedro  dato, 
e  in  particolare  sia  perpendicolare  ad  esso.  (Es.  numerico:  la  retta  sia 
2x^ — y= — 20  +  2,  il  piano  sia  uno  dei  piani  coordinati,  ovvero  il 
piano  a;  —  y  +  0  +  laO,  eil  diedro  sìa  di  60*). 

16)  Dati  due  piani  paralleli 

ax  +  by  +  ce  +  d=iO,      ax  +  hy  +  ez  +  d'  =  0, 

calcolare  la  loro  distanza. 

16)  Date  due  rette  parallele 

X — a/  _  y  —  y'        0 — 0^        x—af'       y^y"  __  z  —  if' 
l       ~       m      ^       n      '  Z       *"       w  n      ' 

calcolare  la  loro  distanza. 

II.  —  17)  I  sei  piani  perpendicolari  agli  spigoli  di  un  tetraedro, 
nei  punti  medi  di  questi,  passano  per  uno  stesso  punto. 

18)  I  piani,  che  passano  rispettivamente  per  i  punti  medi  degli 
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spigoli  di  un  tetraedro,  e  sono  perpendicolari  agli  spigoli  opposti,  con- 
corrono  in  uno  stesso  punto. 

19)  Scrìvere  le  equazioni  dei  piani  bisettori  del  diedro  formato  da 
due  piani  dati. 

20)  Scrivere  le  eqnasioni  delle  bisettrici  dell'angolo  delle  due  rette 

X  —  a/  __  y  —  y^  _  e  —  e'        x —  x'        y  —  y'  _  z — s^ 
l       ~       m      ""       n      '  V       ■      m'      ""       n'     * 

21)  I  piani,  che  congiungono  gli  spigoli  di  un  triedro  colle  bisettrici 
delle  facce  opposte,  passano  per  una  stessa  retta;  cosi  pure  i  piani 
congiungenti  due  spigoli  colle  bisettrici  esteme  delle  facce  opposte,  ed 
il  piano  congiungente  il  terso  spigolo  colla  bisettrice  intema  della  terza 
faccia.  Le  bisettrici  esteme  delle  tre  facce  stanno  in  un  piano;  cosi 
pure  due  bisettrici  inteme  e  la  terza  bisettrice  estema.  (Come  triedro 
si  può  assumere  quello,  supposto  obliquo,  degli  assi  coordinati). 

22)  I  tre  piani  bisettori  intemi  dei  diedri  di  un  triedro  passano 
per  una  stessa  retta;  e  passano  pure  per  una  retta  due  piani  bisettori 
estemi,  e  il  piano  bisettore  intemo  relativo  al  terzo  spigolo.  I  tre  piani 
bisettori  estemi  segano  le  facce  opposte  in  tre  rette  di  uno  stesso 
piano  ;  e  così  per  due  piani  bisettori  intemi,  e  il  piano  bisettore  estemo 
relativo  al  terzo  spigolo  ('). 

23)  I  sei  piani  bisettori  intemi  dei  diedri  di  un  tetraedro  passano 
per  uno  stesso  punto;  così  pure  passano  per  uno  stesso  punto  i  tre  piani 
bisettori  esterni  relativi  al  tre  spigoU  di  uxia  faccia,  e  i  tre  piani  biset- 
tori intemi  relativi  ai  rimanenti  apigoU;  finalmente  passano  per  uno 
stesso  punto  i  due  piani  bisettori  intemi  relativi  a  due  spigoli  opposti, 
e  i  quattro  piani  bisettori  estemi  relativi  ai  rimanenti  spigoli.  Si  hanno 
così  complessivamente  8  punti,  che  sono  centri  di  sfere  tangenti  alle 
facce  del  tetraedro. 

24)  Se  in  un  tetraedro  due  coppie  di  spigoli  opposti  si  compon- 
gono di  rette  ortogonali,  la  stessa  proprietà  spetta  alla  terza  coppia. 

25)  Le  quattro  altezze  di  un  tetraedro  sono,  in  generale,  sghembe 
a  due  a  due;  però,  se  due  altezze  si  segano,  allora  si  segano  anche  le 
altre  due,  e  due  spigoli  opposti  del  tetraedro  sono  ortogonali;  se,  di 
più,  altri  due  spigoli  opposti  del  tetraedro  sono  ortogonali,  le  quattro 
altezze  passano  per  uno  stesso  punto. 

26)  Insieme  al  triedro  formato  dal  piani  aìix-{-hiy  •{•  oie=0  (»«  1, 2, 3) 
si  consideri  il  triedro  supplementare  (che  ha  come  spigoli  le  rette  nor- 
mali a  quei  piani  condotte  per  l'origine).  Si  dimostri  che  i  due  triedri 
sono  cosi  situati,  che  i  piani  congìungenti  spigoli  corrispondenti  passano 
per  una  stessa  retta,  e  le  rette   intersezioni  di  facce  corrispondenti 


<^)  In  questo,  e  nel  Mgaente  es.,  per  cuatteriuue  1  diedi!  interni,  l'Immagini  on  ponto 
(ftd  es.  l'origine),  cbe  cada  in  nna  dèUe  legioni,  in  oai  lo  vpUio  è  diviso  dal  triedro  o  tetraedro; 
si  chiamerà  intemo  ogni  diedro  contenente  quel  ponto. 
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stanno  in  un  medemmo  piano;  inoltre  questo  piano  e  quella  retta  sono 
perpendicolari  tra  loro. 

III.  —  27)  Siano  r,  $  due  rette  orientate,  non  parallèle,  e  I  sia  la 
retta  perpeodieolare  ad  entrambe,  orientata  in  guisa,  ohe  un  osaerra- 
tore  situato  lungo  I  nel  solito  modo  (n.**  71,  nota),  fl  quale  guardi  la 
sraoiretta  positiva  r,  abbia  aUa  sua  destra  la  semiretta  positiva  ••  Si 
dimostri  ohe  i  eoseni  di  diresione  della  retta  I  sono  espressi,  in  valore 
e  a^gno,  dalle  formule 


oossl 


coS3fr    cos«r 
cosy<    oosM 


.  eoo. . 


senr» 
dove  senr»  va  preso  in  valore  assoluto. 

28)  La  oonvensione  stabilita  nell'eseroiido  preoedente  attribuisoe  un 
s^gno  aDa  minima  distansa  &  fra  due  rette  r.  <.  Si  dimostri  ohe  questo 
segno  è  opposto  a  quello,  ohe  5  ha  nella  formula  (2^0  i^-^  ^)»  ^  P^^i^ 
opposto  a  quello,  ohe  ò  assume  in  oonseguensa  della  formula  (3)  (n.®  08). 
n  segno  della  minima  distansa  risulta  positivo  o  negativo,  secondo 
ohe.  rvpetto  ad  un  osservatore  disteso  nel  verso  positivo  di  r  (od  <)»  il 
verso  positivo  lungo  •  (od  r)  procede  da  destra  verso  sinistra,  o  viceveisa. 

29)  Date  le  equasioni  di  due  rette  sotto  forma  parametrica 
x  =  «,+  <cosa.  2f  =  y,+  <oosp.  s  —  s.  +  <  cos-y, 
«  =  a^+ «'cosa'.      y  =  y'+ foos?'.      M  =  g'  +  fco^Y» 

si  determinino  le  coordinate  degli  estremi  del  segmento  minima  distansa 
tra  le  due  rette,  la  lunghessa  del  segmento  stesso,  e  le  equasioni  della 
retta  cui  esso  appartiene. 

90)  Sopra  tie  rette  orientate  r.  •.  I.  uscenti  da  un  punto  O.  si  pren* 
dano  tre  segmenti  GB  =  08  ^  OT  ^  1.  Calcolando,  secondo  la  formola 
di  geometria  elementare,  il  volume  del  tetraedro  0B8T,  nel  quale  si 
riguardino  successivamente  come  basi  le  facce  08T,  0TB,  0B8,  si 
trovano  le  uguaglianze 

sen  rt^  sen  9t  «  sen  be'  sen  ir  ■■  sen  W  sen  r<, 
dove  r'.  9*,  X'  indicano  le  proiezioni  ortogonali  degli  spigoli  r.  <.  X  su 
quelle  facce.  Il  comune  valore  dei  tre  prodotti,  preso  col  segno  che 
spetta  al  volume  del  tetraedro  nominato  (n.^  97,  Oss.).  si  chiama 
(Staudt)  «mio  del  Xri^àiro  rgX,  e  si  indica  con  senrfl;  esso  è  compreso 
ira  — 1  e  +  1,  e  raggiunge  uno  di  questi  estremi  se  il  triedro  è  triret- 
tangolo;  vale  0  se  le  tre  rette  stanno  in  un  piano. 

Si  dimostri  che  si  ha 


e  m  conseguenza 


cos  a?r 

008  099 

oosa^ 

sen  rsX  — 

cosyr 

oosyc 

006  yt 

Hk. 

cos  snr 

OOSM 

cos  «e 

14» 

1 

cosr« 

008  rf 

sen' r8i>B 

cosar 

1 

cosai 

costr 

costa 

1 
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31)  Il  ▼olume  di  un  tetraedro  è  uguale  ad  un  sesto  del  prodotto 
di  tre  spigoli  uscenti  da  un  vertice  per  il  seno  del  relativo  triedro. 

IV.  —  32)  Si  estendano  ad  un  sistema  di  n  punti  dello  spazio, 
presi  con  determinati  pesi,  le  relazioni  enunciate  in  geometrìa  piana 
al  n.o  33,  es.  16),  17),  18). 

33)  Se  si  considerano  n  punti  Pì(xì,  yi,  ei),  di  pesi  pi,  e  una  retta 
r,  dioesi  momento  éTineraia  del  sistema  dai  punU  rispetto  ad  ria  somma 
dei  prodotti  dei  pesi  dei  singoli  punti  per  i  quadrati  delle  rispettive 
distanze  da  r.  Quali  sodo  i  momenti  d'inerzia  rispetto  agli  assi  coor- 
dinati f 

34)  Dimostrare  che  il  momeoto  d'inerzia  di  un  sistema  di  punti 
rispetto  ad  una  retta,  è  uguale  al  momento  d'inerzia  rispetto  alla 
parallèla  condotta  pel  centro  di  gravità,  aumentato  del  prodotto  del 
quadrato  della  distanza  di  queste  due  rette  per  la  somma  dei  pesL 
(Per  semplicità,  si  assuma  come  asse  e  la  retta  passante  pel  centro  di 
gravità,  della  quale  è  parola  nel  teorema). 

36)  U  momento  d'inerzia  di  un  sistema  di  punti,  rispetto  ad  una 
retta  r  passante  per  l'origine  delle  coordinate,  è 

Oli  cos'r»  +  a,g  cos'ry  -+-  a^,  cos'w  +  So»,  cos  ry  cos  rz 
+  2asi  cos  rz  cos  rx  +  Soi.  cos  rx  cos  ry, 

dove  a,,,  a.,,  a,,  sono  i  momenti  d'inerzia  rispetto  agli  assi  coordinati,  e 

n  n  n 

o,,  =  —  Si  piyizi,    a,i  «  —  S<  p^atif    a,,  =  —  S<  pmy%. 

36)  Estesi  ai  vettori  nello  spazio  le  definizioni  enunciate  néll'Oss. 
al  ufi  24,  si  stabiliscano  le  formule  che  esprimono  i  coseni  di  direzione 
di  un  vettore  (JB)  =  AB  (avente  l'origine  in  ^  e  il  termine  in  JB)  in 
funzione  delle  componenti  X,  Y,  Z  del  vettore. 

37)  Date  le  componenti  di  due  vettori,  trovare  il  coseno  dell'angolo 
che  essi  formano,  e  la  condizione  afObachè  sieno  ortogonali. 

38)  La  somma  geometrica,  o  risuUanie,  di  un  sistema  di  vettori  si 
definisce  come  nel  piano:  essa  è  un  nuovo  vettore,  che  ha  per  compo- 
nenti la  somma  delle  componenti  omonime  dei  vettori  dati. 

39)  Dicesi  prodotto  intemo  di  due  vettori  un  numero,  che  è  il  pro- 
dotto delle  loro  lunghezze  per  il  coseno  dell'angolo  che  essi  formano. 
Tanto  dalla  sua  definizione,  quanto  dalla  sua  espressioneZX'  +  TT'+  ZZ' 
in  funzione  delle  componenti  (X,  Z,  Z),  (Z^  T\  Z')  dei  due  vettori, 
si  rileva  che  il  prodotto  intemo  gode  la  proprietà  commutativa. 

40)  Dicesi  prodotto  esterno  di  due  vettori  (JS),  {8),  aventi  la  stessa 
origine,  un  nuovo  vettore  (P),  coUa  stessa  origine,  normale  al  piano  dei 
due  dati,  avente  per  lunghezza  £1  prodotto  delle  lunghezze  di  questi 
per  il  seno  dell'angolo  compreso,  e  diretto  in  modo,  che  la  rotazione 
di  un  angolo  inferiore  a  it,  mediante  cui  {R)  si  sovrappone  ad  {8),  av- 
venga, rispetto  a  (P),  in  verso  positivo.  La  lunghezza  di  (P)  è  uguale 
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al  valore  dell'area  del  parallelogramma  di  cui  {B),  {8)  sono  dae  lati. 
Le  oomponenti  L,  Jf,  N  di  quel  vettore  sono  le  componenti  o  proie- 
zioni ortogonali  sui  piani  (ye,  ex,  xy)  della  detta  area;  precisamente 


L  = 


y*  «t 

1 

Vi    «1 

1 

y    « 

1 

ecc.» 


dove  (x,  y,  z)  sono  le  coordinate  deU'origine  comnne,  e  {x^,  y,»  Zi), 
i^if  y%*  ^i)  qndle  degli  eetremi  liberi  dei  due  vettori.  Dalla  definizione 
geometrica  e  dall'espresaione  delle  componenti  bì  rileva  che  il  prodotto 
esterno  di  dne  vettori  muta  segno,  quando  si  scambi  l'ordine  di  questi. 

41)  Per  mom&nio  di  un  vettore  {B)^AB  rispetto  a  un  punto  M  in- 
tendesi  il  prodotto  estemo  dei  due  vettori  MA,  MB,  vale  a  dire  un 
vettore  uscente  da  M,  normale  al  piano  MAB,  uguale  al  doppio  del- 
Farea  del  triangolo  MAB,  e  diretto  nel  verso  convenuto.  Se  le  compo- 
nenti di  (i^)  sono  X,  Y,  Z,  le  coordinate  di  A  sono  Xi,y^,z^,  e  quelle 
di  M  sono  X,  y,  z,  si  trova  che  le  oomponenti  L^  M,  N  ài  (P)  sono 

L  =  (y^y,)  Z  -  (2  — 2x)  r,  ecc.; 

ovvero,  introducendo  le  componenti  L^,  M^^,  No  del  momento  dello 
stesso  vettore  rispetto  all'origine  delle  coordinate  : 

L^L^  —  y^Z  +  z^Y,  M^M^—z^X  +  x^Z,  N^N.—  x^Y +  y^X. 

42)  La  componente,  secondo  una  retta  r,  del  momento  di  un  vet- 
tore {B)  rispetto  a  un  punto  qualunque  jlf  di  r,  non  dipende  dalla 
posizione  di  M.  (Per  vederlo  nel  modo  più  semplice  si  assuma  la  retta 
come  asse  coordinato).  La  lunghezza  di  questo  nuovo  vettore,  ù  quale 
dicesi  momento  di  (B)  riepetto  ad  r,  è  data  dal  valore  assoluto  del  pro- 
dotto Bò  Ben  ^,  ove  con  d  si  indichi  la  minima  distanza  fra  r  ed  (i^) 
e  con  :^  l'angolo  delle  due  rette. 

43)  Dato  un  sistema  di  vettori  {Bi)  (i  a  1,  2,...,  n),  dicesi  momento 
rieuUante  del  sistema,  rispetto  ad  un  punto,  il  vettore  (P)  somma  dei 
momenti  dei  vettori  dati,  rispetto  a  quel  punto  (che  si  dice  eerUro  di 
riduMone  del  sistema).  Posto  che  il  centro  di  riduzione  abbia  le  coor- 
dinate a/,  y'f  z^  e  i  vettori  {Bi)  abbiano  le  componenti  Xi,  Yi,  Zi,  e 
sieno  applicati  ai  punti  {xi,  yi.  zi),  le  oomponenti  di  (P)  risultano 


=  2i  /  {yi'-y')  Zi--(zi^z')  Yi  \  , 


ecc. 


Indicando  con  L^^  M^,  N^,  le  componenti  del  momento  risultante,  ri- 
spetto all'origine,  e  con  X,  Y,  Z  le  componenti  della  risultante  {B) 
dd  sistema  di  vettori,  si  ha 

L^^L^  —  y'Z  +  z'Y^  ecc. 

C!om'è  il  momento  risultante  di  un  sistema,  se  la  risultante  è  nulla  f 
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44)  Il  momento  risaltante  di  un  sistema  di  vettori  ha  sempre  la 
stessa  proiezione  snlla  risultante  del  sistema,  comunque  vari  il  centro 
di  riduzione.  Se  poi  il  centro  di  riduzione  varia  sopra  una  retta  pa- 
rallela alla  risultante,  i  momenti  corrispondenti  sono  vettori  equipol- 
lenti ;  variano  oioò  solo  da  retta  a  retta.  (Per  dimostrare  queste  due 
proprietà  si  assuma  la  retta»  di  cui  si  tratta,  come  asse  «). 


Capitolo  III. 


.P 


Tnslormailone  delle  eoordintte. 

•9.  TrMformailone  delle  eoordlnate  carteetane.  —  Propo- 
niamoci il  problema  (ofr.  nP  34): 

Fissati  due  sistemi  di  msì  cartesiani  nétto  spazio^  stàbi- 
lire  tra  le  coordinate  (x,  y,  z),  (X,  Y,  Z)  di  uno  stesso  punto  P 
nei  due  sistemi  tali  relazioni^  che  permettano  di  esprimere 

le  Xj  jj  z  in  funzione  dette 
Xy  Yj  Zy  e  viceversa. 

Distingaeremo  trecasi: 
I  Caso.  —  I  nuovi  assi 
(ortogonali  o  no)  X,  r,  Z 
siano  paralleli  agli  antichi 
Xj  ffj  z;  ma  la  nuova  ori- 
gine 0^  sia  distinta  dalla 
antica,  e  abbia,  nell'an- 
tico sistema,  le  coordinate 
(a,  6,  e). 

Per  un  punto  P  qua- 
lunque conduciamo  il  piano 
parallelo  ad  yz  e  YZ,  e  siano  Qy  Q^  i  punti  in  cui  esso 
sega  gli  assi  Xj  X  ;  sia  poi  A  il  punto  di  incontro  di  x  col 
piano  YZ'j  si  ha 

OQ^x,    O'Q'^AQ^X,    OA^a, 
ed  inoltre 

OQ^OA-^AQ. 

Da  questa,  e  dalle  analoghe  relazioni  relative  agli  altri  due 

assi,  si  deducono  le  formolo  richieste 

(1)  a;  =  a  +  X,      y  =  &  +  T,      z^c  +  Z. 


0' 


'hM  .g^       X 
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lie  fonnole  i>6r  il  passaggio  inverso  sono 

II  Caso.  —  L'origine  sia  comune,  ma  siano  diverse  le 
dirazioni  d^li  assi  nei  due  sistemi,  che,  per  semplicità,  sup- 
porremo entrambi  ortogonali. 

Di  uno  stesso  punto  P  si  costruiscano  le  antiche  coor- 
dinate 

OQ^x,      QB^yy      BP=^z, 
e  le  nuove 

OQ'^Xy     Q'B'^Y,     B'P^Z. 

Proiettando  ortogonalmente  le  due  spezzate  OQBP, 
OQ'B'P  (i  cui  lati  sono  paral- 
leli, rispettivamente,  agli  an- 
tichi e  ai  nuovi  assi  coordi- 
nati) sopra  una  stessa  retta, 
si  ottengono  proiezioni  uguali 
(n.o  86).  Facendo  coincidere 
questa  retta  ordinatamente 
cogli  assi  Xj  y,  Zj  e  ricordando 
òhe 


xy^xz^yz 


2' 


si  trovano  le  f  ormole 

X  =  Zcos-Ta;  -f  Ycos  Yx  -f  ZcosZa?, 
(2)  I  y  =  XcosZy  +  Tcos  Ty  +  ZoosZyj 

z  =»  XcobXz  +  rcosr«  -I-  ZcobZzj 

esprimenti  le  antiche  coordinate  mediante  le  nuove. 

Le  f ormole  inverse  si  ricavano  col  semplice  scambio 
delle  lettere  maiuscole  e  minuscole. 

Si  osserverà  che  i  nove  coefficienti,  che  entrano  nelle 
formole  (2)  (coseni  di  direzione  dei  nuovi  assi  risi>etto  agli 
antichi),  non  sono  tutti  indipendenti  fra  loro;  ma  precisa- 
mente sei  di  quei  coefficienti  possono  esprimersi  in  funzione 
degli  altri  tre.  Infatti,  per  fissare  la  posizione  del  triedro 
nz  rispetto  al  triedro  xyz^   basta   conoscere  gli  angoli 
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xXj  yXj  che  permettono  di  costmire  Passe  X,  e  Vangalo  xYj 
che  determina  Y  sul  piano  normale  in  0  ad  Z;  l'asse  Z 
sarà  poi  la  normale  comune  ad  ^  e  7.  Segue  di  qua  che 
fra  quei  nove  coefficienti  devono  passare  varie  relazioni,  di 
cui  sei  indipendenti.  Fra  queste  relazioni  le  più  importanti 
si  ricordano  nel  modo  seguente. 

Si  formi  il  determinante  della  sostituzione  (2): 

QO%Xx    cos  Ya?    cobZx 

cos  Xy    cos  Yy    cos  Zy 

qobXz    cos  Y^    gobZz 

a)  La  somma  dei  qtMdraii  degli  elementi  di  una  stessa 
orizzontaUj  o  verticale^  del  determinante  A  è  uguale  od  1;  in- 
fatti, ad  es.,  gli  elementi  della  prima  orizzontale  sono  i 
coseni  di  direzione  della  retta  x  rispetto  ai  tre  assi  orto- 
gonaU  X,  Y,  Z  (n.o  89,  (5)). 

b)  La  somm^  dei  prodotti  degli  elementi  di  una  stessa 
linea  {orizzontale  o  verticale)  per  gli  elementi  di  una  linea 
parallela  è  zero,  giacché  si  ha,  ad  es.  (n.^  89,  (6)), 

Qo%Xxeo^Xy  -f  cos  Yxcos  Yy  +  cos -Zx cos  Zy  =  cosxy  =  0. 

e)  n  determinane  A  vale  +  1;  infatti,  eseguendo  il 
quadrato  di  A,  secondo  la  nota  regola,  si  ottiene  un  deter- 
minante, nel  quale,  in  virtù  delle  relazioni  a)  e  ò),  gli  ele- 
menti principali  valgono  1,  e  gli  altri  0  ;  dunque  A^  =  1, 
A  »=  ±  1.  L'ambiguità  nel  segno  si  spiega  nel  seguente  modo. 
Si  supponga  che  il  triedro  trirettangolo  XYZ  vada  ruotando 
con  moto  continuo  intomo  ad  0,  mentre  il  triedro  xyz  resta 
fisso;  il  valore  di  A,  ove  mutasse,  dovrebbe  variare  con 
continuità  ;  ma  poiché  A  non  può  assumere  che  i  valori  +  1 
0—1,  esso  dovrà,  durante  il  movimento,  conservare  il 
valore  +  1,  o  il  valore  —  1.  Ora,  con  un  movimento  con- 
tinuo, si  può  ottenere  che  le  semirette  positive  X,  Y  ven- 
gano a  sovrapporsi  alle  semirette  positive  x,  y\  allora  la 
semiretta  positiva  Z  verrà  a  coincidere,  o  colla  semiretta 
positiva  Zj  o  colla  semiretta  negativa  z.  Nel  primo  caso  si  ha 

cos  Xx  =  1,  cos  Yy  ==  1,  cos  Zz  =  1,  cos  Xy  =  ...  «  0, 

A-  +  1; 
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nel  secondo 

cos  Xx  =«  1,  008  Yy  =  1,  oob  Zz  —  —  1,  cos  Xy  =  ..,==:  0, 

A--1. 

Dunque  il  determinante  A  vale  +1,  o  —  1,  secondo  che  è 
possibile,  o  no,  sovrapporre  il  triedro  XYZ  al  triedro  xyzj 
in  goisa  che  le  semirette  positive  Xj  7,  Z  vengano  a  coin- 
cidere colle  semirette  positive  Xj  y^  z.  Nel  primo  caso  i  due 
triedri  diconsi  eangruenti. 

Ili  Gaso.  —  I  due  sistemi  ortogonaK  differiscano  per 
l'origine  e  per  la  direzione  degli  assi. 

Bagìonando  come  in  geometria  piana  (n.°  34),  si  per- 
viene alle  formolo 

x  =  Z  cos  Xx  +  Y  cobYx  +  Z  cos  Zx  +  a, 

(3)  \    y^Xw%Xy+  YcosYy  +  ZcoBZy  +  bj 
z  ^  XqosXz  -h  Y oobYz  -^  ZcobZz  +  Oy 

dove  a,  6,  o,  sono  le  coordinate  della  nuova  origine  risi>etto 
all'antico  sistema. 

Otiervailone.  —  Varie  volte  basta  ricordare  che  le  for- 
molo par  il  passaggio  da  un  sistema  cartesiano  ad  un  altro 
sono  del  tipo 

^    ««a  +  a'Z-f  a''r-ha''% 

(4)  \    y^h+VX  +  V'Y  ^V"Z, 

i    z  ^o  +  (/X  +&'Y  +  &''Z, 

dove  le  quantità  a, .  .  . ,  &^^  sono  costanti,  indii>endenti 
dalla  posizione  del  punto  che  si  considera. 

In  questo  tipo  rientrano  anche  le  formolo  per  il  pae- 
saggio da  un  sistema  non  ortogonale  ad  un  altro  sistema 
non  ortogonale  ;  esse  infatti  si  .  otterrebbero  proiettando 
ortogonalmente  le  spezzate  formate  dalle  antiche  e  nuove 
coordinate  (cfr.  Caso  II)  sopra  una  retta  normale  ad  uno 
dei  piani  yz^  zx,  xy,  il  che  porterebbe,  è  vero,  modificazioni 
nei  coefiGicienti  di  Z,  7,  Z  nelle  formolo  (2)  o  (3);  ma  le 
formolo  stesse  rimarrebbero  lineari.  In  ogni  caso:  nel  pas- 
saggio da  uno  ad  un  altro  sistema  cartesiano,  le  coordinate 
antiche  si  esprimono  mediante  funzioni  lineari  delle  n/uove, 
e  viceversa. 
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100.  Coordinate  polari  nello  spailo.  —  In  alcune  questioni 
metriche^  ed  in  varie  applicazioni  della  matematica,  giova 
far  uso  di  un  sistema  di  coordinate,  che  è  analogo  al  sistema 
delle  coordinate  polari  nel  piano  (n.^  37). 

Fissato  un  punto  0  (poto),  una  retta  orientata  z  per 
esso  (asse  polare)^  ed  un  semipiano  «  per  z  {picmo  polare), 
ad  ogni  punto  P  dello  spazio  corrispondono  la  distanza 
OP  =  P  {raggio  vettore) j  il  diedro  <p  del  semipiano  «  col  semi- 
piano zP  (azimuth  o  longUudirie),  e  l'angolo  ^  della  semiretta 
positiva  z  colla  semiretta  OP  {distanza  zenitale  o  oolatUu- 
dine).  Viceversa,  dati  p,  $,  *,  resta  pienamente  determinato 

il  punto  P.  Possiamo  assumere 
perciò  i  valori  p,  <p,  ^  come  coor- 
dinate polari  del  punto  P, 

Per  avere  tutti  i  punti  dello 

spazio,  basta  far  variare  p  fra  0 

e+oo,  $fra0e2/r,  ^fraO 

e  *r.  I  punti  per  cui  p  =  cost,, 

si  trovano  sopra  una  sfera  di 

centro  0;  quelli,  per  cui  $  =  cost., 

appartengono  ad  un  ^emipiano 

(o  piano)  per  l'asse  polare;  quelli, 

per  cui  ^  è  costante,  stanno  in 

un  cono  rotondo  di  vertice  0  ed 

asse  z.  Ed  ogni  punto  dello  spazio  vien  riguardato  come 

intersezione  di  una  di  quelle  sfere,  di  uno  di  quei  piani  e 

di  uno  di  quei  coni* 

È  facile  stabilire  le  formole  per  il  passaggio  dal  sistema 
delle  coordinate  polari  p,  ^,  &  al  sistema  cartesiano  orto- 
gonale X,  t/j  Zj  che  ha  l'origine  in  0,  l'asse  z  coincidente 
coll'asse  polare,  ed  il  piano  xz  coincidente  con  &>•  Se  infatti 
si  costruiscono  le  coordinate  cartesiane  OQ,  QB,  BP  di  P, 
dall'esame  dei  triangoli  OBPj  OQJB,  rettangoli  rispettiva- 
mente in  B  e  Qj  seguono  le  formole 

X  =  OQ  «=  OBqob<p  =  p  sen  1^ cos  (p, 
y  »  QB  «  0£ sen  (()  »  p  sen^  sen f , 
z  =»  BP  «  p  cos  5. 


(1) 
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Per  il  passaggio  inverso  servono  le  formolo 

EstrtlsL  I.  —  1)  Le  forinole  per  il  passaggio  da  un  sistema  orto- 
gonale ad  un  nuovo  sistema  ortogonale  divengono 

a)  »  =  Z,      y  -  r,      «  =  2?  +  0. 

se  rantico  triedro  xyz  ha  subito  una  traslazione  del  segmento  e  lungo 
Tasse  z; 

b)  a;  =  Xoo8<p — rsen<p,      y  «  Xsen^  +  ^ooe<p,      «  =  Z, 

se  l'antico  triedro  ha  subito  una  rotarìone  del  diedro  f  intomo  all'asse  z; 

e)        »  =  -roos9— -r  sen  <p,    y  ^  X  sen  ^-fToos^,    z  =  Z+  e^ 

se  lo  8XK>stamento  del  triedro  risulta  da  una  rotasione  intomo  a  z, 
seguita  da  una  traslazione  lungo  z  {movimento  eUoaidàle  intomo  a  z). 
3)  Si  dimostri  ohe  le  formolo 

z  =  'y,2:  +  7,F+7,Z 

definiscono  una  trasformazione  ortogonale  di  coordinate  coU'oiigine 
fissa,  ogniqualvolta  i  coefficienti  verifichino  le  sei  relazioni 

2flH«  «-1,         2p<«  =1.         Sy  =1. 

Sprri-0,  S-y<ai«0.  Saih-0. 

Esistono  infatti  allora  tre  rette  X,  Y,  Z  mutuamente  ortogonali,  tali 
ohe  008  a;Xsa  a,,  ecc.  Da  quelle  sei  relazioni  seguono  le  altre  indicate 
al  n.^  99  (II  Caso),  e  segue  pure  che,  nel  determinante  A  della  sosti* 
tuzione,  il  complemento  algebrico  di  ciascun  elemento  uguaglia  réla- 
mento  stesso  moltiplicato  per  A  =  =i=  1. 

3)  In  una  trasformazione  ortogonale  di  coordinate  coll'origine  fissa 
rimangono  invariate  le  espressioni  seguenti,  formate  colle  coordinate 


di  uno  o  più  punti:  a?"  +  y"  +  2".    «»i  +  yjfi  +  «i» 


ed   il 


xyz 
«1  yi  «1 

determinante  formato  colle  coordinate  di  tre  punti.  (La  dimostrazione 
può  darsi,  sia  eseguendo  la  verificazione  diretta,  sia  badando  al  signi- 
ficato geometrico  di  quelle  espressioni). 

4)  In  una  trasformazione  ortogonale  di  coordinate,  ove  cambi  Tori- 
gìne,  restano  invariate  le  espressioni  che  si  deducono  da  quelle  dèll'es. 
precedente,  sostituendo  alle  coordinate  di  uno  o  piti  punti  le  compo- 
nenti di  uno  o  piti  segmenti. 

6)  Siano  Tfyz,  XYZ  due  teme  congruenti  di  assi  ortogonali  ooUa 
stessa  origine  O,  ed  «1  sia  la  retta  intersezione  dei  piani  ocy,  XY,  sulla 
quale  si  fissi  arbitrariamente  il  verso  positivo,  ad  ea.  in  guisa  che  sia 
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xxi  <  TT.  Si  può  portare  la  prima  tema  a  ooinoidere  colla  seconda  me* 
diante  le  tre  rotazioni  segnenti,  da  eseguirsi  in  verso  positivo  (n.<*  71, 
nota):  una  rotajsione  intorno  a  z  dell'angolo  cp  =:  xxi,  mediante  la  quale 
il  triedro  xyz  assume  la  posizione  x^ifiz;  una  rotazione  intorno  a  a;,  del- 
Paogolo  ^=~zZ,  mediante  la  quale  il  triedro  XipiZ  assume  la  posi- 
zione XtytZ  (ciò  è  possibile,  perchè  z  e  Z  sono  ambedue  perpendicolari 
ad  Xtì;  finalmente  una  rotazione  intomo  a  Z  dell'angolo  ^  =  x^X,  me- 
diante la  quale  Pultimo  triedro  viene  a  coincidere  con  XYZ  (ciò  è 
possibile,  perchè  XieAX  sono  perpendicolari  a  Z),  Indicando  con  (x,y,z), 
{^»yif^).  (^i^Vè»  Z),  (X,  Y,  Z)  le  coordinate  di  uno  stesso  punto,  riferito 
successivamente  alle  teme  di  assi  nominati,  valgono  le  formolo  (es.  1)) 

»  =  «X  cos  ^  — y,  sen  9,  y  =  »i  sen  ?  +  y,  cos  9, 

yi  =  yiC085  —  Z  senior,  z  ==y,  sen» -f  Z  cos», 

0^1  =  JiT  cosci' —  Fsen4'.  ya^JCsen^p  +  Fcos<|*. 

Eliminando  Xi,  y^,  y,  tra  queste,  si  ottengono  infine  le  formolo  seguenti, 

dovute  ad  Eulbbo: 

x  =  X  (cos  (p  cos  ^  —  sen  ^  sen  ^  cos  d)  —  F  (cos  9  sen  ^  +  sen  9  cos  ^  sen  ^) 

+  Z  sen  cp  sen  s, 

y  ^  X  (sen  «p  cos  4*  +  ©o»  ?  sen  +  cos  5)  —  F  (sen  <p  sen  <!/  —  cos  9  cos  «^  cos  5) 

—  Z  eoa  (p  sen  », 

z  =  X  sen  <('  sen  »  +  F  cos  <^  sen  ts  +  Z  cos  ». 

Queste  formole  hanno  il  vantaggio  di  contenere  esattamente  il  numero 
dei  parametri  indipendenti  {tre:  9,  »  e  «)>,  detti  cmgoU  di  Eulero),  da 
cui  dipende  la  posizione  del  nuovo  triedro  rispetto  aU'antico. 

6)  Siano  xyz,  XYZ  due  teme  congruenti  di  assi  ortogonali,  e  sia  P 
un  punto  qualsiasi,  avente  nei  due  sistemi  le  coordinate  (a;,y,z),  {X,  Y,Z); 
un  movimento,  ohe  porti  il  primo  triedro  a  coincidere  col  secondo, 
porta  il  punto  P  in  un  nuovo  punto  P\  avente,  rispetto  ai  nuovi 
assi,  le  coordinate  {x,  y,z).  Segue  che  le  formole  per  la  trasformazione 
delle  coordinate  ortogonali, 

»  —  «1 JC  +  a,  F  +  «3  Z  -f  a,  ecc., 

quando  il  determinante  A  ""[a^Pg^J  vale  +  1,  possono  interpretarsi 
come  relazioni  fra  la  posizione  iniziale  P{X,  F,  Z)  e  la  posizione  finale 
P  {«»  y>  z)  di  uno  stesso  punto,  riferito  ad  un  unieo  sistema  di  assi 
XYZ.  Le  formole  stesse  definiscono  dunque  un  movimento  nello  spazio, 
in  quanto  si  tien  conto  solo  della  posizione  iniziale  e  finale»  facendo 
astrazione  dalle  posizioni  intermedie  (cfr.  n.^  36).  In  particolare  le  for- 
mole a),  ò),  0)  déll'es.  1)  definiscono,  ordinatamente,  una  traslazione 
parallela  all'asse  Z,  una  rotazione,  o  un  movimento  elicoidale  intomo 
a  questo  asse;  le  formole  (1)  del  n.®  99  definiscono  una  traslazione, 
rappresentata  dal  vettore  che  ha  le  componenti  (a,  6,  e);  le  formole  (2) 
dèi  n.®  99  defixuscono  una  rotazione  intomo  al  punto  fisso  O,  ecc. 
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7)  Se  xyz,  XYZ  Bono  due  triedri  trìiettangolì  congruenti  ooUa 
eteaea  origine  O,  i  piani  condotti  per  le  biBcttrìci  inteme  degU  angoU 
xX,  yT,  zZ,  perpendicolarmente^ ai  ]^ani^dei  rispettivi  angoli,  passano 
per  una  stessa  retta r  tale  che  rx  =  rX,  ry  =  rY,  rz^  rZ,  Facendo 
ruotare  intomo  ad  r,  di  un  angolo  conveniente,  il  primo  triedro,  esso 
viene  a  sovrapporsi  al  secondo.  Di  qua,  tenuto  conto  dell*es.  prece- 
dente, si  conclude  che  a  la  rotazione  di  un  corpo  intomo  ad  un  punto 
può  sempre  esser  sostituita  daUa  rotazione  intomo  ad  una  retta  uscente 
dal  punto  »  (£x7i:.ebo). 

II.  —  8)  Le  formolo  (2)  o  (3)  del  n.^  99,  quando  si  faccia  astrazione 
da  una  parte  dei  legami  tra  i  coefBlcienti,  valgono  pure  per  passare  da 
un  sistema  ortogonale  wyz  ad  un  sistema  non  ortogonale  XYZ.  In  tal 
caso  però  fl  determinante  della  sostituzione  vale  A  =  senXFZ  (n.^  98« 
es.  30)).  La  sostituzione  inversa  (che  si  ottiene  mediante  risoluzione 

rispetto  ad  X,  F,  Z)  ha  il  determinante  àf  ss .  Da  queste  os- 

servazioni segue  che  il  determinante  della  sostituzione  esprimente  le 
coordinate  oblique  X,Y,Zàìxux  punto,  mediante  nuove  coordinate  oblique 

tt^vk      ^^       T^      Jfy 

X,,y,.Z,  del  punto  stesso,  vale '  ^^'^i  (»i  introduca  un  sistema 

sen  X  Y  Z 

ortogonale  ausiliare). 

9)  Si  dimostri  che»  in  coordinate  oblique  XYZ,  il  volume  di  un 
tetraedro  è  espresso  da  un  sesto  del  solito  determinante  (n.^*  97)  mol-' 
tiplicato  per  seaXYZ;  (si  introduca  un  sistema  ortogonale   ausiliare). 

III  —  10)  Nel  sistema  di  coordinate  polari,  ogni  retta  orientata 
uscente  dal  polo  è  determinata  dalla  longitudine  <p  e  dalla  colatitu* 
dine  5  di  un  suo  punto  qualsiasi.  Si  scrivano  le  equazioni  della  retta 
(f ,  !s),  riferita  al  sistema  cartesiano  fissato  come  al  n.^  100,  e  si  trovino 
i  relativi  coseni  di  direzione. 

11)  Date  due  rette  (<;p,  is),  («p,,  ^i)  uscenti  dal  polo  di  una  sistema 
polare,  determinare  Tangolo  che  esse  formano.  La  formola,  cui  si  ar« 
riva,  coincide  colla  nota  formola  di  trigonometria  sferica 

cos  a  =  cos  h  cos  e  +  sen  b  sen  e  cos  A, 

dove  (i,  b,  e  sono  i  lati  e  J.,  B,  0  gli  angoli  di  un  triangolo  sferico. 
Da  questa  formola,  mediante  permutazioni  di  lettere  e  passaggio  al 
triangolo  polare,  si  ricavano  tutte  le  altre  formole  di  trigonometria 
sferica. 

12)  Come  coordinate  {oiUndriche)  di  un  punto  P  deUo  spazio  si 
possono  adoperare  la  distanza  e  «  QP  di  P  da  un  piano  fisso  Oxy,  e 
le  coordinate  polari  (p,  «v)  del  punto  Q  del  detto  piano,  rispetto  al  polo  O 
e  all'asse  polare  Ox,  Il  punto  P  risulta  allora  come  intersezione  di  un 
piano(«r  =  cost.)  parallelo  al  piano  fisso,  di  un  cilindro  (p  »  cost.)  rotondo 
intomo  all'asse  OiS,  e  di  un  semipiano  (cp  «  cost.)  passante  per  £1  detto 

12 
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asse.  Si  trovino  le  formolo  per  il  paesaggio  dalle  coordinate  cilindriche 
alle  coordinate  cartesiane  ortogonali  x,  y,  z.  Si  dimostri  poi  che  l'equa- 
zione di  un  piano  in  coordinate  cilindriche  può  porsi  sotto  la  forma 

p  oos(9  —  cpo)  + <»«=!>. 

dove  (po,  0  e  p  sono  costanti  ;  quale  ne  è  il  significato  geometrico  f 


Capitolo  IV. 

Bappresentaiione  analitica   delle  superficie 
e  delle  linee  nello  spado. 

101.  Equailoni  di  un  luogo  di  punti.  —  Un  pnnto,  che 
si  muoya  nello  spazio  con  data  legge,  può  descrivere  una 
linea  o  una  superficie.  Noi  vedremo  ora  che  le  linee  e  le 
superficie  possono  rappresentarsi  mediante  equazioni  conte- 
nenti, come  variabili,  le  coordinate  del  punto  mobile. 

In  generale,  data  una  o  più  equazioni  a  tre  variabili, 
^9  Vy  ^  (delle  quali  una  o  due  potrebbero  eventualmente 
mancare),  si  considerino  tutte  le  teme  di  valori  (a;,  y,  z) 
soddisfacenti  insieme  le  equazioni  proposte.  Quando  sia  fis- 
sato nello  spazio  un  sistema  qualsiasi  di  coordinate,  carte- 
siane, o  polari,  . . . ,  ad  ognuna  di  quelle  teme  corrisponde 
un  punto  avente  le  coordinate  (x,  y,  z).  H  luogo  di  questi 
punti  si  dirà  rappresentato  analiticamente  dalle  equazioni 
date,  n  luogo  avrà  due  dimensioni  e  sarà,  nei  casi  ordinari, 
una  superfiei€y  quando  di  tre  valori  Xy  y,  Zj  soddisfacenti 
alle  equazioni  date,  si  possano  assegnare  ad  arbitrio  due^ 
entro  limiti  convenienti,  rimanendo  in  conseguenza  deter- 
minato il  terzo,  in  uno  o  più  modi.  H  luogo  avrà  una  di^ 
mensions  e  sarà,  nei  casi  ordinari,  una  linea,  quando  si 
possa  assegnare  ad  arbitrio  il  valore  di  una  sola  coordinata, 
rimanendo   determinate,   in  uno  o  più  modi,  le  altre  due. 

Viceversa,  se  un  punto  si  muove  nello  spazio  con  data 
legge,  le  coordinate  del  punto  varieranno,  soddisfacendo  a 
certe  relazioni  traducenti  la  legge  che  regola  il  movimento  ; 
queste  equazioni  saranno  le  equazioni  del  luogo. 
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102.  Iquailone  di  um  tuperflcie.  —  Per  precisare  i  con- 
cetti che  precedono,  partiamo  da  una  sola  equazione  a  tre 
variabili  Xj  y,  Zj  che  possiamo  interpretare  come  coordinate 
cartesiane  di  un  punto  nello 

gpazio;  sia 

(1)  /(^,y,«)  =  o. 

Per  costruire  xm  punto  del 
luogo  rappresentato  dalla  (1), 
si  attribuiscano  alle  due  pri- 
me coordinate  valori  arbi- 
trari a;  »  a,  y  »  6;  rimarrà  una 
equazione  ad  una  sola  inco- 
gnita 2: 

/(a,  6,  z)  =  0, 

la  quale,  ove  i  valori  attribuiti 
ad  Xj  y  siano   scelti  in  in- 
tervalli convenienti,  potrà  fornire  per  z  uno  o  più  valori 
z^Oyif ^ .  •.  I  punti 

P  (a,  6,  e),      r  (a,  ft,  &),... 

appartengono  al  luogo,  e  si  trovano  sopra  una  retta  paral- 
lela a  Zj  condotta  per  il  punto  Q  (a,  h)  del  piano  xy.  Fa- 
cendo variare  il  punto  Q  nel  detto  piano,  entro  un'area 
conveniente,  e  ripetendo  per  ogni  posizione  di  Q  la  consi- 
derazione precedente,  si  otterranno  infiniti  punti  P,  P',  •  •  •, 
Pi,  P/,. .  •,  i  quali  (ove  siano  soddisfatte  per  la  z,  conside- 
rata come  funzione  di  op,  y,  certe  condizioni  di  continuità 
che  si  verificano  nei  casi  ordinari)  costituiranno  una  sui>er- 
flcie,  composta  di  una  o  più  falde;  la  (1)  sarà  la  equaaUme 
della  superficie. 

103.  —  L'equazione  di  una  superficie  può  presentare 
varie  particolarità,  che  è  opportuno  notare.  Può  nella  equa- 
zione mancare  una  coordinata,  ad  esempio  is,  e  la  equazione 
ridursi  al  tipo 

(2)  my)-=o. 


180  PABTK  U,  tur.  IV,  V.   104 

Ora  l'equazione  stessa,  nel  piano  xy  {z  =  0),  rappresenta 
una  certa  lìnea  (n.»  40),  luogo  di  un  punto  Q  (a,  6),  le  cui 
coordinate  soddisfano  la  (2). 
Ma  poiché  2  non  entra  nella 
equazione  (2),  Tequazione 
Sfurà  soddisfatta  dalle  coor- 
dinate 01  =  a,  y  =  &,  2  arbi- 
traria, di  ogni  ponto  déUa 
retta  condotta  pel  punto  Q 
parallelamente  all'asse  z; 
sicché  tutta  quella  retta  sba 
-  Bolla  superficie.  Questa  é 
costituita  da  infinite  rette 
parallele  a  z,  condotte  per 
i  singoli  punti  della  linea 
-j_.j.-  piana;   la  soperficie  è,  in 

tal  caso,  un  oiìindro,  avente 
come  gen&-airiei  qoelle  rette.  Dunque:  nello  spazio,  im*equa- 
zione  contenente  due  sole  ooordincOe  earteaiane,  rappresenta  un 
Mindro,  le  oni  genercUrioi  sono  parallele  aWasse  deUa  eoor- 
dinata  mancante. 

Se  poi  l'equazione  della  superficie  contenesse  una  sola 
coordinata,  x,  e  fosse  soddisfatta  dai  valori  a,  a',  . ..  di  x, 
la  superficie  sarebbe  costituita  dai  piani  (paralleli  ad  y,  z) 
x  =  a,  x  =  a'f  . .. 
È  pur  notevole  il  caBO  che  Vequazione  della  superficie 
contenga  omogeneamente  le  tre  coordinate  cartesiane,  in  guisa 
da  potersi  ridurre  alla  forma 


(^■i)=o. 


(3)  i 

in  cai  solo  oomparisoono  1  rapporti  di  due  delle  tre  coor- 
dinate alla  terza.  Allora  la  superficie  è  un  cono  col  vertice 
neWorigine,  si  compone  cioè  di  infinite  rette  uscenti  dalla 
origine.  Infatti,  se  la  equazione  (3)  é  soddisfatta  dalle  coor- 
dinate di  un  ponto  P  {«,  y,  2),  l'equazione  stessa  viene  evi- 
dentem^ite  soddisfatta  dalle  coordinate  {kx,  ky,  kz)  dì  ogni 
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punto  deUa  retta  congiungente  P  coll'orìgine;  questa  retta 
appartiene  dunque  alla  superficie. 

104.  Equazioni  di  una  linea  nello  epazlo.  —  Due  equa- 
zioni nelle  coordinate  di  un  punto  variabile, 

(1)  /  (ic,  y,  «)  =  0,       <p  {x,  y,  z)  =  0, 

rappresentano  il  luogo  di  quei  punti,  che,  colle  loro  coor- 
dinate, soddisfano  insieme  le  due  equazioni,  e  quindi  ap- 
partengono alle  due  superficie  rappresentate  da  quelle  equa- 
zioni. Questi  punti  costituiscono  la  intersezione  delle  due 
superficie,  cioè,  in  generale,  una  Unea^  una  curva  (composta 
di  una  o  più  parti),  che  si  dirà  rappresentata  dalle  equa- 
zioni (1). 

Una  Unea^  nétto  spazio^  si  snoie  rappresentare  mediante 
due  equazioni,  le  equazioni  di  due  superficie  passanti  per  essa. 

Ogni  equazione 

'P  i^f  Vy  «)  =  0, 
che  si  possa  dedurre 
come  conseguenza 
delle  (1),  che  sia  adun- 
que (soddisfatta  da 
ogni  soluzione  (ir,  y,  z) 
del  sistema  (1),  rap- 
presenta una  superfi- 
cie passante  per  la 
linea  (1).  E,  se  il  si- 
stema (1)  è  equiva- 
lente al  sistema 

(2)  /  (a?,  y,  21)  «  0,        ^  (X,  y,  z)  =  0, 

per  modo  che  ogni  soluzione  di  ciascuno  dei  due  sistemi  sia 
soluzione  anche  dell'altro,  la  stessa  linea  sarà  rappresentata 
indifferentemente  dal  sistema  (1)  o  dal  sistema  (2). 

Se,  in  particolare,  dalle  icquazioni  (1)  noi  deduciamo 
una  terza  equazione  F  (x,  y)  =  0,  eliminando  una  delle  va- 
riabili, ad  es.  la  z,  questa  equazione  rappresenterà  un  ci- 
lindro (n.**  103)  passante  per  la  linea  (1),  ed  avente  le  gene- 


I 


I 

I 
I 
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ratrici  parallele  alPasse  z,  precisamente  il  cilindro  ottenuto 
proiettando  la  linea  parallelamente  all'asse  z.  Analogamente 
si  formerebbero  le  equazioni  dei  cilindri  proiettanti  la  linea 
parallelamente  agli  assi  x^y.'EÌB,  linea  potrebbe  rappresen- 
tarsi mediante  le  equazioni  di  due  di  questi  cilindri,  ad  es.  (^) 

(3)  F(x,y)»0,      <!>{x,z)^0; 

però  i  due  cilindri  avranno,  in  generale,  altre  curve  in  co- 
mune oltre  alla  linea  primitiva,  sicché  le  equazioni  (3) 
verrebbero  a  rappresentare  questa  linea  insieme  a  quelle 
curve. 

105.  InterMiloiia  ili  tre  suporflde.  —  Un  sistema  di  tre 
equazioni,  con  tre  coordinate, 

(1)        /  {Xy  y,  «)  =  0,      (p  {x,  y,  «)  -  0,      i|/  (a:,  y,  z)  =  0, 

rappresenta  quei  punti,  che  sono  comuni  alle  tre  superficie 
/»0,  (;>»0,  -4/»0;  punti  che  possono  anche  riguardarsi 
come  intersezioni  della  superficie  ^»0,  colla  linea  /«O, 
(p=^Oj  ecc.  In  generale,  si  tratterà  di  un  gruppo  di  punti^ 
in  numero  finito  o  infinito;  ma,  in  casi  particolari,  quei 
punti  potrebbero  succedersi  con  continuità,  e  costituire  una 
linea  o  superficie  comune  aUe  tre  superficie  (1). 

106.  Superflcla  algebriche;  ordine  della  superficie.  — Bi- 

prendiamo  una  sola  equazione,  in  coordinate  cartesiane^  rap- 
presentante una  superficie.  Questa  dicesi  algebrica  d^ordine  n, 
se  la  equazione  è  algebrica,  e  (ridotta  alla  forma  razionale 
intera)  ha  il  grado  n.  In  caso  contrario,  la  superficie  è^o- 
scendente. 

Le  superficie  algebriche  di  primo  ordine  sono  i  piani. 
Le  superficie  di  secondo  ordine  verranno  studiate  in  seguito; 
fra  esse  vedremo  subito  esservi  la  sfera. 

Che  Perdine  di  una  superficie  algebrica  sia  un  carattere 
della  superficie,  indipendente  dal  particolare  sistema  di  assi 


Q  Queste  oonsiderazioni  bì  trovano  esposte,  in  un  caso  partioolaie, 
al  n.^  80,  quando  si  trattava  di  rappresentare  una  retta  mediante  le 
equazioni  di  due  piani  per  essa. 


^  9    m 
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cartesiani  a  coi  la  superficie  vien  rif erita,  si  dimostra  collo 
stesso  ragionamento  tenuto  in  geometria  piana  (n.^  44),  il 
quale  fa  vedere  che  il  grado  dell'equazione  della  superficie 
non  si  altera^  quando  si  eseguisca  una  trasformazione  di 
coordinate  cartesiane  (n.°  99). 

107.  Significato  {Mmetrico  lieiraniliie  ili  una  suparficie. 

—  L'ordine  di  una  superficie  algebrica  è  veramente  un  ca- 
rattere geometrico  di  questa^  come  risulta  dal  seguente 
teorema: 

Una  auperfieie  algèbrica  d^ardi/ne  n  è  segata  da  ogni  retta^ 
che  non  vi  a/ppartenga^  in  n  punti^  e  da  ogni  piano,  che  non 
vi  appartenga,  in  una  curva  d'^ordine  n. 

n  teorema  si  dimostra  nel  modo  più  semplice,  assu- 
mendo quella  retta  come  asse  coordinato,  ad  es.  asse  x,  o 
quel  piano  come  piano  coordinato,  ad  es.  piano  xy,  ciò  che 
può  sempre  ottenersi,  pur  di  eseguire  una  conveniente  tra- 
sformazione di  coordinate  cartesiane,  la  quale  non  altera  il 
grado  dell'equazione  deUa  superficie.  Sia 

(1)  /  {X,  y,  «)  =  0 

l'equazione  di  grado  n  di  questa,  neUe  nuove  coordinate. 
Per  avere  le  intersezioni  deUa  superficie  coU'asse  x,  si  pon- 
gano y « 0,  z^O  nella  (1);  si  troverà  un'equazione 

(2)  /  {X,  0,  0)  =  0, 

generalmente  di  grado  n  in  a;,  la  quale  fornirà  per  x  certi  n 
valori,  ascisse  d^li  n  punti  d'incontro  richiesti.  Se  invece 
si  richiede  la  curva  intersezione  della  (1)  col  piano  xy,  si 
porrà  ^  »  0  nella  (1),  ottenendo  cosi  l'equazione  di  grado  n 

(3)  f{x,y,  0)^0, 

la  quale,  nel  piano  xy,  rappresenta  una  curva  d'ordine  n 
(n.o  43).  Le  apparenti  eccezioni,  derivanti  dal  fatto  che,  in 
casi  particolari,  le  (2),  (3)  possono  risultare  di  grado  infe- 
riore ad  n,  spariscono  quando  si  introducano  opportune 
convenzioni,  di  cui  dovremo  parlare  in  seguito.  È  chiaro 
però  che  occorre  tener  conto  delle  intersezioni  immaginarie, 
o  coincidenti... 
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Uno  studio  più  minuto  dei  vari  casi^  ohe  si  possono 
presentare,  sarà  fatto  poi  nella  ipotesi  n  —  2. 

108.  Equazione  della  sfera.  —  Per  mostrare,  sopra  un 
esempio,  come  la  equazione  di  una  superficie  possa  dedursi 
dalla  legge  di  generazione  di  questa,  trattiamo  il  caso  della 
sfera.  Bif oriamoci  ad  assi  coordinati  ortogonali;  indichiamo 
con  a,  ^,  Y  1b  coordinate  note  del  centro  C  della  sfera, 
con  r  il  raggio,  pure  noto.  E  sia  P  (»,  y,  z)  un  punto  gene- 
rico della  sfera.  Esprimendo,  mediante  le  coordinate,  che  la 
distanza  GP  è  uguale  ad  r,  perveniamo  all'equazione 

(1)  (x^af  +  (jr~^)*4-  (2-r)*  =  rS 
ossia 

(10  x*  +  y2^z«— 2ax— 2py  — 2r2  +  (ct2  +  p2-^.y2_ya):=,0, 

che  rappresenta  appunto  una  sfera.  La  sfera  è  dunque  una 
superficie  del  secondo  ordine. 

L'equazione  (l')^  confrontata  colla  equazione  generale 
di  secondo  grado  a  tre  variabili  x,  y,  z,  offre  la  particolarità 
che  i  quadrati  a^,  y%  z^,  hanno  lo  stesso  coefficiente,  e  man- 
cano i  termini  coi  prodotti  wy^  xz^  yz.  Ora  ogni  equazione 
di  secondo  grado,  avente  queste  particolarità,  rappresenta, 
in  assi  ortogonali,  una  sfera.  Infatti  una  siffatta  equazione 
potrà  sempre  scriversi  sotto  la  forma 

(2)  <x^+y^  +  z^  +ax+by  +  oz+d^Of 
ossia 

la  quale,   confrontata  colla  (1),   indica  appunto  trattarsi 
di   una  sfera  di   centro  ( — ^y — o"  ^ — K-)  ©  ài  raggio 

Ciò,  a  dir  vero,  sussiste  senz'altro  nella  ipotesi  che  la 
espressione  sotto  il  radicale  sia  positiva.  Ma,  se  quella  espres- 
sione è  nulla,  vi  è  un  sol  punto  reale  i  — ^,  — 5-,  — 5-1 
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soddisfacente  colle  sue  coordinate  alla  (20;  e  nessuif  punto 
siffatto  esiste,  se  quella  espressione  è  negativa.  Tuttavia,  in 
virtù  di  convenzioni  ormai  familiari,  si  dirà  ancora  che 
la  (2^  rappresenta  una  sfera,  il  cui  raggio  è  nullo  o  inuna- 
ginario  (cfr.  n.°  48). 

In  ogni  caso  :  una  equazione  di  secondo  grado  in  coordi- 
nate eartesiane  ortogonali^  la  quale  abbia  uguali  i  ooeffioienti 
di  X*,  y2,  z*,  e  ma/nehi  dei  termini  con  xy,  xz,  yz,  rappre- 
senta una  sfera;  se  la  equazione  si  riduce  ad  aver  V unità 
come  coefficiente  di  x^,  y^,  z^,  le  metà  dei  coefficienti  di  x,  y,  z, 
camMate  di  segno^  danno  le  coordinate  del  centro. 

Otsenraziona.  —  L'equazione  di  una  sfera,  avente  per 
centro  l'origine  e  raggio  0>  è,  in  assi  ortogonali, 

(3)  a*  +  y2  +  «2  =  0. 

Ora  questa  rappresenta  un  cono  col  vertice  nell'ori- 
gine (n.°  103),  cono  di  cui  un  sol  punto  è  reale,  il  vertice* 
n  cono  è  segato  dal  piano  xy  {z  =  0)  nella  coppia  di  rette 
^  +  y^  —  Oj  ossia  a?  ±  *y  =  0,  cioè  nelle  rette  isotrope  uscenti 
dall'origine  sul  detto  piano  (n.°  39).  La  stessa  conclusione 
vale,  qualunque  sia  il  piano  condotto  per  l'origine,  con  cui 
il  cono  (3)  venga  segato;  infatti  il  detto  piano  può  essere 
assunto  come  piano  Z  7  di  un  nuovo  sistema  di  coordinate 
ortogonali  JTYZ,  avente  la  stessa  origine  0;  e,  d'altra 
parte,  la  trasformazione  di  coordinate,  con  cui  si  passa 
dagli  assi  xyz  ai  nuovi  assi  XYZj  muta  la  (3)  neUa  equa- 
zione dello  stesso  tipo  Z*  +  Y*  +  21*  =  0,  come  il  lettore 
potrà  verificare  eseguendo  effettivamente  le  sostituzioni  (2) 
del  n.°  99,  e  ricordando  le  relazioni  che  passano  fra  i  nove 
coefficienti  C).  Dunque: 


0  Che  le  coordinate  {x,  y,  z),  (X,  F»  Z)  di  uno  BteBBo  ponto  P, 
riferito  a  due  siBtemi  ortogonali  aventi  la  stessa  orìgine  O,  siano  legate 
dalla  identità  a^  +  y'  +  s^  =  X*+Y^  +  Z*,  si  dimostra  anche  diretta- 
mente, osservando  ohe  tanto  il  primo,  quanto  il  secondo  membro  esprì- 
mono il  quadrato  della  distanza  OP.  D  ragionamento  suppone  vera- 
mente ohe  le  coordinate  siano  reali;  ma  una  identità  algebrìca  tra 
quantità  reali  sussiste  notorìamente  anche  per  quantità  immaginarie. 
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Una  afera  di  raggio  0,  la  quale  nel  campo  reale  ai  riduce 
a  un  aolo  punto  (il  auo  centro)^  nel  campo  compleaao  è  un 
cono  compoato  di  tutte  le  rette  iaotrape  dello  spazio  uscenti 
dal  centro^  è  il  cono  isotropo  od  assoluto  avente  ivi  il  vertice. 

Nell'enunciato  non  si  tien  conto  della  ipotesi  che  il 
centro  della  sfera  cada  nell'origine,  giacché  Peqnazione  di 
una  sfera  di  raggio  0,  avente  il  centro  in  nn  punto  qual- 
siasi dello  spazio,  può  sempre,  con  una  traslazione  d'assi, 
ridursi  alla  forma  (3). 

Sull'interesse  che  offre  il  cono  isotropo  nello  studio 
delle  proprietà  metriche  dello  spazio,  avremo  occasione  di 
parlare  in  seguito. 

EMTtlzI  (*)  I.  —  1)  Luogo  dei  ponti  tali,  che  la  differeiiuBa  dei  qua- 
drati delle  dÌBtanse  da  due  punti  fisai  sia  costante. 

2)  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  fissi,  moltiplicate 
per  due  numeri  dati,  danno  una  somma  costante. 

3)  Un  triangolo  variabile,  coi  vertici  sugli  spigoli  di  un  triedro, 
ruota  intomo  ad  uno  dei  suoi  lati;  qual*è  il  luogo  del  baricentro  del 
trìangolot 

4)  Qual'ò  il  luogo  dei  baricentri  dei  triangoli,  i  cui  vertici  stanno 
sugli  assi  ed  haimo  dall'origine  distanze  di  somma  costantet 

6)  Con  immediata  estensione  allo  spazio  dell'es.  7)  del  n.^  52,  si 
definisce  il  piano  polare  armonico  di  un  punto,  risj^tto  a  n  piani  datL 
Si'  scriva  Tequazione  di  questo  piano. 

6)  Il  luogo  di  un  pùnto  tale,  che  il  rapporto  delle  distanze  da  due 
punti  fissi  sia  costante,  è  in  generale  una  sfera.  Quale  ne  è  il  centro 
e  quale  il  raggiot  Si  consideri,  in  particolare,  il  caso  che  il  rapporto 
sia  uguale  a  1.  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  tre  punti  fissi  sono 
proporzionali  a  tre  numeri  dati,  è  in  generale  un  cerchio,  il  cui  centro 
è  sul  piano  dei  tre  puntL  £  se  i  tre  numeri  sono  uguali? 

7)  Si  estenda  allo  spazio  Fes.  10),  nS*  62. 

8)  Il  luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari,  calate  da  un  punto  sui 
piani  di  una  stella,  è  una  sfera  avente  per  diametro  il  segmento  ohe 
congiunge  quel  punto  al  centro  della  stella. 

9)  Se  per  un  punto  O  si  conducono  più  rette  a  secare  una  sfeora, 
il  luogo  dei  punti  medi  delle  corde  giacenti  su  queUe  è  una  nuova  sfera» 
òhe  ha  per  diametro  il  segmento  congiungente  O  col  centro  della  sfera 
primitiva. 


(^)  Questi  fli.  rigoMdAao  loltaato  piani,  ifere  e  loro  rnatue  laterMiionl.  Di  lapetflcle  più 
dsirate  tatteno  gU  et.  alU  fine  del  Capitolo. 
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II.  —  10)  Trovare  l'equasione  della  sfera,  ohe  passa  per  Porìgìne  e 
per  i  ponti  (1»  0,  0)»  {0, 2, 0),  (0,  0»  1);  oppure,  ohe  ha  il  oentro  in  quest'ai* 
timo  punto  e  passa  pel  punto  (1,  1,  —  2). 

11)  Si  scrìva  l'equarìone  di  una  sfera  in  coordinate  polari,  e  se  ne 
profitti  per  estendere  alla  sfera  la  nozione  di  potenza  di  un  punto  (n.^  64). 
Qual*ò  la  potenza  del  punto  (a?o>yo*^o)  rispetto  alla  sfera  5= a?* +j/'  +  «' 
—  2ax  —  2py  —  27«  +  2  =  Ot 

12)  Data  la  sfera  ;Sf  =  0  dell'es.  11)  e  la  retta  -^  =  JL=  _?_  ,   ù 

disterminino  le  intersemoni  di  questa  con  quella,  e  la  condizione  di  con* 
tatto;  (si  ricaverà  una  nuova  via  per  trovare  la  distanza  del  punto 
(««  P>  lì  daUa  retta). 

13)  Le  rette  uscenti  da  un  punto  O  e  tangenti  ad  una  sfera  formano 
un  cono  del  secondo  ordine.  (Si  può  assumere  O  come  origine). 

14)  L'equazione  del  piano  tangente  aUa  sfera  5  =  0  (es.  11)  in  un 
suo  punto  P'  (a/,  y',  zT)  è 

aa' +  yy' +  «8' —  «(«  + a^)— P(y  +  !0  - 'r(«  + «0  +  fi  =  0. 

(Basta  scrìvere  l'equazione  del  piano  normale  in  P  al  raggio  che  passa 
per  P,  tenendo  conto  che  P  appartiene  alla  sfera;  oppure  si  può  imi- 
tare il  procedimento  esposto  al  n.^  55). 

16)  Qual'ò  la  condizione  perchè  il  piano  ax+hy  +  cz  +  d^O  tocchi 
la  sfera  i6f  =  Ot  (Si  può  ricorrere  all'es.  14);  o  ricordare  che  la  distanza 
del  punto  (a,  ^,  7)  dal  piano  deve  esser  uguale  al  raggio  della  sfera). 

X  fi  Et 

16)  Per  la  retta  -j-  =  -=^  =  —  condurre  i  piani   tangenti   alla 

sfera  i6f  a  0. 

17)  Determinare  le  coordinate  del  centro  e  il  raggio  del  cerchio, 
che  è  intersezione  del  piano  P  =  ax+  by  +  a8  +  d=sOcollA  sfera  8^0. 

18)  Il  cerchio  deU'es.  17)  ha  come  proiezione  ortogonale  sul  piano  xy 
una  curva  del  secondo  ordine  K  =  OiiS*  +  2<iy^  +  a^^  -|- . . .  ■■  0,  ed 
il  cerchio  stesso  può  rappresentarsi  mediante  le  due  equazioni  P  v  0, 
JT  »  0.  Viceversa,  si  dimostri  che  le  due  ultime  equazioni  rappresentano 

,»•  +  «•&•  +  «•      oh 
un  cerchio,  quando  =  — ■ —  =  —  . 

«11  «i«  «n 

19)  Due  afere  /Sf  >»  0,  8'  ^mO  si  segano  lungo  un  cerchio  reale,  o 
immaginario,  appartenente  al  picvno  radicale  8 —  8'  =  0  (supposti  uguali 
ad  1  i  coefficienti  dei  quadrati  nei  polinomi  8,  8').  Il  problema  di  de- 
terminare la  intersezione  di  due  sfere  equivale  dunque  a  quello  di  de- 
terminare la  intersezione  di  un  piano  con  una  sfera.  Si  estendano  al 
caso  di  due  sfere  gli  es.  16),  17). 

20)  Tre  sfere  /Sfa-O,  5'  =  0,  8"^0  si  segano  generalmente  in 
due  punti  reali,  o  immaginari,  che  stanno  sulla  retta  {asse  radieaU) 
8 — /9f'  =  0,  8  —  8"  =  0.  Si  trovino,  ad  es.,  le  intersezioni  delle  tre 
«tee  «■+y"  +  «"-2«+l=0,  aj"+y"  +  ««— y  —  «=0,  aj"  +  y"  +  «'-l==0. 


188  PABTB  n,  GAP.  !▼»  N.   106 


21)  I  piani  tangenti  a  due  sfere,  in  qualsiasi  punto  comune  ad  esse, 
formano  un  diedro  costante,  ohe  dicesi  angolo  delle  due  efere.  Deter- 
minare rangole  delle  due  sfere  8  ^0^  8'  =  0,  e  la  condizione  perchè 
queste  si  tocchino,  o  si  seghino  ortogonalmente:  l'ultima  condizione  è 

aa'  +  gp'  +  77' L  (fi  +  fi')  =  Q. 

III.  —  22)  Se  le  equazioni  ^i  »  0,  8^  =  0  rappresentano  due  sfere, 
anche  l'equazione  \8^-\-y^8f^^0  (con  x^,  x,  costanti  arhitrarie,  non 
entrambe  nulle)  rappresenta  una  sfera,  la  quale,  al  yariare  del  rapporto 

— ^,  descrive  un  faeeio  di  efere.  Le  sfere  del  fascio  passano  tutte  per  uno 

stesso  cerchio,  haee  del  fascio,  il  cui  piano  ^Sf^  —  iSf,  =  0  (pùmo  radicale 
del  fascio)  è  il  luogo  dei  punti  ayenti  uguale  potenza  rispetto  alle  sfere 
8i  =  0,  8^  =  0,  e  ad  ogni  sfera  del  fascio.  Per  ogni  punto  dello  spazio, 
che  non  appartenga  al  cerchio  base,  passa  una  sfera  del  fascio.  Il  luogo 
dei  centri  delle  sfere  del  fascio  è  una  retta  {(uee  centrale)  perpendicolare 
al  piano  radicale  nel  centro  del  cerchio  base.  Il  piano  radicale  è  inyece 
il  luogo  dei  centri  delle  sfere  ortogonali  alle  sfere  del  fascio  (cfr.  n.i  59, 60). 
Queste  ultime  sfere  passano  tutte  per  due  punti  dell'asse  centrale,  che 
sono  centri  delle  due  sfere  di  raggio  nullo  appartenenti  al  fascio.  Come 
si  modificano  questi  risultati,  se  le  sfere  5i  =  0,  /9,=0  sono  concentrichet 

23)  Se  8i  =  0,  8^  =  0,  5,  =  0  sono  le  equazioni  di  tre  sfere,  non 
appartenenti  ad  un  fascio,  l'equazione  ^i8i  +  'kJStt  +  'kJ3^  =  0  (coni- 
spondente  a  yalori  non  tutti  nuUi,  né  infiniti,  dei  parametri  x,,  \,  x,) 
rappresenta  una  sfera,  che  passa  per  i  due  punti  comuni  alle  sfere  date 
(punti  base).  L'insieme  di  quelle  oo'  sfere  costituisce  un  sistema  (rete  di 
efere)  tale,  che  ad  esso  appartiene  ogni  fascio  determinato  da  due  sfere 
deUa  rete,  mentre  per  due  punti  generici  dello  spazio  passa  una  sola 
sfera  della  rete.  La  retta,  òhe  congiunge  i  due  punti  base,  dicesi  aeee 
radicale  della  rete  ;  per  essa  passano  i  piani  radicali  di  tutti  i  fasci  ap- 
partenenti alla  rete,  ed  un  suo  punto  generico  ha  la  stessa  potenza 
rispetto  a  tutte  le  sfere  del  sistema.  Il  luogo  dei  centri  delle  sfere  della 
rete  è,  in  generale,  il  piano  (piano  eentraié)  perpendicolare  all'asse  ra- 
dicale nel  punto  medio  tra  i  due  punti  base.  L'asse  radicale  è  invece 
il  luogo  dei  centri  delle  sfere,  che  sono  ortogonali  a  tutte  le  sfere  della 
rete;  esse  costituiscono  un  fascio,  il  cui  cerchio  base  sta  nel  piano  cen- 
trale^ e  sega  ortogonalmente  le  sfere  della  rete  (');  esso  è  il  luogo  dei 
centri  delle  sfere  di  raggio  nullo  appartenenti  alla  rete.  Ck>me  si  modi- 
ficano i  risultati,  se  i  centri  delle  tre  sfere  /Sf»  =  0,  8^  =  0,  fif,  =  0  sono 
allineati  t 

24)  Quattro  sfere  8^  =0,  S,  =  0,  8^  =  0,  8^  =  0,  non  appartenenti 


(})  S'Intende  dire  con  dò,  che,  nei  ponti  dlnteraeilone  del  oerohlo  con  una  ifera  la  tangente 
al  eeiebio  e  11  piano  tangente  alla  alerà  lono  ortogODall. 
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ad  una  BteBsa  rete,  determinano  un  sistema  Uneare  oo'  di  sfere,  la  coi 
afera  generica  ha  reqnacione  x^8i  +  y^JS^  +  '>^98^  +  ^84,  —  0  (ove  \,  \, 
y<g,  \  Bono  costanti  arbitrarie  finite,  soggette  solo  alla  condìaone  di 
non  esser  tutte  nuUe).  Al  sistema  appartiene  ogni  rete  ed  ogni  fascio 
determinati  da  tre  o  due  sfere  generiche  del  sistema  stesso.  Esiste  in 
generale  una  sola  sfera  del  sistema,  ohe  passi  per  tre  punti  dati,  o  che 
abbia  il  centro  in  un  punto  dato.  I  piani  radicali  e  gli  assi  radicali 
dei  fasci  e  delle  reti  contenute  nel  sistema  passano  per  uno  stesso 
punto»  che  dicesi  cenlro  radioaU  del  sistema.  Esso  è  centro  di  una  sfera 
ortogonale  a  tutte  le  sfere  del  sistema,  la  quale  è  il  luogo  dei  centri  delle 
sfere  di  raggio  nullo  del  sistema.  Se  ne  scriva  Tequazione,  partendo 
dall'una  o  dall'altra  di  queste  sue  proprietà.  Come  si  modificano  i  risul- 
tati» se  le  quattro  sfere  date  hanno  i  centri  in  un  piano,  oppure  pas- 
sano per  un  punto  t 

26)  Un  piano  passante  per  i  centri  O,  C  di  due  afere  sega  queste 
lungo  due  cerchi,  i  cui  centri  di  similitudine  (n.<*  61,  es.  14))  non  va- 
riano, mentre  quel  piano  ruota  intomo  alla  retta  €(/,  e  diconsi  centri 
di  simUUudine  (intemo  ed  estemo)  delle  due  sfere.  Date  le  coordinate 
dei  centri  O,  C'  ed  i  raggi  delle  sfere,  si  determinino  le  coordinate  dei 
due  centri  di  similitudine.  Ciascuno  di  essi  è  vertice  di  un  cono  ro- 
tondo circoscritto  ad  ambedue  le  sfere. 

26)  Si  estendano  ai  centri  di  sindlitudine  di  tre  sfere,  prese  due 
a  due,  i  risultati  enunciati  nell*es.  15)  del  nfi  61. 

27)  Quattro  sfere»  prese  due  a  due,  danno  complessivamente  dódici 
centri  di  similitudine.  Si  dimostri  che  i  sei  centri  di  similitudine  estemi 
sono  in  un  piano,  e  a  tre  a  tre  su  quattro  rette;  i  tre  centri  di  simi- 
litudine intemi,  che  tre  delle  sfere  determinano  colla  quarta,  e  i  tre 
esterni,  che  quelle  determinano  fra  loro,  sono  pure  in  un  piano,  e  a 
tre  a  tre  su  quattro  rette;  e  finalmente  i  quattro  centri  di  similitudine 
intemi,  che  due  delle  sfere  determinano  colle  altre  due,  e  i  due  esterni 
della  prima  e  seconda  coppia  di  sfere  sono  in  un  piano,  e  a  tre  a  tre 
su  quattro  rette. 

lY.  Inversione  rispetto  a  una  sfera.  —  28)  Il  concetto  di  trasfoT' 
magione  per  raggi  vettori  reciproci,  o  inversione,  rispetto  a  un  centro 
d^iwversione  O  e  ad  una  sfera  fondamentale  col  centro  in  quel  punto, 
è  una  estensione  immediata  di  queUo  stabilito  nel  piano  (v.  n.^  61.  es.  16 
e  seg.).  Enunciamo  soltanto  le  proprietà  fondamentali,  facili  a  dimo- 
strarsi direttamente.  Le  coordinate  di  due  punti  P(x,  y,  0),  P'(flB',  y',  x') 
corrispondenti  {inversi)  sono  legate  dalle  formolo 


«■  +  y"  +  0»'  ^      JB'  +  y"  +  «''       ~'iB"  +  y''  +  «*' 

dove  r  è  il  raggio  della  sfera  fondamentale.  Una  sfera  ed  un  cerchio 
(intersezione  di  due  sfere)  sono  trasformati  generalmente  in  una  sfera 
ed  in  un  cerchio;  se  però  quelli  passano  per  O,  le  figure  trasformate 
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Bono  rìBpettiyamente  un  piano  ed  una  retta.  E  vìoeveroa.  Sfere  cor- 
rispondenti segano  la  sfera  fondamentale  in  uno  stesso  cerohio  (reale 
o  immaginario)»  e  determinano  un  fascio,  cui  appartiene  Pultima  sfera. 

29)  Due  piani,  o  due  rette,  seoantisi  formano  lo  stesso  angolo  delle 
due  sfere,  o  dei  due  cerchi  (inversi),  in  cui  si  mutano  mediante  una 
inversione.  Donde  seg^e  che  l'angolo  di  due  superficie,  o  di  due  curve 
qualsiasi,  in  un  punto  ad  esse  comune,  è  uguale  all'angolo  deUe  figure 
in/verse,  nel  punto  corrispondente  ('). 

30)  Fissato  sopra  una  sfera  un  punto  P(jh>Io),  e  condotto  un  piano  ir 
parallelo  al  piano  tangente  in  P,  per  es.  passante  per  il  centro  (piano 
àéll^ equatore),  si  proiettino  i  punti  della  sfera  da  P  su  ir.  Ogni  punto  A 
della  sfera  ha  una  determinata  proiezione  A'  su  ir.  eccetto  quando  A 
cade  in  P;  e  viceversa.  Si  ottiene  cosi  una  rappresentasione  della  sfera 
sul  piano  ir,  conosciuta  da  Ipparco  e  Tolomeo,  e  detta  proiezione  eie- 
reografiea.  Le  principali  proprietà  della  proiezione  stereografica  seguono 
dal  fatto,  che  una  figura  AB,,,  sulla  sfera,  e  la  proiezione  A'B',,. 
sul  piano  sono  inverse  rispetto  al  centro  di  inversione  P  e  ad  una  sfera 
fondamentale,  che  ha  centro  P  e  passa  per  il  cerohio  segato  da  ir  sulla 
sfera  primitiva.  Si  vede  cosi  che  «  i  cerchi  della  sfera  primitiva  si  pro- 
iettano stereograficamente  in  cerchi  »,  e  «  che  l'angolo  di  due  curve 
sulla  sfera  è  uguale  all'angolo  delle  due  curve  proiezioni  ».  In  virtù 
dell'ultima  proprietà,  la  proiezione  stereografica  dicesi  conforme,  e  viene 
adoperata  sx>esso  nel  tracciamento  delle  carte  geografiche. 

31)  Le  proprietà  suddette  della  proiezione  stereografica  si  dedu- 
cono anche  per  via  analitica,  valendosi  delle  formolo  che  legano  le 
coordinate  di  due  punti  corrispondenti.  Assunta  come  sfera  primitiva 
la  aj*  +  y*  +  i!r*  =  r",  come  polo  P  il  punto  (0,  0,  r),  e  come  piano  -r.  il 
piano  «r  M  0,  si  osservi  che  le  coordinate  (x,  y,  «)  di  un  punto  A  della 
sfera  sono  espresse,  in  funzione  delle  coordinate  (a/,  y*)  del  punto  proie- 
zione sul  piano,  mediante  le  formolo 

2rV  2t*y^  _    gf^j^y'^^r'' 

donde 

a?'-^,   y'  =  ?^'  (a^  +  y«  +  z-  =  f-). 

109.    EquailoRl   pariinatrlclia   di    una  curva.   —  Non 

sempre  si  riesce  a  tradurre  direttamente  la  legge,  secondo 
cui  vien  descritto  im  luogo  geometrico,  nelle  equazioni  del 
luogo.  Gonyiene  allora  introdurre,  accanto  aUe  coordinate 
del  punto  mobile,  certe  variabili  ausiliari,  dette  parametri, 


C)  Per  onjùìo  di  duo  snperllde,  o  di  due  oorvo.  In  no  ponto  oomnae,  ■!  Intende  l'tBgolo 
foonato  dal  plani,  o  dalle  rette  tangenti  a  qnelle  mperflcie,  o  onrre,  nel  ponto.  Salterà  qjaì 
prendere  qoeito  ooooetto  come  IntoltiTO. 
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e  stabilire  relazioni  tra  quelle  coordinate  e  questi  parametri. 
Eliminando  poi  i  parametri  fra  le  dette  relazioni^  si  per- 
verrà ad  una  o  più  equazioni  fra  le  coordinate  x,  y^  Zy  equa- 
zioni rappresentanti  il  luogo  che  si  vuol  studiare.  Questo 
procedimento  si  giustifica  colle  stesse  considerazioni  svolte 
in  geometria  piana  al  n.^  49  e  seg. 

D'altra  parte  è  spesso  opportuno  rappresentare  una 
lìnea^  od  una  superficie  (anziché  nel  modo  indicato  ai  nu- 
meri 102,  104),  mediante  equazioni  pa/rametriche^  esprimenti 
le  coordinate  del  punto  mobile,  che  descrive  il  luogo,  in 
funzione  di  uno  o  due  parametri. 

Siano,  ad  es.,' 

(1)  a^  =  /{<),     y  =  *(0,     z^Ht) 

funzioni  continue  della  variabile  t,  per  i  valori  di  questa 
compresi  in  un  conveniente  intervallo.  Ad  un  valore  di  i 
corrisponde,  in  virtù  delle  (1),  una  tema  di  valori  (x,  y,  «), 
e  quindi  xm  punto;  al  variare  di  ^,  il  punto  si  muove  con 
continuità,  e  descrive,  generalmente,  una  curva,  rappresen- 
tata dalle  (1).  Eliminando  il  parametro  t  fra  due  delle 
equazioni  (1),  ad  es.  fra  la  seconda  e  la  terza,  si  ottiene  la 
equazione  F  (y,  2;)  =  0  di  un  cilindro  passante  per  quella 
curva;  ed  un  secondo  cilindro  <I^  (x^  z)  =^  0,  proiettante  la 
curva,  si  ottiene  eliminando  t  fra  la  prima  e  la  terza 
delle  (1).  Anche  le  equazioni  J?'(a?,y)  =  0,  *  (a?,  «)  =  0,  rap- 
presentano la  stessa  curva  (1),  presa  però  insieme,  general- 
mente, a  qualche  altra  linea  (cfr.  n.°  104). 

Per  portare  un  esempio,  si  considerino  le  equazioni  pa- 
rametriche 
(r)  x  =  at-\'a%      y  =  fttH-6',      z-ot+</y 

dove  le  a,  a^,  . .  • ,  c^  sono  sei  costanti.  La  eliminazione  del 
parametro  f  fra  le  (1')  conduce  alle  equazioni  di  una  retta: 

x  —  a'  _  y  —  V  _   g?  — e" 
a  h      '~       0 

Dunque  le  equazioni  (10  rapyresenta/no  una  retta^  i  cui  co- 
seni di  direzione,  in  assi  ortogonali,  sono  proporzionali  ad 
a,  6,  e  (n.°  90). 
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110.  Equailonl  parimetriche  ili  una  suparfiele. 

biano  ora  tre  equazioni 


Siab- 


(2) 


x=-f{Uj  v)j      y  =  (f)(t*,  V),      «  =  ^'(v,  t?), 


esprimenti  le  coordinate  di  nn  punto  variabile,  mediante 
funzioni  continue  di  due  parametri,  ti,  t?;  e  le  (2)  siano  tali, 
che  da  esse  sia  possibile  (almeno  teoricamente)  di  eliminare 
u  e  v^  ottenendo  una  sola  relazione  F  (x,  y,  z)  »  0.  Le  (2)  rap- 
presentano allora  pa- 
rametricamente  la  su- 
superficie  J'^O;  un 
punto  generico  di  essa 
si  otterrà  dalle  (2),  at- 
tribuendo ad  li,  t?  una 
coppia  di  valori,  e  cal- 
colando i  corrispon- 
denti valori  di  a;,  y,  z. 
Le  equazioni  (2) 
lasciano  subito  appa- 
rire due  sistemi  di 
curve  giacenti  sulla 
superficie.  Se  infatti 
nelle  (2)  diamo  ad  u 
un  valore  costante  u  —  u^j  e  lasciamo  variare  il  solo  para- 
metro t?,  il  punto  (a?,  y,  z)  corrispondente  descrive  (n.°  109) 
una  curva,  che  giace  sulla  superficie,  e  può  indicarsi  con  ÌJ^. 
Una  seconda  curva  XJ^  si  ottiene,  attribuendo  al  parametro  u 
un  secondo  valore  u  ^u^j  e  lasciando  variare  t?;  ed  analo- 
gamente si  ottengono  infinite  altre  curve  JJ%,  Vi,  . . . ,  che 
si  succedono  con  continuità,  se  i  valori  attribuiti  ad  u  for- 
mano una  successione  continua  ;  tutte  queste  curve  formano 
un  primo  sistema  di  curve  sulla  superficie,  il  sistema  u  »  cost. 
Un  secondo  sistema  di  curve,  F^,  Fg,  Fj,  . . . ,  sulla  super- 
ficie, si  ottiene  attribuendo  al  parametro  v  un  valore  fisso, 
che  potrà  essere  v^,  oppure  v^,  oppure  t?s,  .  •  •  ,  e  lasciando 
di  volta  in  volta  variare  u]  sarà  il  sistema  v  »  cost.  I  due 
sistemi  di  curve  formano  sulla  superficie  un  reticolato  ;  per 
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Ogni  punto  P  della  superficie  passa  ima  curva  del  primo 
sistema  ed  una  curva  del  secondo,  se  le  equazioni  (2)  sono 
di  tal  natura,  che,  fissate  le  coordinate  (x,  y^  z)  del  pxmto  P, 
rimangano  individuati  i  corrispondenti  valori  u^^  v^à\UQv\ 
in  tal  caso,  quei  valori  u^^  v^  potranno  riguardarsi  come  spe- 
ciali coordinate  {curvilinee)  del  pxmto  P  variabile  sopra  la 
superficie. 

La  superficie  poi  potrà  ritenersi  generata,  sia  da  una 
curva  {7,  la  quale  si  muova,  e  si  deformi,  assumendo  le 
posizioni  delle  curve  TJ^yV^.  ...  ^  che  tutte  si  appoggiano 
alle  curve  fisse  F^,  Fj,  . . .  ;  sia  da  una  curva  F,  la  quale 
vari  appoggiandosi  alle  curve  fisse  {7^,  {Jj,  .  • . 

Si  considerino,  ad  es.,  tre  equazioni  contenenti  linear- 
mente i  parametri: 

(2')  a?  =  aw  +  a't?  +  a",  y^hu  +  Vv  +  h"j  z^ou  +  &v-\-o'^] 

esse  rappresentano  il  piano 


=  0, 


la  cui  equazione  si  ottiene  eliminando  i  parametri.  Qui  i  due 
sistemi  di  linee  u  =  cost.,  v  =  cost.,  sono  due  fasci  impropri 
di  rette  giacenti  nel  piano;  e  le  coordinate  {Uj  v)  di  un  punto 
del  piano  possono  riguardarsi  come  coordinate  cartesiane, 
sul  piano,  rispetto   agli  assi  t^«0,  t;»Oeal  punto  unità 

(U^lj  v  =  l). 

Un  secondo  esempio   interessante  è  fornito  dalle  equa- 
zioni (cfr.  n.''  100) 

(2^')      X  =  r  sen  S*  cos  $,    y  =  r  sen  S*  sen  <J),    «  =  r  cos  &, 

dove  T  è  una  costante,  ^,  <p  sono  i  parametri,  ed  Xj  y,  z 
sono  coordinate  cartesiane  ortogonali. 

Eliminando  i  parametri,  coll'innalzare  a  quadrato  le  tre 
equazioni  e  sommare,  si  ottiene 

aj2  +  !/*  +  «2  =  r®, 

equazione  di  una  sfera  avente  il  centro  nell'origine  e  raggio  r. 
Le  lincea  —  cost.,  ossia z  =  cost.,  sono  cerchi,  paralleli^  se- 
13 


X      a" 

a 

a' 

y-b" 

b 

b' 

z  -<{' 

e 

d 
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gati  dai  piani  paralleli  ad  a?y;   le  linee   (p  =  oost.,   ossia 
^  cost.y  sono  cerchi  massimi,  meridiani j  segati  dai  piani 


condotti  per  l'asse  z.  Le  coordinate  ({)  e  ^  di  mi  punto  della 
sfera  sono  la  longitudine,  rispetto  al  meridiano  (principale) 
f  »  Oy  situato  nel  piano  0^2;,  e  il  complemento  della  latitu- 
dine,  o  oólatUudine;  perciò  (p  e  ^  si  chiamano  coordinate 
geografiche  sulla  sfera. 

111.  Equazioni  ili  cllliiilrl  0  cmI.  —  Le  considerazioni 
generali,  esposte  sul  principio  del  n.^  109,  permettono  di 
formare  le  equazioni  di  certe  famìglie  di  superficie,  che  fre- 
quentemente si  incontrano. 

Una  superficie  generata  da  una  retta  mobile,  le  cui  po- 
sizioni dipendano  dai  valori  attribuiti  ad  un  parametro, 
dicesi  rigata;  le  infinite  rette,  che  la  costituiscono,  sono  le 
generatrici  della  superficie.  Poiché  la  posizione  di  una  retta 

(1)  X  ^Iz  -\-  Pj      y  ^mz  +  q 

dipende  dai  valori  di  quattro  quantità  {,  m,  p,  $,  la  (1)  de- 
scriverà una  rigata,  se  quelle  quantità  saranno  legate  da  tre 
relazioni  (o  se  saranno  espresse  in  funzione  dì  un  para- 
metro). Eliminando  2,  m,  p,  9  fra  queste  tre  relazioni  e  le  (1), 
si  avrà  la  equazione  della  rigata. 

Fra  le  rigate  sono  notevoli,  in  particolare,  i  cilindri  e 
i  coni.  La  rigata  è  un  cilindro,  se  le  generatrici  sono  tutte 
parallele  tra  loro;  è  un  cono,  se  passano  tutte  per  uno 
stesso  punto  fisso  {vertice). 

Ora  la  retta  (1)  si  muove  parallelamente  a  sé  stessa,  se 
restano  fissi  i  valori  di  {,  m  (n.^  81).  Perchè  essa  descriva  un 
cilindro,  basterà  dunque  che  passi  una  relazione  fra  i  due 
parametri  rimanenti  p,  q: 

(2)  /  (p,  q)  =  0. 

VeqìMzione  del  cilindro  si  ottiene  eliminando  p,  $  fra 
le  (1)  e  le  (2);  è  dunque 

(3)  f{x  —  lZj    y  —  mz)  =  0. 

Si  osservi  che  la  (2)  ha  un  semplice  significato  geome- 
trico; essa  rappresenta  infatti  la  curva  sezione  del  cilindro 
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col  piano  xffj  perchè  p^  q  sono  le  coordinate  della  interse- 
zione della  generatrice  (1)  col  detto  piaQo.  Si  noti  inoltre 
che,  se  la  generatrice  (1)  è  parallela  all'asse  z,  allora  I  =  m  »  0, 
e  si  ricade  in  un  tipo  di  equazione  già  nota  (n.*'  103). 

Proponiamoci  ora  di  scrivere  la  equazione  di  nn  cono 
avente  per  vertice  il  punto  V  (ìpo,  yo,  «o).  Ogni  retta  per  V  ha 
equazioni  del  tipo 

(4)  a?  —  oto  =  l  («  —  «o),     y  —  t/o  «  m  («  —  zo). 

La  retta  descrive  un  cono,  se  fra  i  due  parametri  I,  m 
passa  una  relazione 

(6)  /  (I,  m)  -  0. 

L'eliminazione  di  I,  m  fra  le  (4)  e  la  (5)  conduce  a  scri- 
vere Ve^piaaione  del  cono  sotto  la  forma 

Se  il  vertice  coincide  coll'origine  (ojo  =»  yo  =  «o  =  0),  si 
ricade  in  ima  equazione  già  nota  (n.°  103). 

Vediamo^  ad  es.,  come  si  riesca  a  scrivere  la  equazione 
del  cono  proiettante  dall'orij^in^  una  curva  assegnata 

(7)  f  (X,  Y,  Z)  =  0,      ^  (X,  r,  Z)  -  0, 

dove  le  coordinate  cartesiane  di  xm  punto  descrivente  la 
curva  si  sono  indicate  con  X,  r,  Zj  per  distinguerle  dàDe 
coordinate  a;,  y^  ^  di  un  punto  generico  del  cono.  Qui,  in 
luogo  delle  (4),  abbiamo  le  equazioni 

(4^)  w  ^  Iz,      y  =  mz. 

n  legame  (6)  fra  Z  ed  m  si  otterrà,  imponendo  alla 
retta  (40  di  contenere  un  punto  (X,  7,  Z)  della  curva  (7), 
il  che  dà 


X  r 


(8)  l=-5r,      m 


Z'  Z 


1 


eliminando  Ty  Y,  Z  tre,  le  due  ultime  relazioni  e  le  due  (7), 
si  avrebbe  appunto  una  relazione  fra  I,  m.  Besterebbe  poi, 
secondo  il  procedimento  sopra  esposto,  da  eliminare  I,  m 
tra  la  detta  relazione  e  le  (40-   Biassumendo:  per  ottenere 
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la  equazione  del  cono  si  devono  eliminare  le  cinque  yarìa- 
bili  Xj  Ty  Z^ljfn  tisb  le  sei  relazioni  (7),  (4')  e  (8).  Ora,  in 
questo  caso,  conviene  condurre  la  eliminazione  nel  seguente 
modo.  Eliminiamo  anzitutto  Z,  m  fra  le  (4^  ed  (8);  otter- 
remo le  relazioni 

X  _  X  y        Y 


le  quali,  introducendo   una   variabile    ausiliare  t,   possono 
anche  scriversi  cosi 


(10) 


Z  = 


X 


Y  = 


1. 

t   ' 


z  = 


t 


eseguiamo  poi  le  sostituzioni  (10)  nelle  (7),  che  divengono 

(7-,      ,(^,X,^).0,    ,{±,1.,±).., 

ed  eliminiamo  finalmente  t  fra  queste  ^ue.  L'equazione  ri- 
sultante rappresenta  appunto  il  cono  richiesto. 

112.  Superficie  rotonde.  —  Un'altra  famiglia  interes- 
sante di  superficie  è  costituita  dalle  superficie  rotonde  (o 
di  rotazione).  Una  superficie  rotonda  è  generata  da  una 
curva,   che  ruoti  intomo   ad  una   retta  fissa  {asse)y  colla 

quale  la  curva  sia  rigidamente 
collegata.  Ogni  pxmto  della 
curva  descrive  un  cerchio 
{parando) j  che  sta  in  un  piano 
perpendicolare  all'  asse,  ed 
ha  il  centro  sull'asse;  ed  ogni 
piano  perpendicolare  all'asse 
sega  la  superficie  (se  vi  è  in- 
jT  tersezione)  lungo  uno  o  più 
paralleli.  I  piani  per  l'asse  se- 
gano la  superficie  lungo  curve 
tutte  uguali,  che  diconsi  me- 
ridianij  e  sono  simmetriche 
rispetto  all'asse.  E  la  superficie  può  ritenersi  generata  fa- 
cendo ruotare  di  mezzo  giro  un  meridiano   intorno  all'asse 
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(o  di  un  intero  giro  la  metà  di  un  meridiano  che  sta  da 
una  banda  dell'asse). 

Volendo  scrivere  l'equazione  di  una  superficie  rotonda, 
supporremo  appunto  che  questa  venga  generata  da  un  me- 
ridiano; e  per  maggior  semplicità,  ci  riferiremo  ad  un  sistema 
cartesiano  ortogonale,  il  cui  asse  z  coincida  coU'asse  di 
rotazione.  Sia  data  l'equazione  del  meridiano  in  uno  dei 
piani  per  z^  ad  es.  sul  piano  xz  ;  se  con  X,  Z  indichiamo 
le  coordinate  di  un  punto  qualsiasi  di  questo  piano  (y  =  0), 
il  meridiano  avrà  una  equazione  del  tipo 

(1)  /  (-x:,  Z)  =  0. 

Un  punto  M  (X,  Z)  di  esso,  ruotando  intomo  a  z^  si  porti 
nella  posizione  P  (a?,  y,  z)  ;  si  potranno  subito  stabilire  due 
relazioni  tra  le  coordinate  di  if  e  quelle  di  P,  ricordando 
che  Jf  e  P  si  trovano  sopra  uno  stesso  piano  parallelo  a  :z;y, 
e  sono  equidistanti  dal  punto  Q  (0,  0,  le),  in  cui  quel  piano 
SQga  z.  Si  ha  precisamente 

(2)  Z  =  2,    X^±\nFTy\ 

Se  facciamo  variare  x,  y,  z,  in  modo  che  i  valori  Z,  Z,  ri- 
Bxdtanti  dalle  (2),  verifichino  la  (1),  il  punto  P  (x,  y,  z)  va- 
rierà  descrivendo  tutta  la  superficie.  L'equazione  éì  questa 
si  otterrà  dunque,  eliminando  i  parametri  JT  e  Z  tra  la  (1) 
e  le  (2).  Cosi  si  ricava 


(3)  /(±\/^  +  jr%«)  =  o, 

che  è  l'equazione  richiesta. 

Brevemente,  si  può  dire  che  Vequazùme  détta  superficie 
rotonda  generata  da  una  curva  del  pia/no  xz,  la  quale  ruoti 
intorno  àlVasse  z,  si  ottiene  sostituendo  nella  equazione  della 

curva  ±.  \/  x^  +  y  al  posto  di  x. 

OsserYiilonl.  —  Se  la  superficie  rotonda  si  suppone  ge- 
nerata dalla  rotazione  di  una  curva  sghemba  qualsiasi 

(10  /  (  J,  r,  z)  =  0,     f  (z,  Y,  Z)  =  0 

intorno  all'asse  z,  per  esprimere  il  legame  fra  un  punto 
M  ( J,  r,  Z)  di  questa  curva  ed  una  posizione  P  (a?,  y,  x) 
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aBsnnta  dal  punto  mediante  la  rotazione,   dovremo  adope- 
rare, in  luogo  delle  (2)/  le  relazioni 

(2')         z  =  «,    ±  V/  -P+  r«  =  ±  V/'^Ty^. 

L'equazione  della  superficie  si  otterrà  eliminando  X^  Y,  Z 
fra  le  quattro  equazioni  (1"),  (2'). 

118.  Quadrlch^  rotonda.  —  Per  fare  un'applicazione  del 
procedimento  sopra  indicato,  esaminiamo  le  superficie  che 
si  ottengono  facendo  ruotare  ima  conica  intomo  ad  uno  dei 
suoi  assi  di  simmetria.  Troveremo  certe  particolari  super- 
ficie del  secondo  ordine^  che  prendono  il  nome  di  guadriehe 
rotonde. 

Si  abbia,  ad  es.,  una  ellisse,  che  possiamo  ritenere  si- 
tuata nel  piano  xZf  in  guisa  che  x  e  z  siano  gli  assi  della 
curva.  Questa  avrà  una  equazione  del  tipo 

JP        Z^ 


Facendo  ruotare  la  curva  intomo  all'asse  z,  otteniamo  un 
ellissoide  rotondo  di  equazione 

^2       +  62  -  J^- 

L'ellissoide  dicesi  schiacciato  se  a  >>  6,  allungato  se  a  <^  6  ; 
è  una  sfera  se  a  :==  6. 

Similmente  la  iperbole 

X*        Z^ 


iT-=l, 


a^         6* 

ruotando  intomo   all'asse  non  trasverso  z,  descrive  Viperbo- 
Ioide  rotondo  ad  una  falda 

a^     •      6»  "  ^' 

mentre,  ruotando  intomo  all'asse  trasverso  Xj  descrive  Viper- 
boloide  ridondo  a  due  falde 
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Finalmente  la  parabola 

ruotando  intomo  all'asse  z,  descrive  il  paraboloide  rotondo 

a^  4-  y*  =  2pz. 

Si  hanno  cosi  quattro  tipi  di  qnadriche  rotonde,  le  cui 
forme,  facili  ad  immaginare,  verranno  poi  studiate  accura- 
tamente nella  teoria  delle  quadricbe. 

Estrclzi.  I.  —  1)  Scrivere  reqiuusione  del  cono,  ohe  ha  il  vertioe  nel- 
rorigine  deUe  coordinate,  e  per  direttrice  il  cerchio  ax-^-hy  +  cg  +  d^O^ 
(x  —  ay  +  (y  -  p)«  +  (a^^y  -  r». 

2)  Equazione  del  cilindro,  che  ha  per  direttrice  il  cerchio  se*  -f  j^'  a  r* 

del  piano  xy^  e  le  generatrici  parallele  alia  retta  -jt-  =  —  ==  —  * 

3)  Il  Inogo  dei  pnnti,  le  cui  distanze  da  on  piano  e  da  una  retta 
fiflsa  sono  in  rapporto  costante,  è  un  cono  di  *29  ordine  col  vertice  nel 
ponto  d'incontro  della  retta  e  del  piano,  ovvero  nn  citindro,  pnre  di 
2^  ordine,  se  la  retta  è  parallela  al  piano;  il  cono  risulta  di  rotazione, 
se  la  retta  ò  perpendicolare  al  piano.  (Per  semplificare  la  ricerca,  in 
questo  e  negli  es.  seguenti,  converrà  scegliere  convenientemente  gli 
assi;  si  potrà,  ad  es.,  nel  primo  caso,  scegliere  la  retta  come  asse  coor- 
dinato, e  il  piano  passante  per  l'origine). 

4)  D  luogo  dei  punti  tali,  che  la  somma  (o  la  differenza)  delle  di- 
stanze da  due  punti  fissi  sia  costante,  è  un  ellissoide  (o  iperboloide  a 
due  laide)  rotondo,  avente  come  asse  la  retta  congiungente  i  due  punti. 

5)  n  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  punto  e  da  un  piano 
fissi  sono  in  rapporto  costante,  è  una  quadrica  rotonda  intomo  alla 
perpendicolare  calata  dal  punto  sul  piano,  e  precisamente  un  ellissoide» 
un  paraboloide,  o  un  iperboloide  a  due  falde,  secondo  che  il  valore  del 
rapporto  è  minore,  uguale  o  maggiore  dell'unità. 

6)  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  punto  e  da  una  retta 
hanno  un  rapporto  costante  X;,  è  un  eUissoide  rotondo,  o  un  iperboloide 
rotondo  ad  una  falda,  secondo  che  k  è  minore  o  maggiore  dell'unità. 
Qual'è  l'asse  di  rotazione  Y  Se  X;  a  l,  si  ottiene  un  cilindro  a  sezioni 
paraboliche,  normale  al  piano  individuato  dal  punto  e  dalla  retta. 

7)  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  (in  generale 
sghembe)  sono  in  rapporto  costante,  è  una  superficie  del  secondo  or- 
dine, che  diventa  un  cono  se  le  due  rette  s'incontrano,  e  un  cilindro 
86  sono  parallele. 

8)  Un  cerchio  di  raggio  r,  il  quale  ruoti  intomo  ad  una  retta  del 
suo  piano,  genera  una  superficie  rotonda  del  quarto  ordine,  detta  toro 
(o  «wperfioie  anuta/re).  Si  scrìva  l'equazione  della  superficie,  assumendo 
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Tasse  di  rotazione  come  asse  2,  ed  O  piano  contenente  i  centri  dei  cerchi 
meridiani  come  piano  xy.  Si  determinino  le  intersezioni  del  toro  coi 
piani  coordinati,  e  con  piani  paralleli  a  questi.  Si  osservi,  in  particolare, 
che  il  piano  y  »  r  sega  il  toro  lungo  una  curva  di  Cassini  (n.^  66),  e 
precisamente  lungo  una  lemniscata»  se  la  distanza  del  centro  del  cerchio 
meridiano  dall'asse  g  è  2r, 

9)  Luogo  dei  punti  tali,  che  il  prodotto  delle  distanze  da  due  punti 
fissi  sia  costante  (cfr.  n.^  66). 

10)  Luogo  di  un  punto  tale»  che  il  triangolo  avente  per  vertici  i 
piedi  delle  perpendicolari  calate  dal  punto  sulle  faccio  di  un  triedro 
trirettangolo  abbia  data  area. 

11)  Un  piano  varia  in  guisa,  che  il  volume  formato  da  esso  coi 
tre  piani  coordinati  si  mantiene  costante;  si  trovi  il  luogo  descritto 
dal  piede  della  perpendicolare  calata  dall'orìgine  sul  piano. 

II.  —  12)  Si  sa  (n.o  100,  es.  6))  che  le  formule 

determinano  la  posizione  {x,  y,  0)  assunta  da  un  punto  generico  {X,  F,  Z) 
dello  spazio  mediante  una  traslazione.  Se  a,  &,  e  sono  funzioni  contìnue 
di  un  parametro  u,  il  punto  avente  le  coordinate 

(1)  x  =  X  +  U{u),    y=F  +  /.(u),    z  =  Z  +  U{u) 

varia  con  u,  e  descrive  una  curva  O,  la  quale  passa  per  la  posizione 
iniziale  {X,  F,  Z),  se  (come  supporremo)  per  un  valore  di  u,  ad  es. 
per  ttesO,  si  annullano  le  funzioni  /i(u),  /.(tt),  /,(«).  La  0  può  riguar- 
darsi come  la  curva,  traieUaria,  descritta  dal  punto  (X,  F,  Z),  a  cui 
si  applichi  una  serie  continua  di  successive  traslazioni  infinitesime.  La 
stessa  serie  di  traslazioni,  applicata  ad  un  nuovo  punto  (Zq,  Fo»  Z^), 
lo  fa  muovere  lungo  una  curva  uguale  alla  0,  le  cui  equazioni  si  ot- 
terrebbero dalle  (1),  ponendo  Xq,  Fq,  Z^  al  posto  di  Z,  F,  Z.  Ora  sì 
applichi  quella  serie  di  traslazioni  ai  singoli  punti  di  una  curva  C* 
avente  le  equazioni 

X  =  <PiW*     F  =  <p,(»),    Z^q>^(v). 

Questa  curva  descriverà  una  sikperfieie  di  Prculaeione,  rappresentata 
dalle  equazioni 

(2)         «  = /,{t*)  +  9i{«)»  y  =  fM  +  9Mf   «  =  /»(«)  + ^.(t?). 

Di  questa  superficie  si  dicono  genercOnoi  la  curva  C'{u  =  0)  e  le  curve, 
ad  essa  uguali,  u  =»  cost.;  mentre  diconsi  direttrici  le  curve  1;  a  cost.  ; 
tutte  uguali  alla  0.  £  chiaro  però,  data  la  simmetria  con  cui  entrano 
le  /  e  le  9  nelle  (2),  che  Puffioio  delle  direttrici  e  deUe  generatrici  è 
scambievole;  la  superficie  può  anche  riguardarsi  come  generata  da  una 
curva  uguale  a  0,  la  quale  si  muova  per  successive  traslazioni,  in 
modo  che  i  suoi  punti  descrivano  curve  uguali  a  C\  Una  superficie 
di  traslazione  può  anche  riguardarsi  come  luogo  dei  punti  medi  dei 
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Begmenti  ohe  congiimgono  i  punti  di  due  curve  (Lib):  partendo   dalle 

curve 

X  =  2A(«),       y  =  2/,{u),       z  =  2U(u), 

8i  ritrova  la  superfìcie  (2). 

Per  fare  qualche  appUcazione,  si  oonsiderì:  a)  il  caso  che  le  curve 
O,  O'  sieno  due  rette,  e  si  troverà  come  superfìcie  di  traslazione  un 
piano;  h)  una  curva  sia  il  cerchio  a^^rcosu,  y  =  rs6nt»,  0  =  0»  e 
l'altra  la  retta  x  =  aOf  yz=hv,  e  =  ovi  la  superficie  è  allora  il  ci- 
lindro» la  cui  equazione,  ottenuta  eliminando  i  parametri  u,  v,  è 
{ex  —  «f)*4-(<jy  —  >«)*  =  o*r*;  e)  se  le  due  curve  sono  le  parabole 
X  =  2pu,  y  =  0,  0  =  2pu*;  «  =  0,  y  =  2qv,  e  =■  2^,   la  superfìcie  è  il  pa- 

mboìoide f-  ^  »  2e, 

13)  Le  formolo 

ìB  »  Xcos^— Fsen^,    y  ^  Xueìiq>-i- YaoBq?,    z^Z 

caratterizzano  il  moto  rotatorio  intomo   all'asse  «(n.^  100,  es.  6)).   Se 
X,  Y,  Z  sono  coordinate  dei  punti  una  curva,  se  è  dunque  X  =  /i(tf), 
F  =  /,(tt),  Z  =  /,(tf),  la  superficie  di  rotazione  che  questa  genera  ha 
le  equazioni  parametriche 
«  =  /i(t*)  «OS  (p  —  U{u)  sen  ^,    y  =  /, (u)  sen  tp  +  /,(«)  cos  ^,    z  =  /,(«). 

Per  questa  via  si  può  ritrovare  l'equazione  di  una  superficie  di  rota- 
zione, di  cui  sia  dato  il  meridiano  sul  piano  xz.  —  Se  le  equazioni  della 
curva  generatrice  fossero  X  =  f{Z),  Yss(f(Z),  la  superficie  avrebbe 
l'equazione  »■  +  y*  —  [/(«)]*  +  [<ip  («)]■.  Se,  in  particolare,  la  curva  che 
ruota  è  la  retta  X  =  a,  F  »  bZ,  la  superficie  è  l'iperboloide  a  una  falda 
a^  +  y*  —  bV  »  a*.  (£  interessante  osservare  che  anche  la  retta  Z  »  a, 
r= — hZ,  simmetrica  della  prima  rÌBi>etto  al  piano  xz,  genera  lo 
stesso  iperboloide,  e  che  perciò  questa  superficie  contiene  due  sistemi 
distinti  di  rette). 

14)  Le  formolo 

(1)      x  =  X  cos  <p  —  Y  sen  9,    y  ==  X  sen  ?>  +  F  cos  ^,    z  =  Z  +  eq> 

rappresentano  un  movimewto  eUeaidàle  di  asse  z  {ufi  100,  es.  6).  Se  in 
quelle  formolo  si  fa  variare  solo  il  parametro  tp,  la  curva  descritta  dal 
punto  {x,  y,  z)  dicesi  éUea  oHindrioa,  ed  ha  le  equazioni  parametriche  (1); 
rélioa  è  tracciata  sul  cilindro  rotondo  a^ -{•  y^  =  X*  -{-  F*.  In  particolare, 
se  il  punto,  nella  posizione  iniziale  97  »  0,  si  trova  sull'asse  x,  le  equa- 
zioni sono  del  tipo 

x  =  a  cos  9,    y  =  a  sen  tp,    z^eq>; 
le  i>roiezioni  della  curva  sui  piani  x^  0,  y  =  0  sono  le  curve  sinusoi- 

dali  (n.^  67)  y  *  a  sen  — ,  x  ^  a  cos  —  ,  mentre,  sul  piano  «  =  0,  la 

e  e 

proiezione  è  il  cerchio  a?'  +  y'  ==  a*.  Dicesi  fas»o  dell'elica  la  distanza 
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oosteate  Sue,  ehe  intercede  In  dne  punti  conBecntiTi  delia  oorva  aitnati 
sopra  una  stessa  generatrìoe  del  cilindro,  su  cui  l'elica  è  tracciata.  StoI- 
gendo  il  cilindro  sopra  un  piano  (ove  siano  fissati  assi  ortogonali  ^,  n), 
in  gnisa  che  il  cerchio  base  a^  +  y*^c^,  gssOn  sviluppi  sopra  Tasse  U 
e  la  generatrice  del  cilindro  y  ^  0,  »  »  a  si  adagi  sopra  Tasse  r»  l'elica 

si  sviluppa  sulla  retta  v)  »  —  l,  la  quale  forma  coU'asse  l  un  angolo  a, 

o 

detto  inMuufione  dell'elica,  e  tale  che  tg  a  »  — . 

16)  Applicando  il  movimento  elicoidale  (1)  ai  punti  (X,  T,  Z)  di 
una  curva  X»/i(u),  F  =  /,(«»),  Za/,(tf),  si  genera  una  superficie 
éUeaidaìe,  le  cui  equasioni  parametriche  sono 

^  —  fiM  cos9>  —  /,(«)  sen ^,     y  =  A (»)  seny  +  /,(«) cos ^, 
In  partìcolare,  la  retta  X  ==  lu,  F  =  mu,  Z  »  m»  genera  Veiieoide 

il  quale  sega  il  piano  xy  in  una  spirale  d'AncHiMEDB  (^  »  Jb^;  c£r.  n.^  47 
es.  3)).  L'elicoide  dicesi  retto,  se  la  retta  generatrice  è  normale  all'asse; 

la  sua  equazione  è  5  =  o  are  tg  —  . 

16)  L'equazione  di  una  superficie  rotonda,  il  cui  asse  sia  una  retta 
qualsiasi 

X  —  a      y  —  6  _  g  —  0 
{  m     ~~     n     ' 

si  ottiene  osservando  che  le  equasioni 

Ix  +  my  4-  ««  «i  X, 

(«-a)«  4-  {y-by  +  (0— e)-  =  a 

rappresentano  un  cerchio,  il  cui  centro  sta  su  quella  retta,  ed  il  cui 
piano  è  perpendicolare  alla  retta;  ed  ogni  cerchio  cosi  situato  può 
rappresentarsi  a  quel  modo,  pur  di  scegliere  convenientemente  i  para- 
metri X  e  fi..  Se  tra  i  due  parametri  stabiliamo  un  legame  ui  =  /(x), 
veniamo  ad  ottenere  infiniti  cerchi  costituenti  una  superficie  rotonda» 
di  cui  la  retta  data  è  asse.  L'equazione  di  questa  superficie  è  adunque 
del  tipo 

(«—a)*  +  (y  —  &)■  +  («  -  ey  =  f{ìx  -{-my  +  ne). 

In  particolare,  seaiBÒ  =  c  =  liBm»0,  si  ricade  nel  caso  ove 
Tasse  coincide  ooU'asse  e. 

17)  Si  dimostri  che  la  superficie  del  terzo  ordine 

aj'*  +  y'  +  «*  —  Sajy*  =  ^* 
è  rotonda  intomo  alla  retta  x  «^  y^  e. 


l 
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Capitolo  I. 
Elementi  impropri.  •  Coordinate  omogenee  di  ponti,  rette  e  piani. 

114.  Cenno  storico.  —  La  Geometria  analitica  carte- 
siana, dì  cui  ndle  lezioni  precedenti  furono  esposti  i  con- 
cetti, ed  il  Calcolo  infinitesimale,  sorto  verso  la  fine  del 
xvn  secolo  per  opera  dì  Newton  e  Leibniz,  dischiusero  un 
campo  cofid  vasto  di  ricerche,  da  assorbire  quasi  intera- 
mente l'attività  dei  maggiori  matematici  del  secolo  xvm. 
D'altra  parte  i  nuovi  indirizzi  non  potevano  soddisfare  inte- 
ramente le  crescenti  esigenze  della  tecnica,  che  in  quel- 
l'epoca compieva  rapidi  progressi.  La  Geometria  analìtica 
permette  bensì  di  trattare  e  risolvere  ima  vastissima  cate- 
goria di  problemi,  ma  le  soluzioni  che  essa  fornisce  non 
conducono  di  solito  a  costruzioni  semplici  e  pratiche;  mentre 
per  il  tecnico  la  risoluzione  grafica  di  un  problema  ha 
spesso  importanza  maggiore  del  calcolo  numerico  dei  risul- 
tati. V'era  poi  una  estesa  serie  di  questioni,  interessanti  al 
tempo  stesso  le  arti  belle  e  la  ingegneria^  che  la  nuova 
scienza  non  si  prestava  a  trattare.  Alludiamo  a  tutti  quei 
procedimenti,  che  permettono  di  rappresentare  sopra  un 
piano  le  6gure  date  nello  spazio,  tra  cui  notissima  è  la  pro^ 
gpeUivaj  e  che  rientrano  oggi  nel  campo  della  Oeometria 
Desorittiva. 

I  Greci  conoscevano  certamente  alcune  tra  le  regole 
della  prospettiva,  ma  i  precetti  di  questa  disciplina  non  si 
trovano  costantemente  rispettati  prima  del  Binascimento. 
Furono  appunto  alcuni  dei  maggiori  artisti  di  quell'epoca, 
che  fissarono  in  modo  preciso  le  regole  del  disegno  prospet- 
tivo ;  basterà  citare  Leon  Battista  Alberti  e  Pier  Della 
Fbangesoa  verso  la  metà  del  secolo  xv,  Leonardo  Da  Vinci 
e  Alberto  Ditrbr  sul  principio  del  secolo  successivo. 


À 


I 
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Solo  più  tardi  i  geometri  si  interessarono  dei  metodi 
della  prospettiva,  e  ne  fecero  applicazioni  scientifiche.  Ma 
gli  stessi  risultati  brillanti  raggiunti  per  questa  via  dal 
Desaboites  e,  a  quanto  pare,  dal  PasoaIì,  sulla  prima  metà 
del  secolo  xvn,  rimasero  isolati  e  quasi  obliati  per  un  lungo 
periodo  ancora,  fino  al  giorno  in  cui  il  grande  scienziato 
francese  Monge,  col  trattato  di  Oéamétrie  desoriptive  (1795) 
e  colle  lezioni,  non  espose  e  diffuse  un  metodo  sistematico 
per  riprodurre  sopra  un  piano  le  figure  solide,  in  modo  che 
dal  disegno  si  potesse  ricostruire  l'originale,  come  quello  da 
questo. 

All'opera  dì  Monge  si  può  far  risalire  il  risorgimento 
degli  studi  geometrici.  Le  numerose  relazioni  tra  la  figura 
solida  e  le  sue  immagini  piane,  che  il  Monge  mette  in  luce, 
inducono  uno  degli  ultimi  e  maggiori  suoi  discepoli,  il  Fon- 
CELET  (1822),  a  studiare  quelle  proprietà  di  ima  figura  che 
si  conservano  nella  proiezione  (cioè  nel  disegno  prospettico). 
Le  dette  proprietà  formano  il  soggetto  della  Geometria 
proieUivaj  che  per  opera  di  MoBins,  Steiner,  Ghàsles, 
Staudt  . . .  (nella  prima  metà  del  secolo  xix),  va  staccan- 
dosi via  via  dalla  G^metria  descrittiva,  come  pure  dalla 
G^metria  elementare,  ed  assumendo  un  carattere  autonomo. 

La  (Geometria  proiettiva,  per  la  larghezza  di  vedute 
che  la  ispira,  ha  un  grande  valore  teorico,  e  i>er  la  sim- 
metria  ed  il  rigore  dei  suoi  metodi  presenta  singolari  pregi 
estetici.  Noi  però,  per  i  limiti  imposti  a  questo  trattato, 
dobbiamo  accontentarci  di  esporre  solo  i  concetti  fonda- 
mentali della  nuova  scienza,  che  trovano  applicazioni  nella 
teoria  delle  curve  e  superficie  di  secondo  ordine,  cui  sono 
dedicate  le  ultime  Parti  di  questo  Trattato,  nella  Geometria 
descrittiva,  ed  in  vari  altri  rami  di  matematiche  pure  ed 
applicate  (^). 


C)  Chi  volesse  estendere  le  sue  oognizloni  nel  domìnio  della  Geome- 
trìa proiettiva,  potrebbe  leggere  con  vantaggio  le  opere  citate  nella 
prefazione  di  questo  volume. 
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115.  Proinlona  •  sailona.  —  I  metodi  per  rappresentare 
sopra  un  piano  le  Agore  dello  spazio  fanno  uso  costante  di 
due  oi>erazioni,  proiezione  e  sezione^  che  sono  fondamentali 
per  la  Geometria  proiettiva. 

Eccone  le  definizioni,  poste  l'nna  di  fronte  all'altra. 


Proiettare  da  un  punto  8 
{eeniro  di  proiezione)  nna  fi- 
gora  composta  di  ponti  e  rette, 
significa  condorre  le  rette  e  i 
piani  che  congiongono  8  ai 
ponti  e  alle  rette  della  figora. 
Lanoovafigora  cosi  ottenota, 
comi>osta  di  rette  e  piani 
oscenti  da  8,  si  chiama  pro- 
iettante o  visuale  della  figora 
primitiva  dal  centro  8. 

Proiettare  da  una  retta  8 
{asse  di  proiezione)  ona  figora 
composta  di  ponti,  significa 
condorre  i  piani  che  congion- 
gono la  retta  s  ai  ponti  della 
figora. 


8egare  eon  un  piano  a 
{piano  di  sezione  o  quadro) 
ona  figora  composta  di  piani 
e  rette,  significa  determinare 
le  rette  e  i  ponti,  in  coi  a  sega 
i  piani  e  le  rette  della  figora. 
La  noova  figora  cosi  ottenota, 
composta  di  rette  e  ponti  gia- 
centi in  0,  si  chiama  sezione  o 
traccia  della  figora  primitiva 
(esegoita)  col  piano  a. 

Segare  con  una  retta  s 
(trasversaie)  ona  figora  com- 
posta di  piani,  significa  de- 
terminare i  ponti  intersezioni 
della  retta  s  coi  piani  della 
figora. 


È  chiaro  poi  che  in  geometria  piana  si  potrà  proiettare 
da  on  ponto  ona  Agora  composta  di  ponti,  e  segare  con 
ona  retta  ona  figora  composta  di  rette. 

Spesso  le  doe  operazioni  di  proiezione  da  on  ponto,  e 
sezione  con  on  piano,  si  rioniscono  per  formare  ona  sola 
operazione,  che  prende  il  nome  di  proiezione  da  un  centro  8 
sopra  un  piano  o.  La  operazione  si  esegoisce  proiettando  la 
figora  data  dal  centro  /8f,  e  segandone  la  visoale  col  piano  a. 
La  figora,  che  cosi  si  ottiene  in  a,  dicesi  apponto  proiezione 
della  Agora  primitiva  da  8  sopra  a.  Essa  è  formata  dai 
ponti  e  dalle  rette,  che  son  proiezioni  (da  8  sopra  a)  dei 
ponti  e  delle  rette  della  Agora  primitiva. 

La  proiezione  dall'ooohio  di  un  osservatore,  sopra  un  piano,  di  una 
figura  situata  dietro  al  piano  è  la  prospettiva  della  figura.  Uonibra  di 
un  oorpo  opaco  sopra  un  piano  è  la  proiezione  del  corpo  sul  piano 
dal  centro  luminoso. 
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116.  Punto  all'infinito  di  una  rotta.  — Esaminando  nei 
casi  più  semplici  le  operazioni  ora  definite,  siamo  condotti 
a  modificare  il  lingaaiggio  della  geometria  elementare,  in 
guisa  da  renderlo  atto  ad  esprimere,  nella  forma  più.  sem- 
plice, le  relazioni  che  andremo  a  stabilire. 

Sia  u  una  retki  punteggiata  (o  brevemente  una  punteg- 
giaia)y  cioè  una  retta  di  cui  dovremo  considerare  i  singoli 
punti.   Proiettando   la  punteggiata  ii  da  un  centro  /8,  ad 

essa  esterno,  ricaviamo,  da  ogni 
punto  A  ài  Uj  ima  retta  a  del 
fascio  8;  e  viceversa,  ogni  ret 
ta  a  del  fascio  (salvo  una  ecce- 
zione di  cui  parleremo)  ci  dà 
come  sezione  un  punto  A  della 
punteggiata.  Tra  la  punteg- 
giata ti  e  il  fascio  viene  dxmque 
a  stabilirsi,  mediante  l'opera- 
zione di  proiezione,  una  corri- 
spandenza  biunivoca^  detta  cor- 
rispondenza prospettiva.  Essa  però  ammette  una  eccezione, 
giacché  vi  è  una  retta  i  del  fascio,  parallela  ad  u,  alla  quale 
non  corrisponde  nessun  punto  di  u. 

Ora  il  presentarsi  di  una  eccezione  nell'enunciato  di  un 
fatto  cosi  semplice,  lascia  prevedere  ima  crescente  compli- 
cazione di  linguaggio,  quando  si  prenderanno  in  esame  casi 
più  generali  di  proiezione.  Cercheremo  perciò  di  togliere, 
almeno  formalmente,  la  eccezione,  modificando  convenien- 
temente il  linguaggio. 

Supponiamo,  a  tal  fine,  che  una  retta  m  del  fascio  S 
parta  daUa  posizione  a  e  ruoti  intomo  ad  /S,  ad  es.  nel 
verso  della  freccia.  H  punto  Jf ,  sezione  di  m  con  u,  si  muove 
sopra  u  sempre  in  uno  stesso  verso  (segnato  con  una  freccia), 
e  va  allontanandosi  indefinitamente  da  j1,  mentre  m  tende 
^  raggiungere  la  posizione  i.  Oonverremo  di  dire  ohe, 
quando  m  viene  a  coincidere  con  t,  il  punto  M  si  porta  nel 
punto  aUHnfinUo  (o  nel  punto  improprio)  della  retta  u.  La 
retta  «,  parallela  ad  ii,  ha  in  comune  con  u  (secondo  questa 
locuzione)  il  punto  all'infinito  loo  di  ii  (o  di  «). 
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Volendo  organizzare  in  forma  logica  la  geometria  pro- 
iettiva, giova  presentare  la  stessa  convenzione  nel  modo 
segnente.  La  Geometria  proiettiva  riguarda  come  pnnti  di 
ima  retta,  non  solo  i  punti  intuitivi  o  propri,  che  la  geo- 
metria elementare  considera,  ma  pure  la  direzione  della  retta, 
alla  qual  direzione  essa  dà  il  nome  di  punto  alPinfinito  (o 
improprio).  Con  ciò  Paffermazione  evidente:  «  due  rette  pa- 
ranoie hanno  la  stessa  direzione  »  si  traduce  nella  nuova 
forma:  «  due  rette  parallele  hanno  lo  stesso  punto  all'infi- 
nito »,  o  «  si  incontrano  nel  punto  all'infinito  ». 

Accolta  la  convenzione,  potremo  dire  che  due  rette  di- 
stinte dì  un  piano  hanno  sempre  un  punto  comune,  proprio 
quando  si  segano  (nel  senso  della  geometria  elementare), 
improprio  se  sono  parallele. 

Proiettare  da  /9  il  punto  all'infinito  loo  di  ima  retta  ti, 
vuol  dire  condurre  per  8  ÌSk  i  parallela  ad  iì;  ed  Iqo  è  la 
sezione  di  {  con  u.  Oon  ciò  sparisce  la  eccezione,  che  ave- 
vamo sopra  rilevata,  nella  corrispondenza  prospettiva  tra 
punteggiata  e  fascio. 

117.  MoYlmonto  prolottlYO  sopra  una  ratta»  tagmantl 
prolattlYl.  —  Proiettiamo  ora  una  punteggiata  u  sopra  una 
nuova  i^tta  u% 
da  un  centro  8 
che  non  appar- 
tenga a  nessuna 
delle  due  rette. 
Ogni  punto  Jl, 
J3,  . . .  di  le  for- 
nisce sopra  le' xm 
punto  proiezio- 
ne A^y  jB', . . .  ;  e, 
viceversa,  iprìmi 
punti  possono  ri- 
guardarsi come  proiezioni  d^li  ultimi.  Tra  le  due  punteg- 
giate Uj  u'  viene  a  stabilirsi  una  corrispondenza  biunivoca 
(detta  pfoepeMnìa^  la  quale  non  ammette  eccezioni,  in  virtù 
della  convenzione  ora  introdotta.  Infatti  al  punto  all'infinito 
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Zoo  di  tt  corrisponde  la  intersezione  F  di  u^  colla  paraUelBi 
ad  u  uscente  da  /8f;  e  similmente  al  punto  J  di  Uj  che 
appartiene  ad  una  retta  proiettante  parallela  ad  u%  corri- 
sponde il  punto  all'infinito  J'oo  di  u\  I  punti  J  ed  I', 
generalmente  propri,  cui  corrispondono  punti  impropri 
sopra  u'  ed  Uj  diconsi  punti  di  fuga  o  punti  limite  di  u^  u^y 
rispettivamente. 

Supponiamo  che  un  punto  mobile  descriva  per  intero 
una  delle  due  rette,  ad  es.  la  u\  nel  verso  della  freccia,  n 
punto  corrispondente  sopra  u  partirà  dalla  posizione  J,  e, 
variando  nel  verso  della  freccia,  descriverà  anzitutto  la  se- 
miretta u  a  destra  di  J,  andrà  nel  punto  Iqo  (quando  il 
primo  punto  mobile  passa  per  F),  ricomparirà  poi  sulla 
retta  u  a  sinistra  di  J,  e  descriverà,  sempre  nello  stesso 
verso,  la  rimanente  semiretta  ir,  fino  a  ritornare  in  J. 

Mentre  il  punto  mobile  sopra  u'  percorre  un  segmento 
A'B'  o  B'G%  il  punto  corrispondente  sopra  u  descrive  una 
parte  di  questa  retta,  che  è  un  segmento  propriamente 
detto,  come  A  B,  se  A^B'  non  contiene  il  punto  limite  1% 
oppure  (nel  caso  opposto)  si  compone  dei  due  prolunga- 
menti di  un  segmento  BCj  dei  quali  il  prolungamento  a 
destra  di  B  è  la  proiezione  del  segmento  B'I",  ed  il  pro- 
lungamento a  sinistra  di  0  è  la  proiezione  del  segmento  rG\ 

Allo  scopo  di  esprimere  nel  modo  più  perspicuo  questi 
vari  fatti,  e  di  assimilare  col  linguaggio,  per  quanto  è  pos- 
sibile, i  fenomeni  che  accadono  su  due  punteggiate  proie- 
zioni Puna  dell'altra,  si  stabiliscono  le  seguenti  conven- 
zioni : 

a)  Si  introduce,  accanto  al  movimento  metrico  sopra 
una  retta  Uj  fornito  dall'intuizione,  un  movim^ento  proiettivoj 
in  virtù  del  quale  un  punto  mobile,  partendo  da  una  posi- 
zione quaUinsi  J,  descrive,  in  un  dato  verso,  anzitutto  una 
metà  della  retta,  passa  per  il  punto  all'infinito,  ricompare 
sull'altra  semiretta,  e  la  descrive  tutta  in  quel  verso,  fino  a 
ritornare  al  punto  di  partenza  J. 

b)  Si  chiama  segmento  proiettivo^  sopra  una  retta,  non 
solo  il  segmento  finito  considerato  nella  geometria  elemen- 
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tare,  ma  pure  l'insieme  dei   due  prolungamenti  di  nn  seg- 
mento finito,  od  anche  una  semiretta  (che  è  limitata  da  un 
punto  proprio  e  dal  punto  allMnfinito). 
Segue  da  queste  convenzioni: 

1)  che,  nella  Geometria  proiettiva,  un  punto  non 
spezza  la  retta  in  due  parti,  potendosi  ancora  passare  dal- 
l'una all'altra  banda  del  punto  con  un  movimento  proiet- 
tivo, senza  oltrepassare  il  punto; 

2)  che  due  punti  limitano  sopra  una  retta  due  seg- 
menti proiettivi,  i  quali  hanno  in  comune  quei  due  punti, 
e  nessun  altro  ; 

3)  che,  operaudo  per  proiezione  e  sezione,  un  movi- 
mento proiettivo  si  converte  in  un  movimento  proiettivo, 
ed  un  segmento  proiettivo  in  un  segmento  proiettivo. 

118.  Coppio  di  •lomontl  elio  si  separano.  —  Se  nell'uno 
dei  due  segmenti  proiettivi,  aventi  per  estremi  J.  e  B,  fis- 
siamo un  punto  G  e  nell'altro  xm  punto  D,  è  chiaro  che 
per  andare,  con  un  movimento  proiettivo,  da  Jl  a  £,  si 
dovrà  oltrepassare  C  o  D.  Sì  dice  perciò  che  i  punti  0,  D 
separano,   o   dividonOj  i 

punti  A,  B.  Bisulta  poi    o  no 

che  anche  JL,  B  sepa-  ^  C      Ji 

rano  C,J)\  in  breve  ìs  .^  \    i  /  /    /     . 

coppie  AB  e  C D  si  se-         N.    \         \  1  j / / x    ^ 
parami,  x.  *•.  \  \  il/ /x  ^y'''^^ 

Una  nozione    ana-  ***'OS\\l|^:^^ 

Ioga   si  può  introdurre      '"^^^r^- 

nei  fasci  di  rette  (o  di  ^..-^ix^^^^p^^^ 

piani).   Si  osservi  anzi-      ^"C^^^^^^O^  *" 

tutto  che  due  rette  a,  6  /   / / l\  '-        ''-^Nv 

di   un    fascio   determi-  ^/ /  /^  i     '•• 

nano  nel  fascio  due  re- 
gioni, dette  angoli  completi^  di  cui  una  comprende  le  rette 

del  fascio  appartenenti  ad  uno  degli  angoli  ofr  ed  all'opposto 
al  vertice,  l'altra  corrisponde  ai  due  angoli  ab  rimanenti.  Se 
e&d  sono  due  rette,  di  cui  una  appartenga  all'uno  e  l'altra 
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all'altro  degli  angoli  completi  ab,  diremo  che  e  e  d  sepa- 
rano ay  6;  ecc. 

Goppie  che  si  separano  danno,  per  proiezione  e  sezione, 
coppie  che  si  separano. 

119.  —  Ratta  all'Infinito  di  un  plano.  —  Per  introdurre 
una  nuova  convenzione  relativa  agli  elementi  all'infinito, 
consideriamo  ora  un  piano  9r  ed  un  punto  8  estemo  al  piano. 
Ogni  punto  ed  ogni  retta  di  rr  fornisce,  mediante  proiezione 
da  8,  una  retta  ed  un  piano  della  stélla  8;  e  viceversa, 
quando  si  faccia  astrazione  dalle  rette  parallele  a  ^  e  dal 
piano  parallelo  a  n  che  passano  per  8. 

Ora  una  retta  r  parallela  ad  un  piano  n  è  parallela  ad 
infinite  rette  di  fr^  le  quali,  per  una  convenzione  già  fatta 
(n.o  116),  hanno  in  comune,  tra  loro  e  con  r,  il  punto 
all'infinito.  È  quindi  naturale  dire  che  una  retta  parallela 
ad  un  piano  ha  in  comune  con  questo  il  proprio  punto 
all'infinito.  Un  piano  contiene,  in  conseguenza,  il  punto 
all'infinito  di  ogni  sua  retta,  e  di  ogni  retta  ad  esso  pa- 
rallela. 

Le  infinite  rette  parallele  a  /r,  condotte  per  /8,  stanno 
in  un  medesimo  piano  a,  parallelo  a  ^r.  I  punti  all'infinito 
di  quelle  rette  appartengono  contemporaneamente  a  ^  ed 
a  a.  Si  suole  esprimere  brevemente  questo  fatto,  dicendo 
che  due  piani  paralleli  hanno  in  comune  una  retta  aUHnfi" 
nito  (o  retta  impropria),  la  quale  contiene  i  punti  all'infinito 
situati  nell'uno  o  nell'altro  piano. 

L'ultima  convenzione  può  anche  presentarsi  cosi.  Si 
dice  talvolta  che  «  due  piani  paralleli  hanno  la  stessa  giaoi' 
tura  »;  ora  si  trova  opportuno  di  sostituire  alla  parola  gia^ 
citura  la  locuzione  retta  (dVinfinHo  (o  impropria)  ^  con  ciò  la 
frase  tra  virgolette  si  muta  precisamente  in  quella  da  noi 
sopra  adottata. 

Li  virtù  di  queste  convenzioni,  possiamo  affermare  che  : 

1)  una  retta  ha  sempre  in  comune  con  un  piano  un 
punto  (proprio  od  improprio)^  a  meno  che  la  retta  non  ap- 
partenga per  intero  al  piano; 

2)  due  piani  distinti  hanno  sempre  una  retta  comune 
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{propria  se  si  segano  nel  senso  della  Geometria  elementare, 
impropria  se  sono  paralleli). 

Possiamo  dire  finalmente  che,  mediante  ima  proiezione 
da  nn  centro  8j  si  viene  a  stabilire  tra  un  piano  ^  ed  una 
stella  S  una  corrispondenza  biunivoca  senza  eccezioni  {cor- 
rispondenza prospettiva)^  in  virtù  della  quale  ad  ogni  punto 
o  retta  di  k  corrisponde,  rispettivamente,  una  retta  od  un 
piano  per  8,  e  viceversa.  In  particolare,  la  retta  all'infinito 
di  fr  ha  per  corrispondente  (proiettante)  il  piano  a  parallelo  a  n, 

120.  Pralailona  di  una  figura  plana  sopra  un  altro  plano. 
—  Sbando  la  stella  8  del  n.^  precedente  con  un  un  piano 
n\  diverso  da  »>  e  non  passante  per  8,  otteniamo  una  cor- 
rispondenza biunivoca  {prospettiva)  tra  i  due  piani  ^,  n\  Ad 
ogni  punto  JL  e  ad  ogni  retta  a  ài  n  corrispondono,  su  »-', 
il  punto  jI"  e  la  retta  a\  che  sono  proiezioni  di  quelli,  da  8 
su  n\  e  viceversa. 

La  corrispondenza  non  presenta  eccezioni,  quando  si 
tenga  conto  delle  convenzioni  fatte  (n.^  119). 

In  particolare,  la  retta  all'infinito  i^  di  ^  ha  per  im- 
magine in  n'  quella  retta  i\  generalmente  propria,  che  è 
l'intersezione  di  n  col  piano 
condotto  per  8  parallela- 
mente a  n.  La  retta  V  di- 
cesi rMa  limite,  o  retta  di 
fuga  del  piano  n';  essa  è 
parallela  alla  intersezione 
r  dei  piani  7,  fr%  e  contiene 
la  proiezione  T  di  ogni 
punto  all'infinito  I^q  di  n. 
Similmente  vi  sarà  su  v' 
una  retta  limite  j  (pure 
parallela  ad  r),  corrispon- 
dente alla  retta  all'infi- 
nito j'oo  di  ^'• 

TTna  figura  F  di  n  ha,  come  corrispondente  in  7r%  una 
figura  F%  che  è  Vimmagine  prospettiva  di  quella.  Tra  le 
due  figure  passano  alcune  relazioni  evidenti.  Cosi,  se  in  f 
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un  ponto  A  sta  sopra  una  retta  a,  il  punto  immagine  A' 
starà  sulla  retta  immagine  a'\  e  se  più  punti  di  F  sono 
allineati  o  più  rette  concorrenti,  i  punti  e  le  rette  immagini 
in  F'  saranno  allineati  o  concorrenti.  Queste  affermazioni 
valgono  senza  eccezione,  solo  quando  si  accettino  le  con- 
venzioni dei  n.^  116,  119,  e  quindi  i  punti  e  le  rette  possano 
essere  propri  od  impropri.  Cosi  accade  che  due  rette  pa- 
rallele di  n  (aventi  in  comune  un  punto  di  <od)  liaimo  per 
immagini  in  n'  due  rette  secantisi  in  un  punto,  general- 
mente proprio,  di  i'  ;  e  viceversa.  Un  parallelogramma  di  ir 
ha  per  immagine  un  quadrangolo,  in  cui  le  coppie  di  lati 
opposti  (prolungati  quanto  occorre)  si  segano  in  punti,  ge- 
neralmente propri,  di  i'\  ecc. 

Questi  fenomeni  della  deformaaione  prospettiva  sono  ab- 
bastanza noti,  perchè  occorra  insistervi  ulteriormente.  Il 
rilevarli  giova  però  a  giustificare  l'utilità  delle  convenzioni 
introdotte. 

121.  Piano  alIMnflnito.  —  Bicordando  che  il  punto  al- 
l'infinito di  una  retta  (propria)  appartiene  alla  retta  all'in- 
finito di  un  piano  quando  quella  retta  è  parallela  a  questo 
piano,  o  vi  giace  (nP  119),  si  giustificano  facilmente  le  due 
proposizioni  seguenti: 

Due  punti  aJVinfinito  determinano  una  ed  una  sola  retta 
aJVinfinitOj  ohe  li  contiene. 

Due  rette  aUHnfinito  hanno  in  comune  uno  ed  un  solo 
punto  alP infinito. 

Le  proposizioni  stesse  traducono  infatti,  nel  nuovo  lin- 
guaggio, due  noti  teoremi  di  geometria  elementare:  «  un 
piano,  che  sia  parallelo  a  due  rette  di  un  piano,  è  parallelo 
a  questo  piano  »  ;  «  una  retta,  che  sia  parallela  a  due  piani 
secantisi  lungo  una  retta,  è  parallela  a  questa  retta  ». 

Segue  da  queUe  proposizioni  che  i  punti  all'infinito  e 
le  rette  all'infinito  si  comportano  come  i  punti  e  le  rette 
di  un  piano.  Sorge  quindi  l'idea  di  chiamare  piano  aUHn- 
finito (od  improprio)  l'insieme  dei  punti  all'infinito  e  delle 
rette  all'infinito  dello  spazio.  Il  piano  all'infinito  è  unico; 
0^  esso  appartengono  tutti  i  punti  alPinfinito  e  tutte  le  rette 
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aUHnfinito.  Ogni  retta  propria  ha  con  esso  un  ponto  in 
comune,  il  punto  all'infinito  della  retta  ;  ogni  piano  proprio 
ha  con  esso  una  retta  comune,  la  retta  all'infinito  di  quel 
piano. 

Con  ciò  abbiamo  esaurito  le  convenzioni  relative  agli 
elementi  impropri.  In  breve,  noi  abbiamo  aggiunto  agli  in- 
finiti punti  intuitivi,  o  propri,  dello  spazio,  le  direzioni  delle 
rette  (proprie),  che  abbiamo  chiamati  punti  impropri]  alle 
infinite  rette  intuitive,  o  proprie,  abbiamo  aggiunto  le  gia- 
citure dei  piani,  o  rette  improprie;  agli  infiniti  piani  intuitivi, 
o  propri,  abbiamo  aggiunto  il  piano  improprio,  insieme  delle 
direzioni  e  delle  giaciture.  In  questo  spazio  ampliato  opera 
la  Geometria  proiettiva,  la  quale)  in  virtù  di  tale  amplia- 
mento, riesce  ad  attribuire  alle  relazioni  di  posizione  tra 
punti,  rette  e  piani  una  forma  semplice  e  comprensiva»  che 
manca  agli  enunciati  della  Geometria  elementare. 

I  oonoetti  di  ponto  e  retta  all'infinito  si  trovano  già  in  Dbsabgubs 
(1639);  mentre  il  piano  all'infliìito  In  introdotto  da  Poncelet   (1822). 

Sebbene  nel  fissare  le  convenzioni  relative  agli  elementi  impropri 
si  sia  fatto  ubo  tacitamente  del  postulato  V  di  Efclidb,  il  quale  af- 
ferma in  Bostansa  ohe  sopra  un  piano  e  x>er  un  punto  si  può  condurre 
una  sola  retta  la  quale  non  incontri  una  retta  assegnata  in  quel  piano, 
fu  osservato  tuttavia  (dal  Klein)  che  la  (geometria  proiettiva  è  indi- 
pendente da  quel  postulato,  e  vale  anche  quando  il  postulato  stesso 
venga  sostituito  con  una  delle  due  iiK>tesi,  a  cui  si  perviene  negandolo 
(ipotesi  di  LoBATSGHEFSKU,  o  della  geofMtria  iperbolica^  la  quale  afferma 
ohe  per  un  punto  e  sopra  un  piano  si  possono  condurre  infinite  rette 
non  secanti  una  retta  del  piano;  ipotesi  di  Rushann,  o  della  geomeMa 
dliUiea,  secondo  la  quale  due  rette  di  un  piano  si  incontrano  sempre). 
Si  dovranno  veramente  modificare  in  conseguensa  le  convenzioni,  con 
cui  gli  elementi  impropri  furono  introdotti  (convenzioni  che  anzi 
non  occorrono  nella  ipotesi  di  Riemann),  ma  sempre  si  potrà  proce- 
dere in  modo  che  valgano  le  proposizioni  sopra  le  quali  la  Greometria 
proiettiva  è  fondata. 

122.  PropotiiionI  fondamentali  relative  alle  mutue  poti- 
ilonl  di  punti,  rette  e  piani.  —  Per  ginstificare  nn'afferma- 
zione  precedente  presentiamo  qui  alcuni  enunciati,  validi 
per  elementi  propri  od  impropri,  i  quali  riassumono,  nel 
nuovo  linguaggio,  numerose  proposizioni  di  geometria  eie- 
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menta>re.  Biuniremo  a  coppie  questi  enunciati  per  mettere 
in  rilievo  un'analogia,  di  cui  dovremo  discorrere  nel  n.^  123. 
Faremo  poi  uso,  per  brevità,  delle  locuzioni  seguenti:  Se 
un  punto  sta  sopra  una  retta,  diremo  indifferentemente  che 
il  punto  appartiene  alla  retta,  o  che  la  retta  apparUene  al 
punto^  o  che  il  punto  e  la  retta  si  appartengono  ;  e  lo  stesso 
verbo  adotteremo  per  i  casi  analoghi  di  un  punto  con  un 
piano,  o  di  una  retta  con  un  piano.  Diremo  poi  che  certe 
condizioni  individua/no  un  punto,  o  una  retta,  o  un  piano, 
quando  esse  determinano  in  uno  ed  in  un  sol  modo  quel 
punto,  ecc. 


a)  Due  punti  individuano 
una  rettaj  a  cui  essi  apparten- 
gono (la  loro  congiungente). 

b)  Tre  puntij  che  non  ap- 
partengami ad  una  stessa  retta j 
individuando  un  pia/no,  a  cui 
essi  appartengono  (il  piano 
che  li  congiunge). 

e)  Un  punto  ed  una  retta^ 
òhe  non  si  appartengano^  indi- 
viduano un  piamo  (congiun- 
gente), a  cui  entrambi  appar- 
tengono. 

d)  Se  due  punti  di  una 
retta  appartengono  ad  un  pia- 
no^ la  retta  appartiene  al 
piano. 

e)  Due  rette  o/ppartenenti 
ad  uno  stesso  punto,  apparten- 
gono pure  ad  uno  stesso  piano. 


a^)  Due  piani  individuano 
una  retta,  a  cui  essi  apparten- 
gono (la  loro  intersezione). 

b')  Tre  piani,  che  non 
appartengano  ad  una  stessa 
retta,  individua/no  un  punto, 
a  cui  essi  appartengono  (in 
cui  si  segano). 

&)  Un  piano  ed  una  retta, 
che  non  si  appartengano,  in- 
dividuano  un  punto  (interse- 
zione), a  cui  entrambi  a/ppar- 
tengono. 

d')  Se  due  piani  (passanti) 
per  una  retta  appartengono  ad 
un  punto,  la  retta  appartiene 
al  punto. 

e')  Due  rette  appartenenti 
ad  uno  stesso  piano,  apparten- 
gono pure  ad  uno  stesso  punto. 


Abbiamo  detto  che  le  dieci  proposizioni  valgono  per 
elementi  propri  od  impropri.  Ciò  si  giustifica  osservando 
che,  se  si  parte  da  una  qualsiasi  delle  proposizioni  stesse, 
e  si  fanno  le  varie  ipotesi  possibili  relative  all'esser  propri 
od  impropri  gli  elementi  ivi  considerati,  si  ricade  sempre 
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in  note  proposizioni  di  Geometrìa  elementare.  Cosi  ad  es. 
la  a)y  secondo  che  dei  punti  ivi  nominati  si  suppongono 
proprì  due,  uno  o  nessuno,  si  traduce  rispettivamente  nel 
primo  postulato  della  retta,  nel  postulato  delle  parallele,  o 
nella  prima  proposizione  del  n.«  121.  Ma  da  questa  semplice 
yerifica  segue  una  conseguenza  notevole:  Ogni  proposiziane 
dedotta  logicamente  da  gueUe  dieci  fondamentali  {sema  intro- 
durre ntiovi  concetti)  vale  indifferentemente  per  elementi  pro- 
pri od  impropri.  La  stessa  conseguenza  sussisterebbe  per  un 
teorema,  la  cui  dimostrazione  si  fondasse,  oltre  che  sulle 
dieci  proposizioni  nominate,  anche  sopra  altre  pur  valide 
per  elementi  propri  od  impropri.  E  siccome  a  questa  con- 
dizione soddisfano  tutti  i  principi  che  servono  di  base  alla 
Geometria  proiettiva,  si  conclude:  Ogni  proprietà  di  Geo- 
metria proiettiva  sussiste  indifferentemente  per  dementi  propri 
od  impropri.  Quando  dunque  nella  Geometria  proiettiva  si 
nomina  un  punto,  una  retta,  od  un  piano,  è  sottinteso  che 
l'elemento  potrà  essere  proprio  o  improprio.  Va  notato  però 
sin  d'ora  che  i  teoremi  di  Geometria  proiettiva  contemplano 
soltanto  la  mutua  posizione  degli  elementi  (appartenenza, 
idlìneamento  di  punti,  concorrenza  di  rette. . .),  sono,  come 
suol  dirsi,  di  natura  grafica;  ma  non  riguardano  questioni 
di  misure,  o  metrichCj  non  si  occupano  adunque  di  egua- 
glianze di  segmenti,  angoli  . .  •  Kella  Geometria  metrica  la 
distinzione  tra  elementi  propri  e  impropri  va  sempre  fatta, 
e  quando  non  vi  si  accenni  esplicitamente,  si  intende  che 
i  punti,  le  rette  e  i  piani,  di  cui  si  parla,  sono  propri. 

12S.  L^go  di  dualità.  —  Ad  un'altra  conseguenza,  di 
importanza  anche  maggiore,  si  perviene  con  un  ragiona- 
mento analogo,  se  si  osserva  che  ciascuna  delle  dieci  pro- 
posizioni fondamentali  si  muta  in  un  altra  di  quelle  (scritta 
di  fronte),  quando  nell'enunciato  della  prima  si  scambino 
tra  loro  le  parole  punto  e  piano,  lasciando  inalterata  la 
parola  retta.  Un  siffatto  scambio  si  chiama  trasformazione 
per  dualità  (nello  spazio),  e  due  proposizioni,  che  esso  con- 
verta l'una  nell'altra,  diconsi  dtuUi.  Dunque  le  cinque  pro- 
posizioni di  sinistra  sono  duali^  ordinatamente,  delle  cinque 
proposizioni  di  destra. 
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Noi  oi  limitiamo  a  constatare  questo  fatto;  esso  di- 
pende,  in  parte,  dalla  natura  dello  spazio,  come  ci  vien 
rappresentato  dai  sensi  aiutati  dalla  facoltà  di  astrazione, 
in  parte  dalle  convenzioni,  con  cui  abbiamo  introdotti  gli 
elementi  impropri.  Ma  da  questa  osservazione  segue  che 
ogni  proposizione  dedoUa  logicamente  da  quelle  dieci  fonda- 
mentali {senza  introdurre  nuovi  ooneetti)  dà  luogo  ad  un^aUra 
proposizione  pur  vera,  quando  Venuneiaio  détta  prima  si  tra- 
sformi  per  dualità  nello  spazio,  vale  a  dire,  quando  in  esso 
si  scambino  tra  loro  le  parole  punto  e  pia/no^  lasciando  inal- 
terata la  parola  retta.  Infatti  la  stessa  dimostrazione  della 
prima  proposizione  si  muta,  con  quello  scambio,  nella  di- 
mostrazione della  seconda.  Siccome  poi  tutta  la  Geometria 
proiettiva  si  fonda  sopra  le  dieci  proposizioni  fondamentali 
già  enunciate,  e  sopra  altre,  a  cui  si  applica  la  stessa  osserva- 
zione relativa  alla  dualità,  si  conclude:  Ogni  proprietà  di 
Geometria  proiettiva  dà  luogo  ad  un^altra  proprietà  pur  vera 
(che  in  casi  particolari  può  coincidere  colla  prima),  quando 
neW* enuncialo  di  quétta  si  eseguisca  lo  scambio  per  dualità. 
Di  due  proposizioni  dualij  basta  dimostrare  una  i>er  esser 
sicuri  che  sussiste  anche  l'altra.  In  tale  affermazione  con- 
siste la  legge  di  dualità  nello  spazio. 

Si  osservi  però,  in  primo  luogo,  che  la  legge  si  potrà 
applicare  ad  una  proposizione,  solo  quando  la  dimostrazione 
di  questa  si  appoggi  esclusivamente  sopra  proposizioni  fon- 
damentali trasformabili  per  dualità;  da  questa  condizione 
potremo,  in  certi  casi,  liberarci  nel  seguito,  quando  riusci- 
remo a  giustificare  per  altra  via  la  legge  di  dualità. 

Si  osservi,  in  secondo  luogo,  che  per  applicare  ad  una 
proposizione  la  legge  di  dualità,  occorre  che  la  proposizione 
sia  enunciata  in  forma  grafica  {n.^  122);  alle  proposizioni 
metriche  la  legge  di  dualità,  in  generale,  non  è  applicabile. 

Due  proposizioni  duali  si  riferiscono  a  due  figure,  che 
si  chiamano  pur  duali.  Ad  ogni  punto,  retta,  o  piano  del- 
l'una corrisponde,  rispettivamente,  un  piano,  una  retta 
od  un  punto  dell'altra;  e  se  più  elementi  della  prima  figura 
sono  legati  da  qualche  relazione  grafica,  la  relazione  duale 
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passerà  tra  gli  elementi  della  seconda  figura.  Ck>si,  ad  es., 
se  due  elementi  della  prima  figura  si  appartengono,  si  ap- 
parterranno gli  elementi  corrispondenti  della  seconda;  se 
tre  o  più  punti  della  prima  figura  sono  allineati,  i  piani  cor- 
rispondenti della  seconda  passeranno  per  una  stessa  retta,  ecc. 

Accanto  alla  legge  di  dualità  néUo  spazio,  di  cui  ora 
abbiamo  discorso,  vanno  ricordate  altre  due  leggi  di  dualità, 
Pana  valida  in  geometria  piana,  la  seconda  nella  geometria 
della  steUa.  La  legge  di  dualità  piana  afferma  che  da  una 
proposizione  grafica  di  geometria  piana  si  può  dedurne 
un'altra,  collo  scambio  delle  parole  punto  e  retta  ;  quindi 
da  una  proprietà  dei  vertici  di  un  n.gono  piano,  una  pro- 
prietà dei  lati  di  un  n.laieTo  (^).  La  legge  dì  dualità  nella 
stella  autorizza  lo  scambio  delle  parole  retta  e  piano  (uscenti 
da  un  punto,  centro  della  stella). 

Le  due  leggi  ora  menzionate  si  giustificano  in  modo 
analogo,  sebbene  meno  semplice,  di  quello  tenuto  a  proposito 
della  dualità  nello  spazio.  Noi,  del  resto,  dovremo  in  sonito 
giustificare  per  altra  via  queste  leggi,  e  per  ora  ci  limite- 
remo ad  applicarle  a  quelle  proposizioni,  le  cui  dimostra- 
zioni possono  trasformarsi  immediatamente  coi  detti  scambi 
di  parole,  senza  perdere  la  loro  validità. 

La  legge  di  dualità  (o  reciprooità)  nel  piano  e  nello  spasio  fa  rile- 
vata da  PONCELET  (1818),  partendo  da  ooneiderazioni  di  tatt'altra  na- 
tura, ed  ennncìata  in  tntta  la  sua  estensione  da  Geroonnb  (1826). 

124.  Esempi  di  proposizioni  graflche.  —  Le  considerazioni 
dei  n.'  122  e  123  si  applicano,  ad  es.,  alle  seguenti  propo- 
sizioni, che  si  appoggiano  soltanto  sui  principi  del  n.^  122. 
Si  osserverà,  nel  confrontare  gli  enunciati  corrispondentisi 
per  dualità  nello  spazio,  che  la  coppia  di  rette  seoantisi  (in 
un  punto  proprio  od  improprio)  o,  come  si  suol  dire,  coppia 


(*)  Nel  segnito,  finché  non  si  introducano  nuove  convenzioni,  per 
n.gano  piano  si  intenderà  una  figura  determinata  da  n  punti  di  un  piano 
{ff&rtiei)  assegnati  in  dato  ordine,  e  dalle  rette  {lati)  che  oongiungono 
ciaacun  vertice  col  succeaaivo  e  Tultimo  col  primo.  Jj  n.ìatero  è  la  stessa 
figura»  che  si  considera  costruita  a  partire  dalle  n  rette  (lati),  i  verti4fi 
essendo  intersezioni  delle  coppie  di  lati  consecutivi 
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di  rette  incidenti j  è  un  ente  duale  di  sé  stesso  (n.°  122,  e)j 
e'));  e,  per  conseguenza^  è  duale  di  sé  stessa  la  coppia  di 
rette  non  incidenti^  o  rette  sghembe. 

Occupiamoci  anzitutto  dei  due  problemi: 


ce)  Per  un  dato  punto  con- 
durre una  retta  che  incontri 
due  rette  sghembe  assegnate, 
nessuna  delle  quali  pa^si  pél 
punto. 

Se  P  è  il  punto  ed  a,  b 
sono  le  rette  date,  la  retta 
richiesta  dovrà  appartenere 
al  piano  Pa  ed  al  piano  Pb, 
sarà  dunque  l'intersezione  dei 
piani  Pay  Pb. 


a')  In  un  dato  piano  con- 
durre una  retta  che  incoivtri 
due  rette  sghembe  assegnale, 
nessuna  delle  quali  giaccia  nel 
pia/no. 

Se  ir  è  il  piano  ed  a,  6 
sono  le  rette  date,  la  retta 
richiesta  dovrà  appartenere 
al  punto  ^a  ed  al  punto  nbj 
sarà  dunque  la  congiungente 


i  due  punti  na,  nb. 

I  due  problemi  hanno  sempre  una  ed  una  sola  soluzione. 
^)  Esistono  infinite  rette  che  segwno  tre  rette  date,  sghembe 
a  due  a  duci  ed  una  qualsiasi  di  quelle  può  costruirsi: 


o  assumendo  un  punto 
arbitrario  sopra  una  delle  tre 
rette  date,  e  conducendo  per 
esso  la  retta  che  sega  le  altre 
due. 

y)  8e  piti  rette  si  segano 
a  due  a  due,  senza  passare  tutte 
per  uno  stesso  punto,  esse 
stanno  in  uno  stesso  piando. 

Infatti  :  due  qualunque  a 
e  b  delle  rette  date,  segan- 
dosi in  un  punto,  staranno 
in  uno  stesso  piano  n.  Fra 
le  altre  rette  del  sistema,  ve 
ne  sarà  per  ipotesi  una  al- 
meno, 0,  che  non  passerà  pel 
punto  ab  ;  essa  però,  dovendo 
segare  a  e  6,  starà  nel  pia- 
no ir.  Ogni    altra    retta   del 


o  conducendo  un  piano 
arbitrario  i>er  una  delle  tre 
rette  date,  e  costruendo  in 
esso  la  retta  che  sega  le  altre 
due. 

y*)  Se  piik  rette  si  segano 
a  due  a  due,  senza  stare  Putte 
in  uno  stesso  piano,  esse  pas- 
sano  per  uno  stesso  punto. 

Infatti  :  due  qualunque  a 
e  b  delle  rette  date,  giacendo 
nello  stesso  piano,  si  seghe- 
ranno in  un  punto  P.  Fra  le 
altre  rette  del  sistema,  ve  ne 
sarà  per  ipotesi  una  almeno, 
e,  che  non  starà  nel  piano  oA; 
essa  i>erò,  dovendo  segare  a 
e  b,  passerà  pel  punto  P. 
Ogni  altra  retta  del  sistema 
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sistema  o  non  passerà  pel 
punto  oA^  ed  allora  (come 
la  0)  starà  nel  piano  ^;  o 
passerà  pel  punto  àb^  ed  al- 
lora, dovendo  incontrare  la  Cy 
starà  anche  essa  nel  piano  n 
delle  tre  rette  a^  ò,  e. 


0  non  starà  nel  piano  ab,  ed 
allora  (come  la  e)  passerà  pel 
punto  Py  o  starà  nel  piano  ab, 
ed  allora,  dovendo  segare  la  e, 
passerà  anch'essa  pel  punto  P 
comune  alle  tre  rette  a,  &,  e. 


125.  Formo  soometriche  fondamentali.  —  Kella  geome- 
tria elementare  si  osserva  che  un  punto,  muovendosi  con 
le^e  assegnata,  genera  una  linea  od  una  superficie  ;  la  linea, 
o  la  superficie,  vien  riguardata  come  luogo  di  un  punto. 
Ora  la  legge  di  dualità  nel  piano,  o  nello  spazio  (n.o  123), 
ci  conduce  a  considerare  altresì  sistemi  {iwoUuppi),  costituiti 
daUe  infinite  rette  di  un  piano,  o  dagli  infiniti  piani  dello 
spazio,  che  soddisfano  a  determinate  condizioni.  Biserban- 
doci  di  chiarir  meglio  tale  concetto  mediante  conside- 
razioni analitiche,  vogliamo  qui  raccogliere  le  definizioni 
(in  parte  già  date)  dei  più  semplici  enti  generati  da  punti, 
rette  o  piani  mobili;  enti  a  cui  Steiner  (1832)  diede  il 
nome  di  jorme  geometriche  fondamentali. 

a)  Le  forme  fondamentali,  in  cui  Vélem^ento  generatore  è 
il  puntOy  sono: 

I.  La  retta  punteggiata,  o  semplicemente  punteggiata,  in- 
sieme di  tutti  i  punti,  che  appartengono  ad  una  linea  retta 
(cfr.  n.^'  116);  la  retta  dicesi  il  sostegno  della  forma. 

II.  n  piano  ptmteggiato,  insieme  di  tutti  i  punti,  che 
appartengono  ad  un  piano  ;  il  piano  è  il  sostegno  della  forma. 
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III.  Lo  spazio  punteggiato^  insieme  dì  tatti  i  punti  dello 
spazio;  lo  spazio  è  il  Bostegno  della  forma. 

h)  Le  forme  fondamentali,  in  cui  V demento  generatore 
è  U  pia/no,  sono: 

I.  Il  jasdo  di  pianij  insieme  di  tutti  i  piani  che  appar- 
tengono ad  una  retta  (cfr.  n.^  11);  in  esso  il  sostegno  è  la 
retta  comune  a  tutti  i  piani  {asse  del  fascio). 

n.  La  stella  di  pianij  insieme  di  tutti  i  piani,  che  ap- 
partengono ad  un  punto  (cfr.  n.o  82);  qui  il  sostegno  è  il 
punto  comune  a  tutti  i  piani  (centro  della  stella), 

III.  Lo  spazio  di  pia/nij  insieme  di  tutti  i  piani  dello 
spazio;  qui  il  sostegno  è  la  spazio. 

o)  Le  forme  fondamentali,  in  cui  Velemento  generatore 
è  la  retta,  sono: 

I.  Il  fascio  di  rette  (o  di  raggi)  j  insieme  di  tutte  le  rette 
che  appartengono  ad  un  punto  e  ad  un  piano  per  esso, 
vale  a  dire,  che  passano  per  un  punto  e  giacciono  in  un 
piano  condotto  pel  punto  (cfr.  n.^  9);  qui  i  sostegni  della 
forma  sono  il  punto  comune  (centro  del  fascio)  ed  il  piano 
comune  (piarne  del  fascio). 

n.  /{  pioMO  di  rettCj  o  piano  rigato,  insieme  di  tutte 
le  rette  che  appartengono  ad  un  piano  ;  il  sostegni  è  il  piano. 

in.  La  stella  di  rette  (o  di  raggi)^  insieme  di  tutte  le 
rette  (dello  spazio)  che  appartengono  ad  un  punto;  il  so- 
stegno è  il  punto  comune  a  tutte  le  rette  (centro  della  stélla). 

Biguardo  a  queste  definizioni  va  notato  che  i  punti^ 
le  rette  e  i  piani,  di  cui  si  parla,  possono  essere  indiffe- 
rentemente propri  od  impopri.  Oosl,  ad  es.,  accanto  al  fascio 
proprio  di  rette,  avente  il  centro  ed  il  piano  proprio,  do- 
vremo considerare  il  fascio  improprio  di  rette,  di  cui  il  piano 
è  proprio  mentre  il  centro  è  improprio  (cfr.  n.^  20),  ed  il 
fascio  di  rette  improprie,  che  ha  improprio  tanto  il  centro 
quanto  il  piano.  Ed  accanto  aJla  stella  propria  di  rette  e 
di  piani,  avente  il  centro  proprio,  vanno  considerate  la  stella 
impropria  di  rette,  costituita  da  tutte  le  rette  dello  spazio 
parallele  ad  una  retta  data,  e  la  stella  impropria  di  piani, 
costituita  da  tutti  i  piani  dello  spazio  paralleli  a  una  retta 
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data  (cfr.  nP  82)  ;  il  centro  della  stella  impropria  è  nn  punto 
improprio. 

Osserveremo,  in  seoondo  luogo,  che  la  definizione  di 
una  forma  fondamentale,  trasformata  per  dualità  nello  spazio 
o  nel  piano  (n.<>  123),  fornisce  ancora  la  definizione  di  una 
forma  fondamentale.  Precisamente,  le  tre  forme  fondamen- 
tali generate  dal  punto  sono  duali,  nello  spazio,  delle  tre 
forme  fondamentali  generate  dal  piano  ;  il  fascio  di  rette  è 
duale  di  sé  stesso,  ed  il  piano  rigato  e  la  stella  di  rette 
sono  mutuamente  duali. 

Per  dualità  piana  si  corrispondono  poi  la  punteggiata 
ed  il  fascio  di  rette,  il  piano  punteggiato  ed  il  piano  rigato. 

Un  altro  modo  per  classificare  le  forme  fondamentali 
consiste  nel  dividerle  in  forme  di  pnma,  di  seconda  e  di 
terza  speeiSj  comprendendo  nelle  forme  di  prima  specie  la 
punteggiata  ed  i  due  fasci;  tra  quelle  di  seconda  specie  il 
piano  punteggiato,  il  piano  rigato  e  le  due  stelle;  tra  quelle 
di  terza  specie  lo  spazio  di  punti  e  lo  spazio  di  piani.  H 
criterio,  che  presiede  a  tale  classificazione,  riguarda  il  nu- 
mero delle  coordinate  (una,  due  o  tre  rispettivamente)  che 
occorre  conoscere  per  determinare  un  elemento  in  una  forma 
di  prima,  seconda  o  terza  specie.  Di  tali  coordinate  abbiamo 
già  discorso,  ad  es.,  per  le  forme  generate  da  punti,  e  parle- 
remo tra  poco  per  alcune  delle  altre.  Osserveremo  inoltre 
esservi  molte  proprietà,  ohe  spettano  a  tutte  le  forme  di 
una  stessa  specie,  e  non  appartengono  più  alle  forme  di 
specie  diversa.  Queste  proprietà  si  potranno  enunciare  come 
relazioni  tra  gli  elementi  di  una  o  più  forme  della  stessa 
specie,  senza  precisare  la  natura  dell'elemento.  Sostituendo 
poi,  alla  parola  elemento^  i  termini  più  precisi  punto^  retta 
o  piam^}^  si  avranno  altrettante  proposizioni  relative  alle 
diverse  forme  fondamentali  (di  quella  specie)  che  abbiamo 
introdotto. 

126.  Caratteri  proiettivi  di  una  figura;  scopo  della  Qeo- 
motrla  proiettiva.  —  Biprendiamo  ora  le  considerazioni  del 
nP  120,  ove  si  ponevano  a  riscontro  due  figure  piane  JP,  F\ 
proiezioni  Puna  dell'altra  da  un  centro  S.  Abbiamo   osser- 
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yato  allora  ohe  alonni  dei  oaratteri  della  F  si  trasmettono 
alla  figura  F'\  tali  sono,  ad  es.,  Pallineamento  di  punti,  la 
ooncorrenza  di  rette,  in  breve  i  oaratteri  ohe  abbiamo  chia- 
mato grafici  (nP  122).  Altri  caratteri  invece  della  figura  W 
si  alterano  mediante  la  proiezione,  che  conduce  da  JP  ad  ^'  ; 
tra  questi  il  parallelismo  o  Pangolo  di  due  rette,  la  distanza 
di  due  punti,  Parca,  in  breve  la  maggior  parte  dei  caratteri 
in  cui  comparisce  il  concetto  di  misura   (caratteri  mei>ri4s%). 

Per  ricordare  la  distinzione  ora  fatta,  si  suol  chiamare 
caraUere  proiettivo  di  una  figura  piana  ogni  carattere,  ohe 
si  trasmetta  inalterato  aUe  figure  proiezioni  di  quella  0). 
Un'analoga  distinzione  si  potrà  fare  in  seguito  fra  i  caratteri 
delle  figure  solide;  ma  quel  che  abbiamo  detto  sinora  è  suf- 
ficiente per  comprendere  la  definizione  che  segue: 

La  Geometria  proiettiva  si  propone  io  studio  dei  caratteri 
proiettivi  delle  figure^  e  delle  relazioni  che  legano  quei  caratteri 
tra  loro  (proprietà  proiettive). 

La  Geometria  proiettiva,  in  senso  stretto,  fa  astrazione 
dalle  proprietà  metriche  delle  figure;  ma  essa  riesce  ad  e- 
stendere  il  suo  dominio  fino  a  quelle,  in  base  all'osserva- 
zione che  le  proprietà  metriche  possono  dedursi  come  co- 
rollari dalle  proprietà  proiettive,  quando  le  figure,  cui  si 
riferiscono,  abbiano  speciali  relazioni  con  enti  particolari, 
come  sono  le  rette  o  il  piano  all'infinito, . . .  Ck>sl  avviene 
che  le  proprietà  proiettive  di  un  quadrangolo  piano  si  ridu- 
cono a  proprietà  metriche  (considerate  in  geometria  ele- 
mentare), quando  il  quadrangolo  abbia  speciali  relazioni 
colla  retta  all'infinito,  sia  dunque  un  trapezio,  un  parallelo- 
gramma, ecc. 

Di  fronte  a  questo  indirizzo  moderno  della  Geometria 
proiettiva,  che  subordina  le  proprietà  metriche  alle  proprietà 
proiettive,  va  ricordato  un  altro  indirizzo,  il  cosidetto  metodo 
della  proiezione  centrale^  che  procede  in  senso  inverso,   ed 


(^)  Si  dimostra  ohe  ogni  oarattere  proiettivo  può  ennnciarai  sotto 
tal  forma,  da  apparire  oome  oarattere  grafloo.  Peroiò  nel  seguito  non 
faremo  distiniione  fra  caratteri  grafici  e  proiettivi. 
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ebbe  la  massima  importanza  nello  sviluppo  della  nostra 
scienza.  Val  la  pena  di  espome  il  concetto  direttivo.  Volendo 
studiare  le  proprietà  proiettive  di  una  figura  piana  JP,  si 
cerchi  se,  tra  le  proiezioni  di  F  eseguite  da  centri  arbitrari 
sopra  piani  arbitrari,  ve  ne  sia  qualcuna  F^  dotata  di  par- 
ticolarità metriche;  (se  ^  è,  ad  es.,  un  quadrangolo  sem- 
plice, si  potrà  supporre  che  F^  sia  un  parallelogramma). 
Trovata  una  tal  figura  F\  se  ne  ricerchino  le  proprietà  coi 
noti  metodi  della  Geometria  elementare;  e  tra  le  proprietà 
stesse  si  distinguano  quelle  che  hanno  carattere  proiettivo, 
dalle  altre;  le  prime  potranno  senz'altro  trasportarsi  alla 
figura  Fy  e  condurranno  a  proprietà  proiettive  di  questa. 
Nello  sviluppo  del  nostro  corso,  e  colla  scelta  degli  esercizi, 
vedremo  anche  più  chiaramente  le  particolarità  dell'uno  e 
dell'altro  indirizzo. 

La  distilìzione  tra  proprietà  proiettìre,  e  non  proiettive,  deUe  fignre 
è  dovnta  a  Poncblbt  (1822),  ohe  adoperò  sistematioamente  il  metodo 
della  proiezione  centrale  per  arrìochire  la  Greometria  proiettiva.  Lo 
Staùdt,  per  primo  (1847),  rìusoi  a  liberare  dalle  nozioni  metrìclie  i 
fondamenti  di  questa  sdénza,  e  segnò  oorì  la  strada,  ohe  vien  seguita 
nei  trattati  più  moderni  di  Geometria  proiettiva.  I  rapporti  ohe  pas- 
sano tra  la  Geometria  proiettiva  e  la  Geometria  metrica  fnrono  messi 
in  piena  luoe  dal  Catlbt  e  dal  Elsin. 

Ettrclzl.  I.  —  1)  Ennnciare,  col  linguaggio  della  Geometria  ele- 
mentare, tutti  i  casi  a  cui  danno  luogo  le  proposizioni  »),  «')»  9)  del 
n.^  124,  quando  si  supponga  che  uno  o  più  degli  elementi  ivi  nominati 
siano  impropri. 

2)  Se  una  retta  a  ed  un  piano  a  sono  perpendicolari,  il  punto  A  qq 
della  retta  e  la  retta  (^qq  del  piano  sono  tali,  che  ogni  retta  per  A  y, 
è  perpendicolare  ad  ogni  piano  per  a^g^  •  ^  rette  dello  spazio  che 
formano  angolo  retto  con  a  (e  coUe  sue  parallele)  segano  tutte  a'^^ ,  e 
viceversa;  quindi  le  rette  perpendicolari  ad  a  formano  un  particolar  si- 
stema di  rette  secanti  due  rette  sghembe  a,  a'^ .  Sì  applichino  ad  esse 
i  problemi  a)  ed  a')  (n.^  124):  come  si  presentano  gli  enunciatit 

3)  Dedurre  che  esiste  sempre  una  ed  una  sola  retta  perpendicolare 
a  due  rette  sghembe  a,  6,  e  costruirla;  di  qual  problema  può  questo 
riguardarsi  come  caso  particolare  t 

4)  Segando  un  tetraedro  con  un  piano  generico,  si  ottiene  un  qua- 
drilatero: come  deve  esser  condotto  il  piano  secante  per  ottenere  un 
parallelogramma  ?  Proiettando  un  tetraedro  da  un  punto  sopra  un  piano, 
si  ottiene  un  quadrangolo;  fissato  il  centro  di  proiezione,  come  deve 
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esser  scelto  il  piano,  perchè  i  vertici  del  quadrangolo  formino  nn  pa- 
rallelogramma t 

6)  Dato  sopra  un  piano  un  quadrangolo,  proiettarlo  da  un  tal 
centro  sopra  un  tale  piano»  che  la  proiezione  risulti:  a)  un  trapezio,  () 
un  parallelogramma,  e)  un  rettangolo,  d)  un  rombo  (o  losanga),  e)  un 
quadrato  :  negli  ultimi  quattro  casi,  quale  sarà  la  retta  limite  del  piano 
primitivo  t 

6)  Dato  un  triangolo  qualsiasi,  proiettarlo  in  guisa  che  la  proie- 
zione risulti  un  triangolo  simile,  od  anche  uguale,  a  un  triangolo  dato; 
(si  può  scegliere  ad  arbitrio  la  retta  limite). 

7)  A  quali  casi  può  dar  luogo  la  proiezione  di  un'area  (per  es.  trian- 
golare) di  un  piano  ir  sopra  ir%  a  seconda  della  posizione  dell'area  ri- 
spetto alla  retta  limite  di  irt 

8)  Quando  la  retta  limite  di  ir  è  propria,  vi  è  un  solo  punto  impro- 
prio di  TT  che  ha  per  proiezione  un  punto  improprio  di  re',  e  quindi 
vi  è  un  solo  fascio  improprio  in  ir  che  ha  per  proiezione  un  fascio 
improprio. 

9)  Se  la  retta  all'infinito  di  ir  si  proietta  nella  retta  all'infinito 
di  ic%  allora  rette  parallele  di  ir  si  proiettano  in  rette  parallele  di  ir', 
ogni  parallelogramma  di  t  si  proietta  in  un  parallelogramma  di  1r^  ecc. 
Ora  due  sono  i  casi  in  cui  quel  fatto  si  presenta;  l'uno  corrisponde 
ad  una  particolarità  nella  posizione  del  centro  di  proiezione,  i  due 
piani  essendo  arbitrari  {praiegione  paraUeìa),  l'altro  ad  una  particolarità 
nella  posizione  reciproca  dei  due  piani,  essendo  arbitrario  il  centro  di 
proiezione  (omotetia);  ì  due  casi  possono  del  resto  presentarsi  insieme. 

10)  Una  particolare  proiezione  parallela  è  la  proiezione  ortogonale 
di  un  piano  sopra  un  altro  (n.<>  87).  Si  dimostri  che  la  condizione, 
perchè  un  angolo  retto  si  proietti  ortogonalmente  in  un  angolo  retto, 
è  che  l'angolo  primitivo  abbia  uno  (almeno)  dei  suoi  lati  parallelo  al 
piano  di  proiezione  ;  in  altre  parole,  la  sezione  piana  di  un  diedro  retto 
è  un  angolo  retto,  solo  quando  un  lato  dell'angolo  è  perpendicolare 
aUo  spigolo  del  diedro. 

II.  Sul  teorema  dei  triangoli  omologici.  —  11)  Nella  corrispondenza 
prospettiva  fra  due  piani  {nfi  120),  punti  corrispondenti  sono  allineati 
con  uno  stesso  punto  (centro  di  proiezione),  e  rette  corrispondenti  si 
segano  in  punti  di  una  stessa  retta  (intersezione  dei  due  piani). 

12)  Una  figura  F^,  situata  sopra  un  piano  n^,  si  proietti  da  due 
centri  diversi  8,  8\  sopra  uno  stesso  piano  ir.  Si  otterranno  cosi  su  ir 
due  figure  F,  F'  (che  diconsi  proieeiorU  stereoscopiche  o  bipolari  della  F^), 
Chiamando  ora  corrispondenti  due  punti  A,  A\  o  due  rette  a,  a\  di 
F,  F\  quando  siano  le  proiezioni  di  uno  stesso  punto  A^^,  o  retta  a, 
di  JPo»  ^^  il  teorema:  Le  rette  congiungenti  puxiti  corrispondenti  delle 
due  figure  F,  F\  passano  per  uno  stesso  punto  (che  è  la  traccia  deUa 
retta  88%  ed  i  punti  intersezioni  di  rette  corrispondenti  stanno  sopra 
una  medesima  retta  (ohe  è  la  intersezione  di  ir,  ir^). 
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13)  Due  triangoli,  situati  in  piani  diversi  o  in  uno  stesso  piano» 
diconsi  omologici  (o  prospettivi),  se  le  rette  congiungenti  punti  corri- 
spondenti passano  per  uno  stesso  punto  {eentro  di  omologia),  ed  i  punti 
d*inoontro  di  rette  corrispondenti  stanno  sopra  una  medesima  retta 
(oise  di  omologia).  Segue  dagli  es.  11  )>  12)  che  «  due  triangoli  sono  omo- 
logici» sia  quando»  giacendo  in  piani  diversi»  sono  l'uno  proiezione  del- 
l'altro, sia  quando,  giacendo  in  uno  stesso  piano,  sono  entrambi  proie- 
zioni (da  centri  diversi)  di  uno  stesso  triangolo  situato  in  un  altro 
piano  ». 

14)  Delle  due  condizioni  che  intervengono  nella  definizione  di  due 
triangoli  omologici,  una  qualsiasi  è  conseguenza  deU'altra.  Ciò  afferma 
il  teorema  dei  triangoli  omologiei  (Desargues,  1639),  che  si  spezza  nella 
proposizione  seguente  e  in  quella  del  n.^  15)  :  «  Se  due  triangoli»  non 
aventi  alcun  elemento  comune,  sono  cosi  riferiti,  che  le  rette  congiun- 
genti i  vertici  dell'uno  coi  vertici  corrispondenti  deU'altro  passino  per 
uno  stesso  punto,  le  intersezioni  dei  lati  dell'uno  coi  lati  corrispondenti 
dell'altro  appartengono  ad  una  medesima  retta  ».  (Il  teorema  è  evidente 
se  i  triangoli  sono  in  piani  diversi;  in  caso  opposto,  si  può  costruire 
un  triangolo  di  cui  queUi  siano  proiezioni;  poi  es.  13)). 

15)  a  Se  due  triangoli,  non  aventi  alcun  elemento  comune,  sono 
così  riferiti,  che  le  intersezioni  dei  lati  dell'uno  coi  lati  corrispondenti 
dell'altro  stiano  in  una  stessa  retta,  le  rette  congiuxigenti  i  vertici  del- 
l'uno coi  vertici  corrispondenti  dell'altro  passano  per  uno  stesso  punto  ». 
(Yale  la  stessa  avvertenza  che  per  l'es.  precedente). 

16)  Si  enunci  e  si  dimostri,  coi  metodi  deUa  geometrìa  elementare» 
il  teorema  dei  triangoli  omologici  (diretto  ed  inverso),  nelle  ipotesi  che 
i  triangoli  stiano  in  un  medesimo  piano,  e  che  l'asse  di  omologia  sia 
all'infinito.  Si  deduca  poi,  col  metodo  deUa  proiezione  centrale»  O  teo- 
rema generale,  liberandosi  dall'ultima  ipotesi. 

17)  Si  trasformino  per  dualità  nello  spazio  i  teoremi  14),  15). 

18)  Date  in  un  piano  due  rette  r,  r'  ed  un  punto  P,  non  apparte- 
nènte a  nessuna  di  quelle,  se  per  P  si  conducono  più  trasversali»  che 
seghino  r»  r'  nelle  coppie  di  punti  AA\  BB',  00\,,.,  ì  punti  di  in- 
contro di  AB' con  A'B,  di  AC  con  A'O,  di  BC  con  B'O,..,  stanno 
sopra  una  stessa  retta  p»  che  passa  per  il  punto  fy  =  O»  e  dicesi  polare 
di  P  rispetto  alla  coppia  di  rette  r,  /. 

19)  Un  punto  P'  qualsiasi  della  retta  p  ora  nominata  ha  per  polare 
(rispetto  ad  r,  /)  la  retta  OP~p';  in  altre  parole:  se  di  due  puntili 
secondo  sta  sulla  polare  del  primo»  il  primo  apparterrà  alla  polare  del 
secondo.  Segue  che  ogni  punto  di  p  ha  per  polare  p^  ed  ogni  punto 
di  p'  ha  per  polare  p;  la  polare  di  un  punto,  rispetto  ad  r»  /,  non 
varia  dunque  quando  il  punto  descrive  una  retta  passante  per  la  in- 
tersezione rr^, 

20)  Si  supponga,  in  particolare,  che  le  due  rette  r»  r'  sopra  nomi- 

16 
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nate  siano  parallele  e  sia  improprio  il  punto  P,  e  si  approfitti  di  questo 
caso  metrioo  per  dimostrare  gli  esercici  18)  e  19)  col  metodo  della 
proiezione  centrale. 

21)  Si  enuncino  e  dimostrino  le  proposizioni  duali  nel  piano  delle  18) 
e  19);  si  arriverà  alla  nozione  di  polo  di  una  retta,  rispetto  ad  una 
coppia  di  punti.  In  particolare,  quale  è  il  polo  della  retta  all'infinito 
rispetto  ad  una  coppia  di  punti  propri  t 

22)  Date  in  un  piano  due  rette  a,  6  ed  un  punto  M,  congiungere  M 
col  punto  ckb,  senza  far  uso  di  quest'ultimo  punto;  (basta  costruire 
dne  triangoli  omologici  tali,  che  a,  ò  e  la  retta  richiesta  siano  le  oon- 
giungenti  di  vertici  corrispondenti;  oppure  si  può  ricorrere  all'es.  18)). 

23)  In  particolare:  date  in  un  piano  due  rette  parallele  ed  un  punto, 
condurre  per  questo  la  parallela  a  quelle,  servendosi  della  sola  riga. 

24)  Dati  in  un  piano  due  punti  J.,  B  ed  ima  retta  m,  determinare 
la  intersezione  dì  m  colla  rettia  AB,  senza  tracciare  quest'ultima  retta; 
(si  trasformino  per  dualità  piana  le  costruzioni  relative  all*es.  22)). 

25)  In  particolare  (se  A,  B  sono  alPinfinito):  dato  un  parallelo- 
gramma ed  una  retta  m,  condurre  una  parallela  ad  m,  valendosi  della 
sola  riga.  Ricorrendo  poi  all*es.  23)»  si  può  condurre  la  parallela  per 
un  punto  assegnato  ad  arbitrio  (Poncelet). 

26)  Se  i  vertici  A^,  J.,,  A^,  J.^  di  un  quadrangolo  appartengono 
ordinatamente  ai  lati  a^,  a.,  a„  a^  di  un  quadrilatero,  ed  i  lati  opposti 
J.J  A^y  ^s  -^4  del  primo  si  segano  sopra  la  diagonale  a^  Oi  •  ti^a^  del  se- 
condo, i  rimanenti  lati  opposti  del  primo  si  segheranno  sulla  rimanente 
diagonale  del  secondo. 

27)  Se  due  quadrangoli  completi  (')  ABOD,  A'B'0'B\  privi  di  ele- 
menti comuni,  son  cosi  riferiti,  che   cinque  lati,   J. £,...,   del  primo 

seghino  i  corrispondenti  cinque  lati,  A'B' del  secondo  in  cinque 

punti  di  una  stessa  retta,  i  sesti  lati  dei  due  quadrangoli  si  seghe* 
ranno  in  un  punto  di  quella  retta,  e  le  congiungenti  vertici  corrispon- 
denti passeranno  per  uno  stesso  punto;  idue  quadrangoli  diconsi  omo* 
logici.  (Gaso  particolare  metrico:  la  retta  sia  all'infinito).  Trasformare 
il  teorema  per  dualità  piana. 

28)  L'es.  27)  permette  di  dare  un'altra  risoluzione  (dovuta  a 
Lambebt)  del  problema:  dato  un  parallelogramma,  condurre  per  un 
punto  la  parallela  a  una  retta  data,  servendosi  della  sola  riga.  Basta 
considerare  il  quadrangolo  completo  determinato  da  due  vertici  opposti 
del  parallelogramma  e  dai  punti  all'infixato  dei  lati,  e  costruire  un  se- 
condo quadrangolo,  omologico  a  quello  rispetto  alla  retta  data,  e  di 
cui  il  punto  dato  sia  un  vertice. 


(1)  Ud  q%ta3ransoh  wmpMo  è,  oome  vedremo  ia  seguito,  la  flgon  composta  di  quattro  ponti 
{wriM)  e  deOe  «ci  ietto  (totf),  che  oonglmigoiio  questi  a  due  a  due.  La  flguia  duale  nel  piano 
è  11  quadrilatero  compleio. 
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29)  Se  8i  oongiunge  il  punto  di  incontro  Jf  delle  diagonali  di  un 
quadrangolo  semplioe  ABOD  coi  punti  di  incontro  P  e  Q  delle  coppie 
di  lati  opposti»  le  due  congiungenti  segano  ancora  i  lati  del  quadran- 
golo nei  vertici  di  un  nuovo  quadrangolo,  i  cui  lati  opposti  vanno  ad 
incontrarsi  nelle  intersezioni  della  retta  PQ  colle  diagonali  del  primo 
quadrangolo;  (si  dimostri  in  base  all*es.  27),  o  col  metodo  della  proie- 
zione centrale). 

30)  Date  tre  rette  u ,  6,  o  e  tre  punti  allineati  A\  B\  C,  costruire 
un  triangolo,  i  cui  vertici  A,  B,  0  appartengano  ordinatamente  alle 
tre  rette  date  e  i  cui  Iati  BG,  OA,  AB  passino  ordinatamente  per  i 
tre  punti  dati  (es.  27)).  Nel  caso  che  le  tre  rette  a,  b,  o  passino  per 
uno  stesso  punto,  il  problema  generalmente  non  ammette  soluzione; 
se  ne  ammette  una,  ne  ammette  infinite.  Questione  duale  nel  piano. 

31)  Se  due  tetraedri  ABOD,  A'BOIf,  privi  di  elementi  comuni, 
sono  cofià  riferiti  che  le  rette  congiugenti  i  vertici  dell'uno  coi  corri- 
spondenti vertici  deU'altro  passino  per  uno  stesso  punto,  i  punti  e  le 
rette  intersezioni  di  spigoli  e  {accie  corrispondenti  stanno  in  uno  stesso 
piano.  Enunciare  e  dimostrare  il  teorema  duale  (nello  spazio). 

III.  j8f«2  Uorema  di  Pascal  —  32)  Chiameremo  seikUero  sghembo  la 
figura  composta  di  sei  rette  o^,  a^,,..a^^  considerate  nell'ordine  scrìtto, 
non  appartenenti  tutte  ad  un  piano,  e  tali  che  ciascuna  incontri  la 
successiva  e  l'ultima  incontri  la  prima;  il  seilatero  ha  sei  vertici 
J.,a  =  ai  o^,. . .  e  sei  facce  «i,  =  Oi  a.,. . .,  ed  è  una  figura  duale  di  sé 
stessa.  Ora  si  dimostri  che,  se  in  un  seilatero  sghembo  semplice  ciascun 
Iato  (ai)  sega  il  Iato  opposto  (ai +8),  allora  le  tre  rette  congiungenti 
coppie  di  vertici  opxK>sti  {Ai^  •  A^, ..  • .)  passano  per  uno  stesso  punto, 
e  le  tre  rette  intersezioni  di  coppie  di  facce  opposte  («n  -  «w»**-) 
stanno  in  uno  stesso  piano;  (un  tale  seilatero  si  ottiene  assumendo  tre 
rette  a^,  a,,  a»,  sghembe  a  due  a  due,  e  tre  rette  a^fO^,  a«  che  seghino 
quelle). 

33)  Segando  con  un  piano  il  seilatero  dell'esercizio  precedente,  si 
ottiene  un  esagono  tale,  che  i  punti  intersezioni  delle  coppie  di  lati 
opposti  appartengono  ad  una  stessa  retta  {e8i»g<mo  di  Pascal);  proiet- 
tando invece  da  un  punto,  sopra  un  piano,  il  seilatero  stesso,  si  ottiene 
un  seilatero  piano  tale,  che  le  rette  oongiungenti  le  coppie  di  vertici 
opposti  passano  per  uno  stesso  punto  (seilatero  di  Bbianchon). 

34)  Una  applicazione  notevole  delle  osservazioni  precedenti  si  ot- 
tiene, ove  si  considerì  la  superficie  (iperboloide  rotondo  ad  wm  faida) 
generata  da  una  retta  mobile  a,  la  quale  ruoti  intomo  ad  una  retta 
fissa  o,  sghemba  con  a  ed  invariabilmente  collegata  con  essa.  La  su- 
perficie contiene  infinite  rette  a,  Oi,  o^,...,  successive  posizioni  di  a» 
le  quali  sono  sghembe  a  due  a  due.  Siccome  però  la  superficie  è  sim- 
metrica rispetto  ad  ogni  piano  ^  passante  per  Vmsb  o  (come  risulta  ad 
es.   dal   notare  che  le  sezioni  di  quella  con  piani  normali  ad  o  sono 
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oerohi),  segue  ohe  la  saperficie  oonteirà  mi  secondo  Bistema  di  rette 
bf  61 ,  &af-»  pure  sghembe  a  due  a  due,  che  sono  simmetrìche  delle 
a,  a,,  a.,...  rispetto  al  piano  ir;  e  la  superficie  stessa  può  generarsi, 
facendo  ruotare  intomo  alleasse  o  una  retta  ò.  Una  qualsiasi  retta  del 
primo  sistema  sega  una  qualsiasi  retta  del  secondo  sistema;  per  ogni 
punto  della  superficie  passa  una  retta  del  primo  ed  una  retta  del  se- 
condo sistema.  Tre  rette  del  primo  sistema  e  tre  rette  del  secondo  si- 
stema possono  riguardarsi  come  lati  (rispett.  primo,  terzo,  quinto;  se- 
condo, quarto,  sesto)  di  un  seilatero  sghembo  del  tipo  considerato  nel- 
res.  32). 

35)  Segando  la  figura  con  un  piano  normale  all'asse  o,  si  deduce 
che  «  se  un  esagono  è  iscritto  in  un  cerchio,  le  tre  intersezioni  deUe 
tre  coppie  di  lati  opposti  appartengono  ad  una  retta  »  (teorema  di 
Pascal,  dimostrazione  di  Dakdelin).  Proiettando  invece  la  figura  sul 
detto  piano  da  un  punto  dell'asse  o  (per  es.  dal  punto  all'infinito  di  o), 
si  deduce:  «  se  un  seilatero  è  circoscritto  da  un  cerchio,  le  tre  rette 
congìungenti  le  coppie  di  Tortici  opposti  passano  per  uno  stesso  punto  i 
(teorema  di  Brianchon). 

36)  Se  la  stessa  figura  si  sega  con  un  piano  contenente  due  rette 
della  superficie  (una  del  primo  e  l'altra  del  secondo  sistema),  si  ha: 
«  se  un  esagono  ha  i  vertici  di  posto  dispari  sopra  una  retta  e  i  vertioi 
di  posto  pari  sopra  una  seconda  retta,  i  punti  di  incontro  delle  tre  coppie 
di  lati  opposti  appartengono  ad  una  terza  retta  »  (teorema  di  Pappo  ; 
cfr.  ufi  24,  es.  16))  ;  mentre  si  ottiene  il  teorema  duale  nel  piano,  se 
la  stessa  figura  si  proietta  da  un  punto  della  superficie  sopra  un  piano 
arbitrario. 

37)  Un  corollario  metrico  del  teorema  di  Pappo  dice:  «  se  in  un 
trapezio,  di  cui  AB  e  CD  siano  le  basi,  si  congiungono  i  vertici  J.  e  0 
con  un  punto  del  lato  B2>,  le  parallele  alle  due  congiungenti,  condotte 
per  D  e  B,  rispettivamente,  si  segheranno  sopra  ji(7  ».  Ora  questo  co- 
rollario si  dimostra  facilmente  coi  mezzi  della  Oeometria  elementare; 
se  ne  deduca  il  teorema  generale  di  Pappo,  ricorrendo  aUa  proiezione 
centrale. 

38)  Del  teorema  di  Pappo  e  del  suo  duale  si  apprpfitti  per  dare 
nuove  soluzioni  dei  problemi  indicati  negli  es.  22)  e  24). 

127.  Coordinate  cartastane  omogenea  nel  plano.  —  Prima 
di  paesare  alla  ricerca  di  caratteri  proiettivi  delle  figore, 
conviene  esaminare  quale  influenza  abbiano  avuto,  nello 
sviluppo  della  stessa  geometria  analitica  elementare,  i  con- 
cetti di  cui  abbiamo  discorso  nel  presente  Capitolo. 

Fermiamoci  anzitutto  sulla  geometria  piana  e  sulla  no- 
zione di  punti  all'infinito  e  retta  all'infinito  del  piano.  Ed 


I 
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088ervìaano  che,  mentre  le  coordinate  cartesiane  permettono 
di  individuare  i  singoli  punti  propri  del  piano,  esse  non  si 
prestano  a  rappresentare  i  punti  impropri.  Se  un  punto 
va  allontanandosi  allUnflnito  sul  piano,  le  sue  coordinate 
cartesiane  (in  generale)  crescono  senza  limite  in  valore  as- 
soluto, e  tendono  a  ±  oo.  Però  al  simbolo  (±  oo,  ±  oo)  non 
corrisponde  un  sol  punto,  bensì  tutti  i  punti  impropri  del 
piano;  per  individuare  un  punto  improprio,  cioè  una  dire- 
zione,  bisognerebbe  conoscere  il  limite  cui  tende  il  rap- 

porto  —  delle  due  coordinate  del  punto  mobile. 

Ora,  per  ottenere  nella  geometria  analitica  la  stessa 
generalità,  che  la  geometria  proiettiva  raggiunge  colla  intro- 
duzione degli  elementi  impropri,  conviene,  in  certe  questioni, 
modificare  il  sistema  delle  coordinate  cartesiane,  in  modo 
da  renderlo  atto  a  rappresentare 
anche  questi  nuovi  elementi. 
Noi  riusciremo  allo  scopo,  rap- 
presentando i  punti  del  piano, 
non  più  mediante  coppie,  bensì 
mediante  teme  di  numeri  {x^  y^  2;), 
dei  quali  però  interessano  sol- 
tanto i  mutui  rapporti 

Tracciamo  a  tal  fine  i  due 
assi  cartesiani  a?,   j^;  e  suppo- 
niamo anzitutto  che,  di  tre  numeri  dati  x^  y,  z^  il  terzo,  z^ 
sia  diverso  da  zèro.  Allora  sono  pienamente   determinati  i 
due  rapporti 

(1)  ^  =  — ,      :^  =  -^, 

'  z  ^  z  ^ 

ed  è  quindi  individuato  quel  punto  proprio  P,  che  ha 
l'ascissa  X  e   Tordinata  T  (^).  Viceversa,   dato   un   punto 


(*)  Nei  numeri  Beguenti  di  questo  Cap.  indicheremo  con  lettere 
maiuscole  X,  Z...  le  coordinate  cartesiane  ordinarie,  riservando  le  let- 
tere minuscole  x,  y,  z„.  alle  coordinate  omogenee.  Questa  convenzione 
verrà  abbandonata  nel  seguito,  quando  sia  impossibile  Tequivoco. 
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proprio  Py  di  coordinate  cartesiane  Xy  Y,  si  possono  sempre 
scegliere  tre  numeri  x^  y^  z  {z=^  0),  tali  che  sussistano  le  (1). 
Anzi  questa  scelta  può  farsi  in  infiniti  modi;  giacché  si  può 
assumere  la  terna 

od  ogni  altra  terna  la  quale  si  componga  di  numeri  pro- 
porzionali a  questi. 

Cerchiamo  ora  di  far  corrispondere  ad  una  tema  di  nu- 
meri, di  cui  il  terzo  numero  sia  nullo,  un  punto  improprio 
del  piano.  Attribuiamo  perciò  ad  x,  y  due  valori  arbitrari, 
purché  non  entrambi  nulli,  ed  a  2;  un  valore  variabile,  e  per 
ora  non  nullo.  Avremo  in  corrispondenza  un  punto  proprio  P, 
di  coordinate  cartesiane  ^,  Y  date  dalle  (1),  il  quale,  al 
variare  di  2;,  si  muove  descrivendo  una  retta  uscente  dalla 
origine,  la  cui  equazione  è 

(2)  4  ^  "f  '  ^^'  ^  variabUi) 

o  meglio 

(2')  Xfj—Tx  =0, 

per  comprendere  anche  il  caso  che  la  a;  0  la  y  sia  nulla. 
Ora,  se  z  tende  a  zero,  senza  che  mutino  x  edy^i  valori  JT,  7 
dati  dalle  (1)  (od  uno  almeno  di  essi)  vanno  crescendo  senza 
limite  (in  valore  assoluto),  ed  il  punto  P  va  allontanandosi 
all'infinito  lungo  la  retta  (2).  Siamo  condotti  perciò  a  far 
corrispondere  alla  tema  di  numeri  (2;,  y,  0)  il  punto  all'in- 
finito della  retta  (2).  Viceversa,  dato  un  punto  improprio  Poo» 
lo  sì  congiunga  all'origine,  e  si  scrìva  la  equazione  di  questa 
retta  sotto  la  forma  (2),  o  (2^;  saranno  allora  Xy  y  due 
numeri  noti,  ai  quali  potrebbero  pure  sostituirsi  due  numeri 
proporzionali.  I  due  numeri  a;,  y  (o  due  numeri  proporzio- 
nali), insieme  a  0,  danno  una  tema  (x,  y,  0)  che  faremo 
corrispondere  al  punto  P^.  Eiassumendo: 

Segnati  nel  piano  due  assi  cartesiani  x,  y,  ad  ogni  gruppo 
di  tre  numeri  x,  y,  z,  non  tuUi  nuUij  corrisponde  un  unico 
punto  P  del  piano;  se  z  4=  0>  P  è  proprio  ed  ha  per  coordi- 
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nate  eartesiane  — ,  -=^  ;  «6  invece  z  =  0,  P  «to  alPinfinito 

X       Y 

euUa  retta  —  =  —  (JT,  T  coordinate  variabili).  Viceversa,  un 

punto  P  corrisponde  ad  infinite  teme  di  numeri;  però  da  una 
di  queste  si  ottengono  tuMe  le  altre,  moltiplicando  i  tre  numeri 
della  tema  per  uno  stesso  fattore  non  niiUo.  AUa  tema  (0, 0,  0) 
non  corrisponde  alcun  punto  del  piano. 

Tre  numeri  x,  y,  z,  ai  quali  corrisponda  un  punto  P  nel 
modo  detto,  si  chiamano  coordinaie  (cartesiane)  omogenee 
dì  P;  la  posizione  di  P  dipende  solo  dai  mutui  rapporti 
delle  coordinate  omogenee. 

Dalla  definizione  seguono  subito  alcune  osservazioni. 

Vi  sono  tre  punti  del  piano,  punti  fondamentali  del 
sistema,  o  vertici  del  triangolo  fondamentale,  che  hanno 
nulle  due  coordinate  omogenee,  e  la  terza  diversa  da  zero, 
ad  es.  uguale  ad  1  (come  si  potrà  sempre  supporre);  sono 
Vorigine  (0,  0, 1),  il  punto  dWinfinito  deWasse  x  (1, 0,  0),  e  U 
punto  off  infinito  defilasse  y  (0, 1, 0).  I  punti,  per  cui  una 
delle  tre  coordinate  è  nulla,  costituiscono  tre  rette  fonda- 
mentali,  lati  del  triangolo  fondamentale;  precisamente,  un 
punto  (0,  y,  z),  sta  suìTasse^  un  punto  (x,  0,  z)  suirasse^  a, 
ed  un  punto  (x,  y,  0)  sulla  retta  alPinfinito.  Vi  è  un  punto 
(punio  unità),  le  cui  tre  coordinate  sono  uguali  fra  loro,  e 
possono  assumersi  uguali  ad  1;  è  il  punto  (1,1,1),  che  ha 
le  coordinate  cartesiane  2  =  1,  7  =  1.  n  punto  all'infinito 
della  retta  X  =  Y,  congiungente  il  punto  imita  colla  ori- 
gine, ha  le  coordinate  (1,  1,  0);  ecc. 

Come  applicazione,  cerchiamo  le  coordinate  omogenee 
del  pxmto  all'infinito  della  retta 

Quel  punto  appartiene  pure  alla  parallela  uscente  dal- 
Porigiae  (n.**  19) 

X         Y 

aX  +  6  Y  =  0,        ossia    r-  =  —  , 

—  0        a 

ed  ha  quindi  le  coordinate  uguali,  o  proporzionali,  B,(—b,a,  0). 


/ 
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Nella  ipotesi  di  assi  ortogonali,  queste  coordinate  sono 
proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  retta  (n."*  27). 

Osservailone.  —  TSoi  riterremo  estesa  la  definizione  di 
coordinate  omogenee  anche  al  caso  di  pmiti  inoonaginari; 
per  mi  pmito  siffatto,  mio  almeno  dei  mutui  rapporti  delle 
tre  coordinate  x^  y^  z  sarà  un  numero  complesso. 

Cerchiamo,  ad  es.,  le  coordinate  dei  punti  allMnflnito 
delle  rette  isotrope  uscenti  da  un  punto  qualsiasi  (n.°  39). 
Quei  punti,  centri  dei  due  fasci  impropri  di  rette  isotrope, 
diconsi  punti  oiclioi  del  piano.  Ne  riconosceremo  presto  la 
importanza. 

Bicordando  che  le  rette  isotrope  uscenti  dall'origine 
hanno  le  equazioni  (in  coordinate  ortogonali) 

X  Y 

X  ±  i  Y  ==  0,      ossia    -r-  =     ■    .   , 

'  1         ±  * 

concludiamo  che  i  punti  ciclici  del  piano  ha/nno,  rispetto  ad 
assi  ortogonali,  le  coordinate  omogenee 

(1,  i,  0),         (1,  — i,0). 

128.  Equazione  omogenea  di  una  retta.  —  Per  trasfor- 
mare in  coordinate  omogenee  x^  y,  z  la  equazione  carte- 
siana di  una  retta 

(3)  aX  +  6r  +  e  =  0, 

si  eseguiscano  le  sostituzioni  (1)  e  si  liberi  da  frazioni  ;   cosi 
si  ottiene  la  equazione  omogenea  della  retta 

(4)  a  «  -f  6  y  +  e  js  =  0. 

Questa  è  soddisfatta,  non  solo  dalle  coordinate  dei  punti 
propri  della  retta,  ma  pure  dalle  coordinate  (— b,  a,  0)  del 
punto  all'infinito  della  retta  stessa.  Il  passaggio  inverso, 
dalla  (4)  alla  (3),  si  eseguisce  dividendo  i  due  membri  della  (4) 
per  z  e  ricordando  le  (1). 

Qui  si  noti  che  la  equazione  omogenea  (4)  ha  senso, 
anche  quando  due  dei  coefficienti  sono  nulli  (nonJbutti.eJtre); 
ad  es.,  se  a  =  &  =  0,  la  (4)  si  riduce  a  ^e;  =  0,  che  è  soddi- 
B&btta  dalle  coordinate  omogenee  dei  punti  impropri  :  dunque 
la  equazione  omogenea  della  retta  aW infinito  del  piammo  èz  =  0; 
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mentre  questa  retta  non  poteva  rappresentarsi  colle  ordi- 
narie coordinate  cartesiane. 

129.  Equazione  omo^nM  di  una  curva  piana.  —  Le 

stesse  sostituzioni  (1),  che  abbiamo  adoperato  or  ora,  per- 
mettono di  trasformare  in  coordinate  omogenee  l'equazione 
di  una  curva  qualsiasi.  Se,  ad  es.,  si  tratta  di  una  curva 
algebrica  d'ordine  n  (n.''  43) 

(5)  2;r.  Or.  X'  Y*  =  0  (r  +  «  ^n), 

fatte  le  sostituzioni  (1),  converrà  moltiplicare  per  z^  allo 
scopo  di  liberare  da  frazioni.  Otteniamo  cosi  la  equazione 
omogenea  della  curva 

(6)  2;r.C,.a;'y;2;»-'— =  0, 

ciascun  termine  della  quale  ha  il  grado  n.  Viceversa,  una 
equazione  razionale,  intera  ed  omogenea  di  grado  n,  com'è 
la  (6),  rappresenta  una  curva  algebrica  d'ordine  n,  la  cui 
equazione  cartesiana  (5)  si  ottiene  dividendo  i  due  membri 
della  (6)  per  z^  e  ricordando  le  (1). 

L'equazione  omogenea  di  una  curva  è  soddisfatta  dalle 
coordinate  (omogenee)  dei  punti  propri  ed  impropri  della 
curva,  dei  quali  ultimi,  nel  nuovo  sistema  di  coordinate,  si 
riesce  a  tener  conto. 

Osservazione.  —  Applicando  le  cose  dette  al  caso  del 
cerchio,  riferito  ad  assi  ortogonali  (n.  48),  troviamo  che  esso 
ha  ima  equazione  omogenea  del  tipo 

(7)  «*  +  y*  +  axz  +  hyz  +  es?'  =  0. 

I  punti  all'infinito  del  cerchio  hanno  coordinate  (x,  y^  0) 
soddisfacenti  la  (7),  e  quindi  la 

4/ 

a?2  +  y2  ^  0,    ossia    -^  =  ±  i. 

Segue  che  ogni  cerchio  sega  la  retta  àUHnfinUo  del  piano 
nei  punti  ciclici  (n.°  127,  Oss.);  notevole  osservazione  di 
PoNCELET  (1822),  sopra  cui  dovremo  ritornare  in  seguito. 

130.  Coordinate  di  una  retta  nel  piano.  —  Al  n.""  123 
noi  abbiamo  osservato  che,  nella  geometrìa  proiettiva  piana, 
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i  punti  e  le  rette  si  comportano  in  modo  analogo,  di  guisa 
che,  nelle  proposizioni  concementi  proprietà  grafiche,  è  per- 
messo lo  scambio  delle  parole  punto  e  retta.  D'altra  parte, 
nello  stabilire  la  geometria  analitica  del  piano,  abbiamo 
trattato  in  modo  diverso  il  punto  e  la  retta;  il  punto  fu 
rappresentato  mediante  un  gruppo  di  numeri  (coordinate), 
la  retta  invece  mediante  quella  equazione  lineare  a  cui 
soddisfano  le  coordinate  dei  singoli  suoi  punti.  In  tal  modo 
la  retta  veniva  considerata  come  descritta  dal  movimento 
di  uno  dei  suoi  punti,  come  sostegno  di  una  ptmteggiata. 

Proponendoci  ora  di  operare  sulle  rette  di  un  piano 
come  finora  abbiamo  operato  sui  punti,  dobbiamo  cercare 
anzitutto  il  modo  di  individuare  una  retta  mediante  coor- 
dinate. A  questo  risultato  si  può  esser  condotti,  o  da  con- 
siderazioni geometriche  (notando,  ad  es.,  che  per  fissare 
una  retta  r  nel  piano,  basta  conoscere  i  punti  in  cui  r  sega 
due  rette  fisse),  oppure  da  considerazioni  analitiche,  ricor- 
rendo alle  nozioni  finora  acquistate.  Seguiremo  questa  se- 
conda via. 

Fissati  nel  piano  due  assi  cartesiani  Xj  y,  noi  sappiamo 
che  ogni  retta  r  può  essere  rappresentata  da  una  equazione 
lineare  ed  omogenea 

(1)  ax-\'by-\-ez  =  Oj 

o,  ciò  che  fa  lo  stesso  (eccettuata  la  retta  all'infinito),  dal- 
l'equazione 

aX  +  67  +  0  =  0, 

in  coordinate  cartesiane  ordinarie.  Dati  tre  numeri  a,  &,  o, 
dei  quali  uno  almeno  non  nullo,  è  nota  la  equazione  (1),  e 
quindi  la  retta  r  corrispondente.  Viceversa,  data  r,  si  potrà 
scrivere  una  equazione  che  la  rappresenti,  sia  la  (1)  ad 
esempio;  ogni  altra  equazione  deUa  stessa  retta  si  otterrà, 
come  sappiamo  (n.^  20),  dalla  (1)  moltiplicandone  i  tre  coef- 
ficienti a,  by  e  per  uno  stesso  fattore.  Sicché,  data  la  retta  r^ 
saranno  determinati  i  tre  numeri  a,  6,  e,  o  tre  numeri  ad 
essi  proporzionali. 

Ora  una  corrispondenza  di  questo  tipo,  tra  ente  geome- 
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trico  e  tema  di  numeri,  ci  8i  presentò  nell'introdurre  le 
ooordinaie  omogenee  di  un  punto.  L'analogia  ci  porta  ad 
assumere  i  tre  numeri  a,  b,  e  suddetti  come  eoordinate  omo- 
genee deUa  retta  r. 

In  conclusione:  noi  chiamiamo  coordinate  omogenee  di 
una  retta,  rispetto  a  due  assi  x,  y,  ire  numeri  a,  b,  e  tali  che 

ax  +  hy  +  cz  ^(^ 

sia^  Vequadone  detta  retta  in  coordinate  omogenee  di  punti 
(od  awr  +  6Y  +  o=0  Pequazione  cartesiana  della  retta). 

131.  Coordinate  plOckerlane.  —  Le  coordinate  omogenee 
di  una  retta  si  sogliono  indicare  con  u,  t?,  «?.  La  retta  da 
esse  rappresentata  ha  dunque  l'equazione 
(1)  fi  a?  -h  1?  y  +  w  «  =  0. 

Le  tre  coordinate  possono  assumere  valori  arbitrari, 
purché  non  tutti  nulli;  alla  tema  (0,  0,  0)  non  corrisponde 
nessuna  retta.  Se  due  coordinate  sono  nulle  (e  la  terza  può 
quindi  supporsi  uguale  ad  1),  la  retta  è  fondamentale  nel 
sistema  di  coordinate.  Precisamente: 

le  coordinate  (1,  0,  0)  spettano  SiSTasse  delle  y, 
»  (0,  1,  0)         »        BÌVasse  delle  z, 

%  (0,  0,  1)         >         alla  retta  àWinfinito. 

Se  una  delle  tre  coordinate  è  nulla,  la  retta  passa  per 
uno  dei  tre  punti  fondamentali.  Cosi,  se  è  ir  ==  0,  la  retta 
passa  per  Porigine;  se  ii  =  0, 
la  retta  è  parallela  all'asse  x; 
e  He  V  =  Oy  la  retta  è  paral- 
lela all'asse  y.  Yi  è  una  retta 
{retta  unità),  le  cui  tre  coor- 
dinate sono  uguali  tra  loro, 
e  possono  supporsi  uguali 
ad  1  ;  essa  ha  l'equazione  car- 
tesiana X  +  Y  +  1  ==  0;  ecc. 

Come  le  coordinate  omo- 
genee di  un  punto  {x,  y,  z)  non 

hanno  significato  geometrico,  ma  lo  hanno  i  rapporti  X  =  — , 
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7  =  —  ,  COSÌ,  non  le  coordinate  omogenee  di  rettek  u^v^w, 


z 

U         ^  V 


-^_  BW  _  'mi 

ma  i  rapporti   TJ  =  —  ,   F  =  —  hanno  una  interpretazione 

geometrica.  E  precisamente,  poiché  i  dne  segmenti  0  P^OQ 
staccati  dalla  retta  (1)  sngli  assi,  hanno  i  valori  (n.°  17) 


0P  = 

V) 

u   ' 

0<^  =  -^, 

segue  che  Bara 

17-   «- 

w 

1 

OP  » 

7=  "   =         ' 
w            OQ 

Dunque:  t  rapporti  delle  due  prime  coordiniate  u^  v  di 
una  retta  alla  terza  w,  hanno  valori  inversi  e  corUrari  a  quelli 
dei  segmenti  che  la  retta  stacca  sugli  assi  (a  partire  dalla 
origine). 

Si  osserverà  che  la  conoscenza  dei  due  numeri  17  e  F 
è  già  sufficiente,  in  generale,  per  individuare  una  retta  del 
piano;  perciò  17  e  F  possono  riguardarsi  come  coordinate 
non  omogenee  della  retta^  o  coordinate  pluckeria/ne,  come  si 
chiamano  (in  contrapposto  a  coordinate  cartesiane)  per 
riguardo  al  PlÒgkeb,  che  primo  introdusse  (1828)  le  coordi- 
nate di  una  retta  (^). 

Ya  però  avvertito  che  le  coordinate  plùckeriane  non  si 
prestano  a  rappresentare  le  singole  rette  passanti  per  l'ori- 
gine; giacché  per  ognuna  di  esse  (eccettuati  gli  assi)  si  ha 
t7  =  ±Qo,  F  =  ±Qo.  Questo  fatto  fa  riscontro  a  quello  rela- 
tivo alle  coordinate  cartesiane  ordinarie,  le  quali  non  sono 
atte  a  rappresentare  i  punti  di  una  determinata  retta  (al- 
l'infinito). 

132.  Equazione  di   un  punto  in  coordinate  di  rette.  — 

Dire  che  una  retta  p  ha  le  coordinate  u,  Vj  w,  equivale  a 


(^)    Talvolta  Up   v,   w    si    chiamano  ooordimste    pliioìceria/ne  omo* 
genee. 
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dire  che  essa  è  rappresentata,  in  coordinate  x,  y^  z  di  punti, 

dall'equazione 

(1)  ux  -{-  vy  '\'  wz  =  0. 

Questa  definizione  si  traduce  subito  nell'enunciato: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente^  affinchè  il  punto  (x,  y,  z) 
stia  wiMa  retta  (u,  v,  w),  è  che  si  verifichi  la  relazione  (1). 
(In  coordinate  non  omogenee,  X,  Y  di  punti,  17,  F  di  rette, 
la  (1)  diviene 

(10  crz+7Y  +  i=o). 

Ora  la  (1)  contiene  simmetricamente  le   coordinate  di 
un  punto  P  {Xy  y,  2;)  e  di  una  retta  p  (ii,  t?,  k?),  e  dà  luogo  a 
due  interpretazioni  diverse, 
secondo   che  si  fanno  va- 
riare le  une  o  le  altre  coor- 
dinate. 

1)  Se    attribuiamo 
valori  costanti  ad  fi,  t?,  w^ 
e  teniamo  quindi  fissa  la 
retta  p,  ma  lasciamo  va- 
riare a;,  y,^,  ad  ogni  tema 
di  valori  (or,  ^,  z)  soddisfa- 
centi alla  (1)  corrisponde  un  punto  P  della  retta  p  ;  in  tale 
ipotesi,  la  (1)  rappresenta  la  retta  p  (Uj  v,  u;),  è  la  equazione, 
in  coordinate  di  punti,  détta  retta  stessa,  la  quale  viene  ri- 
guardata come  sostegno  di  ima  punteggiata. 

2)  Se  invece  attribuiamo  valori  costanti  ad  x,  y,  z, 
tenendo  fisso  il  punto  P,  ma  lasciamo  variare  u,  v,  w,  ad 
ogni  tema  di  valori  (u,  v,  w)  soddisfacenti  alla  (1)  corri- 
sponde una  retta  p  passante  per  il  punto  P  ;  questa  volta, 
dunque,  la  (1)  ci  rappresenta  il  fascio  di  rette  che  ha  per 
centro  il  punto  P  {x,  y,  z),  è  (come  si  suol  dire)  la  equa- 
zione, in  coordinate  di  rette,  del  punto  P,  riguardato  come 
centro  di  un  fascio 

Biassumendo  : 

Quando  i  punti  si  determÌ7iano  mediante  coordinate  omo- 
genee X,  y,  z,  le  rette  vengono  ra/ppresentate  da  equazioni  li- 
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neari  ed  omogenee  in  x,  y ,  z  ;  quando  le  rette  si  determinano 
media/nte  ooordinoite  omogenee  u,  v,  w,  i  punti  vengono  rap- 
presentati da  equazioni  lineari  ed  omogenee  in  u,  v,  w. 

133.  Problemi  londamentall  tu  punti  e  rette  In  coordi- 
nate omogenee.  —  L'analogia,  che  fin  da  ora  si  riscontra 
fra  le  coordinate  omogenee  di  punto  e  di  retta,  ci  si  pre- 
senterà anche  più  spiccata  trattando  in  coordinate  omo- 
genee i  problemi  fondamentali  sulla  mutua  posizione  di  punti 
e  rette,  problemi  che  già  in  gran  parte  abbiamo  risolto 
mediante  coordinate  non  omogenee  di  pimti. 


a)  Se  un  punto  muoven- 
dosi descrive  una  punteg- 
giata pj  le  coordinate  varia- 
bili (a:,  y,  «)  del  punto  soddi- 
sfano ad  una  equazione  li- 
neare ed  omogenea, 

p)        aa:  +  6y  +  c«  =  0, 

equazione  della  retta  p  (che  ha 
per  coordinate  omogenee  a, 
6,  0). 

fi)  Si  abbia  una  seconda 
equazione  lineare  ed  omoge- 
nea in  Xy  y,  2, 

p')      a'a:  +  6'y  +  o'««0, 

la  quale  rappresenti  una  se- 
conda retta  p'  (a\  6',  e'). 

Determinare  analìtica- 
mente il  punto  d'incontro 
delle  rette  p,  p%  vuol  dire 
cercare  una  tema  di  valori, 
non  tutti  nulli,  x^  y,  z  (coor- 
dinate del  punto  ppO?  ^^ 
verifichino  le  due  equazioni 
lineari  od  omogenee  p),  p'). 


a')  Se  una  retta  muoven- 
dosi descrive  un  fascio  di  rette 
di  centro  P,  le  coordinate  va- 
riabili (fi,  t7,  w)  della  retta  sod- 
disfano ad  una  equazione  li- 
neare ed  omogenea, 

P)      af*  +  6i?  +  cw?  =  0, 

equazione  del  punto  P  (che  ha 
per  coordinate  omogenee  a, 
6,  0). 

fi^)  Si  abbia  una  seconda 
equazione  lineare  ed  omoge- 
nea in  Uj  Vj  ijo, 

PO    a'u  +  b'v  +  c'w  =  0, 

la  quale  rappresenti  un  se- 
condo punto  P'  {a\  6',  e'). 

Determinare  analitica- 
mente la  retta  congiungente  i 
due  punti  PP\  vuol  dire  cer- 
care una  tema  di  valori  non 
tutti  nulli,  Uj  Vy  w  (coordinate 
della  retta  PP')  che  verifi- 
chino le  due  equazioni  lineari 
ed  omogenee  P),  P'). 
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Ora  questi  valori  sono  uguali,  o  proporzionali,  ai  tre  de- 
terminanti 


b 

e 

c 

a 

a 

b 

1/ 

o' 

9 

o' 

a' 

> 

a' 

b' 

estratti  dalla  matrice  formata  coi  coefficienti  delle  due  equa- 
zioni (^). 

Un  caso  eccezionale  si  presenta  soltanto,  quando  i  tre 
determinanti  si  annullano  insieme;  ma  allora  una  delle  due 
equazioni  lineari  è  conseguenza  dell'altra,  e  le  due  rette  pep% 
od  i  due  punti  P  e  P\  coincidono.  Ciò  risulta  pure  osser- 
vando che  allora  si  ha 


(a  meno  che  non  siano  tutte 
r)  Data  una  terza  retta  p" 
p")a"x  +  yy-^c^'z^O 

(di  coordinate  a",  6",  o''),  la 
condizione^  affinchè  le  tre  rette 
p,  p',  p''  passino  per  iéno  stesso 
puntOj  è  che  esista  una  tema 
di  valori  x,  y,  0,  non  tutti 
nulli  (coordinate  del  punto 
nominato),  soddisfacenti  alle 
tre  equazioni  p),  p'),  p'O;  è 
dunque  che  sia  nudo  il  de- 
termvnanie  formato  eoi  coeffi- 
cienti delle  equazioni  delle  tre 
rette^  0  (ciò  che  fa  lo  stesso) 
cotte  coordinate  pi  Uclceriane 
omogenee  delle  rette;  ossia  (cfr. 
n.»  20) 

a      b 
V 


a' 
a 


nulle  le  a,  6,  e,  o  le  a\  6',  &). 
y')  Dato  un  terzo  punto  1?" 
P")  a''w  +  6''i?  +  c"«?«0 
(di  coordinate  a",  V\  if')^  la 
condizione^  affinchè  i  tre  punti 
P,  P%  P'^  stia/no  in  una  stessa 
rettay  è  che  esista  una  tema 
di  valori  ti,  v^  to,  non  tutti 
nulli  (coordinate  della  retta 
nominata),  soddisfacenti  alle 
tre  equazioni  P),  P'),  P")  ;  è 
dunque  che  sia  nullo  il  de- 
terminante formato  coi  coeffi- 
cienti détte  equazioni  dei  tre 
puntij  0  (ciò  che  fa  lo  stesso) 
colle  coordinale  cartesiane  omo- 
genee dei  tre  punti;  ossia  (cfr. 
n.°  15) 

e 

e'      =  0. 


(^)  I  rapporti  dei  primi  dne  determinanti  al  terzo  danno,  nel  pro- 
blema di  Biniatra,  le  coordinate  cartesiane  JT,  Y  del  pimto  di  incontro 
delle  dne  rette  aX  +  òZ  +  c=  0,  a'Z  +  ÒT  +  e'  =  0  (n.^  19).  La  condi- 
zione di  parallelismo  è  espressa  dàU*annullarsi  del  terzo  determinante. 
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(E  qui  si  noti  che,  se  nella  (1)  si  suppongono  costanti 
gli  elementi  delle  ultime  due  orizzontali  e  si  lasciano  va- 
riare gli  elementi  della  prima  orizzontale,  Pequazione  (1) 
rappresenta  o  il  punto  ;>p^  in  coordinate  di  rette  a,  b^  o, 
oppure  la  retta  PP'  in  coordinate  di  punti  a,  h^  e). 

i)  L'annullarsi  del  determinante  (1),  quando  non  siano 
tutti  nulli  i  minori  del  secondo  ordine  estratti  dalla  ma- 
trice delle  prime  due  orizzontali,  per  una  osservazione  già 
fatta,  porta  resistenza  di  due  numeri  A  e  m  tali  da  soddi- 
sfare le  relazioni 

Sostituendo   questi   binomi,  al  posto   dei   coefficienti,  nelle 
equazioni  p'')  e  P'')^  esse  assumono  le  forme: 


(3)        k{ax  +  by  +  oz) 
+  |i.(a'x  +  6'y  +  &z)  =  0. 

Dunque:  V equazione  (in 
coordinate  omogenee  di  punti) 
di  ogni  retta  appartenente  al 
fascio  pp%  può  scriversi  come 
oombinaziof^  lineare  delle  equa- 
zioni deUe  due  rette  p,  p'  (nu- 
mero 20). 

E  si  può  anche  dire  che  le 
coordinale  {a'%  V\  e'')  di  una 
retta  appartenente  al  fascio 
delle  due  rette  (a,  &, o),  (a'^b% c% 
possono  esprimersi f  in  funzione 
delle  coordinate  di  queste,  me- 
diante  le  relazioni  (2). 

e)  Date  tre  rette  mediante 
le  loro  equazioni  in  coordinate 
di  punti,  la  condizione  perchè 
quelle  formino  fascio  può  an- 
che esprimersi  dicendo  che 
deve  esistere  una  conveniente 
combinazione  lineare  delle  tre 


(3')       A  (au  +  6t?  +  cw) 
+  }i{a'u  +  b'v  +  c^w)  -  0. 

Dxmque:  Pequazione  (in 
coordinate  omogenee  di  rette) 
di  ogni  punto  appartenente 
aMa  retta  PP\  può  scriversi 
come  combinazione  lineare 
delle  equazioni  dei  due  punti 
P,P\ 

E  si  può  anche  dire  che 
le  coordinate  {a^%  V,  af')  di  un 
punto  appartenerUe  alla  con- 
giungente  i  due  punti  (a,  b,  e), 
(a%  V^  e"),  possono  esprimersi^ 
in  funzione  dette  coordinate  di 
questi^  mediante  le  relazioni  (2). 

£^)Dati  tre  punti  mediante 
le  loro  equazioni  in  coordinate 
di  rette,  la  condizione  perchè 
quelli  siano  allineati  può  an- 
che esprimersi  dicendo  che 
deve  esistere  una  conveniente 
combinazione  lineare  delle  tre 
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equazioni,  la  quale  si  riduca 
ad  una  identità  (n.°21). 

Se  invece  le  tre  rette  non 
formano  fascio,  mediante  una 
conveniente  combinazione  li- 
neare delle  loro  equazioni,  si 
può  rappresentare  una  quarta 
retta  assegnata  ad  arbitrio  nel 
piano  (n.o  22). 


equazioni,  la  quale  si  riduca 
ad  una  identità. 

Se  invece  i  tre  punti  non 
sono  allineati,  mediante  ima 
conveniente  combinazione  li- 
neare delle  loro  equazioni,  si 
può  rappresentare  un  quarto 
punto  assegnato  ad  arbitrio 
nel  piano. 


134.  L^ge  di  dinlltà  plana.  —  L'ultimo  paragrafo  con- 
tiene una  serie  di  procedimenti  analitici,  che  possono  rice- 
vere una  doppia  interpretazione  geometrica,  secondo  che  le 
coordinate,  ivi  adoperate,  si  considerano  come  coordinate 
di  pimti,  o  coordinate  di  rette. 

Ora  si  voglia  studiare  una  proprietà  grafica  di  una  fi- 
gura piana,  composta  di  n  punti  ed  N  rette.  Per  dimostrare 
analiticamente  quella  proprietà  si  potrà  riferire  la  figura  ad 
im  sistema  di  coordinate  omogenee  di  punti;  si  rappresen- 
teranno dunque  gli  n  punti  mediante  n  teme  di  numeri,  e 
le  N  rette  mediante  N  equazioni  lineari  ed  omogenee  in 
coordinate  di  punti;  ed  applicando  in  un  ordine  conve- 
niente i  risultati  del  numero  precedente,  si  dimostrerà  che 
la  relazione  analitica,  in  cui  si  traduce  la  tesi  dell'enun- 
ciato, può  dedursi  algebricamente  dalle  relazioni  traducenti 
le  ipotesi. 

Giunti  però  alla  fine  della  dimostrazione,  noi  possiamo 
rileggere  tutte  le  formole  scritte,  in  modo  diverso,  inter- 
pretando ora  le  coordinate  introdotte,  non  piti  come  coor- 
dinate di  punti,  bensì  come  coordinate  di  rette.  In  tale 
ipotesi,  le  n  teme  di  numeri  sopra  nominate  rappresentano 
n  rette^  e  le  N  equazioni  lineari  rappresentano  N  punti.  I 
passaggi  analitici  continueranno  a  sussistere;  però  l'inter- 
pretazione geometrica  del  risultato  non  ci  darà  più  il  teo- 
rema, da  cui  siamo  partiti  ;  ma  invece  quel  teorema  in  cui 
il  primitivo  si  muta,  quando  si  scambino  tra  loro  nell'enun- 
ciato le  parole  punto  e  retta  di  un  piano,  punteggiata  e  fascio 
di  rette.  L'osservazione  qui  fatta,  secondo  cui  la  dimostra- 
le 
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zione  analitica  di  un  certo  teorema,  interpretata  in  un  altro 
modo,  ci  dà  la  dimostrazione  del  teorema  duale,  giustifica 
pienamente  la  legge  di  diiàlità  del  piano:  Da  ogni  proposi- 
zione grafica  di  geometria  piana  ai  può  dedurne  un^aUra  (in 
generale  diversa  dalla  prima)  mediante  lo  acambio  delle  pa- 
role punto  e  retta. 

E  qui  si  noti  che,  per  applicare  la  legge  di  dualità  ad 
un  teorema,  non  occorre  nenmieno  che  il  teorema  sia  di- 
mostrato analiticamente,  ma  basta  sapere  che  il  teorema 
sussiste,  e  che  le  ipotesi  e  la  tesi  di  esso  possono  tradursi 
analiticamente  coi  mezzi  di  cui  si  parla  nel  numero  prece- 
dente. Infatti,  dovendo  la  tesi  esser  conseguenza  delle  ipo- 
tesi, si  è  sicuri  che  il  teorema  può  dimostrarsi  per  via  anali- 
tica coi  mezzi  nominati  ;  e  ciò  è  sufSciente  per  il  nostro  scopo. 
135.  Dimostrazione  analitica  del  teorema  del  triangoli 
omol<4[lcl.  —  Per  render  più  chiare,  con  un  esempio,  le  con- 
siderazioni dell'ultimo  numero,  esporremo  qui  una  dimostra- 
zione analitica  di  un  notevolissimo  teorema  dovuto  a  De- 
SABGUES  (1639). 

Il  teorema  si  spezza  in  due  proposizioni  mutuamente 
duali,  che  chiameremo  a)  e  6)  (cfr.  nP  126,  es.  14),  15)). 

a)  8e  due  triangoli  situati 
in  un  piano  sono  così  riferiti^ 
che  i  lati  deU^uno  seghino  i 
corrispondenti  lati  deWàttro  in 
tre  punti  di  una  stessa  retta^ 
le  rette  congiungenU  i  vertici 
delVuno  coi  corrispondenti  ver- 
tici deJVàUro  passano  per  uno 
stesso  punto.  (Due  triangoli, 
che  si  trovino  nella  relazione 
indicata,  diconsi  omologici; 
quella  retta  è  Vasse  di  omo- 
logia^  e  questo  punto  è  il 
centro  di  omologia). 
Biferiamo  i  due  triangoli  LMNy  X'  Jf'  JT'  ad  un  si- 
stema  di   coordvMKte  omogenee   di  punti.  I  lati  Z,  m,  n,  del 
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primo  triangolo  avranno  tre  equazioni  lineari,  che  potremo 
indicare  brevemente  con 

(1)  Z  =  0,        m  =  0,        n  =  0. 
Se  poi 

(2)  r  =  0 

è  la  equazione  della  retta  su  oni  si  s^ano  i  lati  omologhi 
dei  due  triangoli,  le  equazioni  dei  lati  2%  m'^  n'  del  secondo 
triangolo  potranno  scriversi  sotto  la  forma 

(3)  r  +  aZ  =0,      r  +  /Am  =  0,      r  +  yn  =  0, 

dove  A,  /Ay  y  Bono  certi  parametri. 

Ora,  I>er  procurarci  le  equazioni  delle  rette  congiim- 
genti  vertici  omologhi,  osserviamo  che,  se  dalla  seconda 
delle  equazioni  (3)  si  sottrae  membro  a  membro  la  terza, 
si  ottiene  Pequazione  Atm—  v n  =  0,  la  quale,  pel  modo  come 
fu  ricavata,  rappresenta  una  retta  passante  per  il  vertice 
m^n'  =  jL';  ma  poiché  quella  equazione  è  pure  una  combi- 
nazione lineare  di  m  ===  0,  n  =  0,  la  retta  stessa  passerà 
anche  pel  punto  mn  =  L.  Dunque  le  rette  L  L\  M  M\  N  N' 
hanno  rispettivamente  le  equazioni 

(4)  firn  —  vn  «=  0,      vn  —  Al  =  0,       aZ  —  /im  =  0. 

Ora  le  (4),  sommate  membro  a  membro,  danno  una 
identità;  si  conchiude  dunque  (n.°  133,  e))  che  le  rette  LL% 
M  M%  N  N'  passano  per  uno  stesso  punto  ;  e  con  ciò  rimane 
dimostrata  la  prima  parte  del  teorema  dei  triangoli  omo- 
logici. 

b)  8e  due  triangoli  situati  in  un  piano  sono  così  riferiti^ 
éhe  le  rette  congiungenti  i  vertici  ddVuno  coi  corrispondenti 
vertici  deWaitro  passino  per  uno  stesso  punto,  le  intersezioni 
dei  lati  deWuno  coi  corrispondenti  lati  déWaJiro  stanno  sopra 
una  stessa  retta. 

La  dimostrazione  di  questa  seconda  parte  del  teorema 
si  ottiene  dalla  precedente,  pur  di  supporre  che  le  equa- 
zioni scritte  abbreviatamente  contengano,  come  variabili,  le 
coordinate  di  rette,  anziché  quelle  di  punti.  Allora  le  (1)  sono 
le  equazioni  di  tre  punti  L,  Jf ,  JT,  vertici  di  un  triangolo, 
la  (2)  rappresenta  pure  un  punto  fi,  e  le  (3)  rappresentano 
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altri  tre  punti  L\  Jf ',  W^  vertici  di  un  secondo  triangolo,  i 
quali  stanno  ordinatamente  sulle  rette  UL^  RMy  BN, 
d'accordo  colla  ipotesi  (n.°  133,  6)  ).  Le  (4)  finalmente  rap- 
presentano, come  è  facile  vedere,  i  punti  d'incontro  dei  lati 
omologhi  dei  due  triangoli;,  dal  fatto  che  le  (4),  sommate 
membro  a  membro,  forniscono  una  identità,  si  conclude 
questa  volta  (n.°  133,  s'))  che  i  tre  punti  ora  nominati 
stanno  sopra  una  stessa  retta j  e.  d.  d. 

138.  Inviluppo  di  rette.  —  n  concetto  di  curva  piana, 
considerata  come  luogo  dei  punti  soddisfacenti  ad  una  data 
legge,  si  muta,  per  dualità  piana,  nel  concetto  di  inviluppo 
di  rette,  costituito  da  tutte  le  rette  di  un  piano,  che  sod- 
disfano ad  una  condizione  assegnata. 

La  dualità  si  riscontra  anche  nella  rappresentazione 
analitica.  Adoperando,  per  semplicità,  coordinate  plùcke- 
riane  (non  omogenee)  ET,  V  di  una  retta,  la  equazione 

(1)  /(J7,F)  =  0 

rappresenta  Vinviluppo  formato  da  tutte  le  rette,  che  còlle  loro 
coordinate  soddisfano  aW  equazione  (1);  la  quale  vien  detta 
equazions  dell'inviluppo  (cfr.  n.°  40).  Gli  inviluppi  possono 
classificarsi  secondo  la  natura  delle  loro  equazioni  in  coor- 
dinate plìickeriane.  Diremo  dunque  algebrico,  o  trascendente, 
un  inviluppo,  secondo  che  algebrica,  o  trascendente,  è  la 
equazione  rappresentativa;  e,  nel  primo  caso,  chiameremo 
classe  dell'inviluppo  il  grado  della  equazione  algebrica  (ra- 
zionale, intera)  di  esso.  Oli  inviluppi  di  prima  classe  sono  i 
fasci  di  rette,  o,  come  si  suol  dire,  i  punti,  riguardati  come 
centri  di  fasci  (n.°  132).  Fra  gli  inviluppi  di  seconda  classe 
si  trova  il  sistema  delle  tangenti  ad  un  cerchio,  di  cui  il 
lettore  potrà  subito  scrivere  la  equazione,  noto  il  centro  ed  il 
raggio  del  cerchio  ;  ed,  in  generale,  vedremo  che  le  tangenti 
ad  una  curva  del  secondo  ordine  costituiscono  un  invi- 
luppo di  seconda  classe. 

La  nozione  di  classe  di  un  inviluppo  algebrico  corri- 
sponde per  dualità  piana,  alla  nozione  di  ordine  di  ima 
curva  algebrica;  le  curve  piane  d'ordine  n  hanno  come  enti 
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duali  gli  inviluppi  di  rette  di  classe  n.  Lo  stesso  procedi- 
mento algebrico,  che  ci  ha  condotto  a  scoprire  il  signiftcato 
geometrico  dell'ordine  di  una  curva  (n.^  45),  ci  fornisce  (in- 
terpretato nel  modo  duale)  il  significato  della  classe  di  un 
inviluppo:  la  éUisse  di  un  inviluppo  algebrico  è  il  numero 
delle  rette  délPinviluppo  che  passano  per  un  punto  generico 
del  pianoj  purché  si  contino  convenientemente  le  soluzioni 
coincidenti,  immaginarie. . . 

137.  Punti  di  contatto  di  un  inviluppo.  —  Alla  nozione 
di  inviluppo  di  rette  si  giimge  d'ordinario  per  quest'altra 
via,  che  ne  fornisce  una  inmiagine  più  perspicua. 

Si  parta  da  una  curva  piana,  e  si  conducano  le  tan- 
genti nei  singoli  suoi  punti  (n.°  47);  queste  costituiscono 
appunto  un  inviluppo  di  rette. 

La  costruzione,  d'altra  parte,  si  può  invertire,  pur  di 
introdurre  il  concetto  di  punto  di  contatto  di  un  inviluppOj 
che  corrisponde  per  dualità  al  concetto  di  tangente  ad  una 
curva.  Supposto  che  un  inviluppo  venga  descritto  da  una 
retta  muoventesi  con  conti- 
nuità, si  consideri  una  posi- 
zione p  della  retta,  e  sia  pi 
una  nuova  posizione  della 
retta  stessa.  Mentre  la 
retta  pi,  descrivendo  l'invi- 
luppo ,  va  avvicinandosi 
indefinitamente  alla  p,  il 
punto  ppi  va  scorrendo  lungo 
lap;  se  esso  tende  ad  ima 
posizione  limite  T,  si  dirà  che  T  è  il  punto  di  contatto  della 
retta  p,  appartenente  all'inviluppo.  E  l'equazione  del  punto  T 
in  coordinate  di  rette  si  potrebbe  ritrovare,  partendo  dalla 
equazione  dell'inviluppo,  collo  stesso  procedimento  analitico 
che  dà,  in  coordinate  di  punti,  la  equazione  della  tangente 
ad  una  curva. 

I  punti  di  contatto  delle  infinite  rette  di  un  inviluppo 
costituiscono  generalmente  una  curva.  Ora  l'intuizione  sug- 
gerisce, ed  il  calcolo  infinitesimale  dimostra,  che  (sotto  certe 
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restrizioni  verificate  nei  casi  più  comuni)  la  curva  dei  punti 
di  contatto  ha  precisamente  come  tangenti  le  rette  dell'in- 
viluppo (ciascuna  retta  toccando  la  curva  nel  proprio  punto 
dì  contatto).  Biimendo  queste  varie  osservazioni,  pos- 
siamo dire: 


Le  UmgefUi  ad  una  ourva 
pia/na  oostituiseono  general" 
mente  un  inviluppo  di  reUej 
i  cui  punii  di  cantaMo  sono  i 
punti  della  curva  primitiva. 


I  punti  di  ooniaUo  di  un 
inviluppo  di  rette  costituiscono 
generalmente  una  curva  piana, 
le  cui  ta/ngenti  sono  le  rette 
delV inviluppo  primitivo. 


Segue  di  qua  che  ad  una  curva  è  associato  un  deter- 
minato inviluppo,  e  viceversa  ;  ma  non  sarebbe  esatto  dire, 
in  generale,  che  quella  curva  e  quell'inviluppo  si  corrispon- 
dono per  dualità.  Ad  es.,  si  dimostra  che  le  tangenti  ad  una 
curva  generale  d'ordine  n  formano  un  inviluppo  di  classe 
n(n  —  y)j  mentre  la  curva  primitiva  ha  come  ente  duale  un 
inviluppo  di  classe  n. 

Segue  ancora  che  la  nozione  di  inviluppo,  acquistata 
dal  considerare  l'insieme  delle  tangenti  ad  una  curva  piana, 
può  riguardarsi  come  sufficientemente  generale,  escludendo 
essa  soltanto  alcuni  inviluppi  eccezionali  (ad  es.  il  fascio  di 
rette). 

138.  Coordinate  cartotiono  omogeneo  nello  spailo.  —  La 

estensione  dei  concetti  precedenti  allo  spazio  è  cosi  imme- 
diata, che  possiamo  limitarci  a  brevi  osservazioni. 

Le  coordinate  cartesiane  ordinarie  non  si  prestano  a 
rappresentare  i  punti  impropri  dello  spazio.  Per  ovviare  a 
tale  incoveniente  basta  associare  ad  ogni  punto  P  un  gruppo 
di  quattro  numeri  x,  y,  z,  t,  detti  coordinate  cartesiane  omo- 
genecj  e  tali  óhCj  se  t^O,  il  punto  F  ha  le  coordinate  carte- 
siane  ordinarie 

(1)  j:=^,    r  =  f,    z  =  ^; 

e,  se  t  =  0,  il  punto  P  è  alVinfinito  8uUa  retta 

(2)  -^"-y- f-     (^»  ^.  ^  variabiU). 
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Il  punto  P  è  determinato  quando  ne  siano  noto  le  coor- 
dinato omogenee  (purché  non  tutto  nulle)^  mentre,  dato  P, 
le  coordinate  sono  determinato  a  meno  di  un  fattore  di 
proporzionalità. 

Se  si  considera  il  tetraedro  fimdamentale  costituito  dai 
piani  coordinati  e  dal  piano  all'infinito,  si  vedrà  subito  ohe 
ciascun  vertice  di  esso  ha  tre  coordinato  nulle,  mentre  la 
rimanento  può  prendersi  uguale  ad  1;  cosi  Porigine  ha  le 
coordinato  (0, 0, 0, 1),  il  pimto  all'infinito  dell'asse  x  ha  le 
coordinato  (1, 0, 0, 0),  ecc.  Per  im  punto  situato  sopra  uno 
spigolo  del  totraedro  due  coordinato  sono  nulle;  per  un 
punto  di  una  faccia  è  nulla  una  coordinata;  ecc. 

Per  fare  una  applicazione  delle  cose  detto,  si  noti  ohe 
il  punto  all'infinito  delta  retta 

^^)  l HT"^       n       ' 

o  della  parallela 

{  m  n    ' 

ha  le  coordinato  omogenee  (Z,  m,  n,  0).  Ed  il  punto  all'in- 
finito della  retta 

Z  =  Z2r  +  p,       Y  ^m,Z  ^^  q^ 

ha  le  coordinato  (Z,  m,  1,  0).  Donde  l'osservazione,  spesso 
utile,  che,  in  assi  ortogonali^  le  prime  tre  coordinate  omo- 
genee  di  un  punto  aUHnfinito  sono  proporzionaU  ai  coseni 
della  direzione  che  quel  pimto  defmisoe  (la  quarta  coordinata 
essendo  nulla)  (n.^  90). 

n  piano,  che  in  coordinate  cartesiane  ha  l'equazione 

(4)  aX  + 6r  +  oZ  +  d  =  0, 

in  coordinate  omogenee  è  rappresentato  da 

(4')  aa:  +  &y  +  cz-|-<ft  =  0, 

equazione  soddisfatta  dalle  coordinato  dei  punti  propri  ed 
impropri  del  piano.  L'ultima  equazione  (ma  non  la  prece- 
dento)  ha  significato,  anche  se  a  =  6  =  c  =  0,  d4=0,  e  rap- 
presenta allora  il  pia/no  aXVinfinUOy  ^  ~  0. 
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Una  superficie  algebrica  d'ordine  n  è  rappresentata,  in 
coordinate  omogenee,  da  una  equazione  algebrica,  razionale, 
intera  ed  omogenea  di  grado  n,  che  si  ricava  dalla  equazione 
cartesiana  mediante  le  sostituzioni  (1). 

Osservazione.  <»  Sebbene  si  preferisca  d'ordinario,  nella  geometria 
analitioa,  far  uso  di  coordinate  cartesiane  non  omogenee,  giova  tuttavìa 
tener  presenti  le  considerazioni  che  precedono,  aUo  scopo  di  ritrovare, 
nel  modo  più  rapido,  alcune  formole  di  uso  continuo.  Infatti  le  coor- 
dinate omogenee  permettono  di  ricondurre  alla  nozione  fondamentale 
di  i^ppartenenza,  le  relazioni  dì  parallelismo  fra  rette  o  piani  dello  spazio. 
Colà  la  condizione,  già  trovata  (n.°  83),  affinchè  la  retta  (3)  sia  parallela 
al  piano  (4),  si  ricostruisce  subito,  esprimendo  che  le  coordinate  (2,  m,  n,  0) 
del  punto  all'infinito  della  retta  soddisfano  all'equazione  omogenea  (4') 
del  piano;  si  ha  infatti 

al -\- hm  +  cn  =  0. 

139.  Coordinate  di  pioni.  Equoiiono  di  un  ponto.  —  Si 

chiamano  coordinate  omogenee  di  un  piano  quattro  numeri  u,  v, 
w,  r,  tali  che 

(1)  ux  -i-  vy  +  wz  -{-  rt  =  0 

sia  Vequazione  del  pia/no  in  eoordinMe  om>ogenee  di  puntij  (o 

uX  +  vY  +  wZ  +  r  =  0 

l'equazione  cartesiana  del  piano). 

Date  le  coordinate  omogenee  (non  tutte  nulle)  di  un 
piano,  questo  è  determinato,  mentre,  dato  il  piano,  le  sue 
coordinate  sono  note,  a  meno  di  un  fattore  di  proporzio- 
nalità. Kon  esse,  ma  i  loro  mutui  rapporti  hanno  significati 
geometrici.  Precisamente  i  rapporti 

r  r  r 

(che  diconsi  coordinale  plilclceriane^  o  coordinate  non  omogenee 
del  piano)  esprimono  i  valori  inversi^  e  cambiati  di  segno,  dei 
segmenti  che  il  piano  sta,cca  sugli  assi  coordinati^  a  partire 
daWorigine  (cfr.  nP  131). 

La  (1)  può  anche  riguardarsi  come  la  condizione  perchè 
U  pwnto  P  (x,  y,  z,  t)  ed  U  piamo  n  (u,  v,  w,  r)  si  appar- 
tenga/no. 
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Se  nella  (1)  attribuiamo  valori  costanti  alle  Uj  Vj  w,  r,  e 
lasciamo  variare  x^  y^  Zj  i^  il  ponto  P  descrive  il  piano  n^ 
per  la  qnal  ragione  la  (l),  in  questa  ipotesi,  si  chiama  ap- 
punto Vequazione  (in  coordinate  di  punti)  del  piano  punteg- 
giato ir.  Ma  se  invece,  nella  (1),  teniamo  fisse  Xj  y,  Zj  ij  e 
facciamo  variare  u^  Vj  to,  r,  il  piano  n  si  muove  in  modo 
da  passare  sempre  per  il  punto  fisso  P(Xj  y,  z,  t),  e  descrìve 
la  stella  di  piani  P;  rìguardata  sotto  questo  aspetto,  la 
equazione  (1),  in  coordinate  di  piani,  rappresenta  una  stella 
di  pianij  o,  come  si  suol  dire,  U  punto  P,  che  ne  è  eentro. 
Mentre  un  punto,  in  coordinate  puntuali,  vien  definito  me- 
diante un  gruppo  di  (tre  o  quattro)  numeri,  ed  il  piano  è 
rappresentato  da  una  equazione  lineare,  accade,  in  coor- 
dinate di  piani,  che  il  piano  venga  determinato  mediante 
un  gruppo  (di  tre  o  quattro)  numeri,  ed  il  punto  mediante 
una  equazione  lineare  (cfr.  nP  132). 

Appare  cosi  sin  d^ora,  anche  nella  trattazione  analitica, 
quella  perfetta  analogia,  dualità^  fra  le  relazioni  grafiche  di 
punti  e  le  relazioni  grafiche  di  piani  nello  spazio,  che  le  con- 
siderazioni sintetiche  ci  avevano  lasciato  prevedere  (n.^  123). 

Per  mettere  in  rilievo  questa  dualità  analitica,  bastano 
le  osservazioni  seguenti. 

a)  Si  abbiano  due  equazioni  lineari  in  coordinate  di 
piani 

rtv  J    at*  +  6t?   +  ou?  +  dr  ==  0, 

1    a*u  +  Vv  +  (?'«?  +  d'r  =  0, 

rappresentanti  staccatamente  due  punti  P  (a,  6,  o,  d), 
P'  (a',  6',  o',  d').  Ogni  gruppo  di  coordinate  (t*,  t?,  tr,  r),  che 
soddisfi  entrambe  le  equazioni  (2),  determina  un  piano  che 
passa  per  i  punti  P,  P\  e  quindi  per  la  retta  PP\  In 
coordinate  di  piani^  una  retta  (rìguardata  come  asse  di  un 
fascio  di  piani)  vien  rappresentata  da  due  equazioni  lineari^ 
le  qiMUij  separatamente^  definiscono  due  punii  deUa  retta  (cfr., 
per  la  considerazione  duale,  il  n.°  80). 

Una  combinazione  lineare  delle  equazioni  (2), 

X  {au  +...)  +  !*  (^'^  +  . . .  )  =  0, 
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rappresenta  un  pnnto  P"  {ka  +  \ia%Xb  -f  iib^Xc  +  \ic\ 
Xd  +  1x^0  àéHs,  retta  PP^  Biunendo  questo  fatto  col  duale 
che  risulta  dal  n.°  79,  abbiamo  : 


Ogni  punto  della  retta  oon- 
giungente  due  punti 

P(a,b,ejd)y      P'{a',y&,d') 

ha  coordinate  del  tipo 

{Xa  +  \ia%  ...  yXd  -h  \id'). 


Ogni  piano   per  la  retta 
intersezione  dei  due  piani 

oc  (a,  6,  e,  d),       n'  (a',  6',  o',  d') 
ha  coordinale  del  tipo 
(Xa  +  |ia',  ...  ,  Xd  +  |id'). 
&)  Date  tre  equazioni  lineari  ed  omogenee  in  Uy  Vy  Wj  r, 
au  ^-  ...  =0,      a'u  -h  ...  =0,      a'^u  +  ...  =0, 

rapresentanti  tre  punti,  il  problema  analitico  di  trovare  un 
sistema  di  valori,  non  tutti  nulli  (u,  t?,  w^  r),  soddisfacente 
aUe  tre  equazioni,  si  traduce  nel  problema  geometrico  di 
costruire  il  piano  contenente  i  tre  punti.  Ogni  combina- 
zione lineare 

X  (au  +  ..•)  +  !*  («'«  +...)+  v  {a"u  +  . . .  )  =  0 
delle  tre  equazioni  rappresenta  un  ulteriore  punto  di  quel 
piano;  donde  l'enunciato  di  sinistra  (cfr.  n.^  82): 


Ogni  punto  del  piano  con- 
giungente  tre  punti  (a,  fr,  o,  d), 
(a\  V,  e',  d%  (a-,  6",  &^,  d'O 
ha  coordinate  del  tipo 


Ogni  piando  per  U  punto  in- 
tersezione di  tre  pia/ni  (a,  b,  e,  d), 
(a',  6',  e',  dO,  (a'',  6'',  o^',  d") 
Aa  coordìna^^  del  tipo 

{Xa  +  |i  a'  +  va",  . . .  ,  Xd  +  |id'  +  vd"). 

o)  In  breve,  ogni  procedimento  analitico  atto  a  dimo- 
strare, col  mezzo  delle  coordinate,  una  proprietà  grafica  di 
punti,  rette  e  piani  dello  spazio,  può  ricevere  ima  doppia 
interpretazione,  secondo  che  le  coordinate  di  cui  vien  fatto 
uso  si  riguardano  come  coordinate,  di  punti,  o  coordinate 
di  piani.  Le  due  interpretazioni  conducono  a  due  risultati, 
i  cui  enunciati  si  ottengono  Funo  dall'altro  collo  scambio 
delle  parole  punto  e  piano^  lasciando  inalterata  la  parola 
retta. 

Si  ha  qui  una  giustificazione   analitica   della   legge  di 
dualità  netto  spazio j  la  quale  appxmto  autorizza  il  suddetto 
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scambio  di  parole  negli  enunciati   delle   proprietà  grafiche 
(n.°  123  ;  cfr.  n.°  134). 

140.  Inviluppi  di  pimi.  —  n  concetto  di  luogo  di  ptmti 
nello  spazio  si  trasforma,  per  dualità,  nel  concetto  di  invi- 
luppo di  pianiy  ente  costituito  dai  piani  soddisfacenti  ad 
una  legge  assegnata.  Un  inviluppo  di  piani  si  rappresenta 
mediante  una  o  più  equazioni  in  coordinate  di  piani,  ad 
esempio  non  omogenee,  {7,  F,  TF;  ed  è  formato  da  quei 
piani  che  colle  loro  coordinate  soddisfano  alle  equazioni 
nominate. 

CSome  si  distinguono  luoghi  di  punti  sempUeemente  infi- 
niti o  curvCf  e  luoghi  doppiamente  infiniti  o  èuperfide^  cosi 
si  dovranno  considerare  inviluppi  di  piani  semplicemente  e 
doppiameni^e  infiniti. 

a)  Un  inviluppo  doppiamente  infinito  si  compone  dei 
piani  soddisfacenti,  colle  loro  coordinate,  ad  v/na  equazione 
/(?7,  F,  W)  =  0.  L'inviluppo  dicesi  (ilgebricoj  di  classe  n,  se 
la  equazione  è  algebrica  (razionale,  intera)  di  grado  n.  Gli 
inviluppi  doppiamente  infiniti  di  prima  classe  sono  le  stelle 
di  piani,  o,  se  si  vuole,  i  punti,  considerati  come  sostegni 
degli  infiniti  piani  passanti  per  essi  (n.''  139).  Tra  gli  invi- 
luppi  doppiamente  infiniti  di  seconda  classe  si  trova  (come 
il  lettore  vedrà  facilmente)  Pinsieme  dei  piani  tangenti  ad 
una  data  sfera. 

Un  inviluppo  doppiamente  infinito  (algebrico  o  trascen- 
dente) è  pure  costituito  dai  piani,  che  toccano  una  data 
curva  piana  (algebrica  o  trascendente),  vale  a  dire  che  pas- 
sano per  le  singole  tangenti  alla  curva.  Quell'inviluppo  si 
compone  di  infboiti  fasci  di  piani,  i  cui  assi  stanno  in  un 
piano  0,  e  corrisponde,  per  dualità,  ad  una  superficie  costi- 
tuita da  infinite  rette  punteggiate  uscenti  da  un  punto  /S, 
vale  a  dire  ad  un  cono  di  vertice  S  (^). 


(^)  Come  xm  cono  dì  vertdoe  0(Z  =  0,  F  =  0,  Z  =  0)  è  rappresen- 
tato, in  coordinate  carteBiane,  da  un'equazione  omogenea  in  X,  Tf  Z 
{n.^  42),  oofli  rìATilnppo  dei  piani»  che  toccano  una  curva  giacente  sul 
piano  all'infinito  (17  »  0,  F  »  0,  TF  a  0),  è  rappresentato  da  un'equa- 
sione  omogenea  in  U,  F»  W. 
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b)  Un  inviluppo  semplicemente  infinito  di  piani  è,  in 
linea  generale,  costituito  dai  piani  comuni  a  due  inviluppi 
doppiamente  infiniti,  e  si  rappresenta  mediante  le  equazioni 
/  (17,  F,  TF)  =  0,  cp  (J7,  F,  TF)  =  0  di  questi.  Cosi,  ad  es.,  i 
piani  di  un  fascio  costituiscono  un  inviluppo  semplicemente 
infinito,  rappresentato  da  due  equazioni  lineari  in  UjV^W 
(n.°  139)  ;  i  piani  passanti  per  im  punto  e  tangenti  ad  una 
sfera  formano  pure  un  inviluppo  semplicemente  infinito, 
rappresentato  da  una  equazione  lineare  e  da  una  (partico- 
lare) equazione  quadratica  in  UjVjW.  I  piani  proiettanti 
da  un  punto  le  tangenti  ad  una  curva  piana  appartengono 
ad  un  inviluppo  semplicemente  infinito  (inviluppo  conico  di 
piani),  che  corrisponde,  per  dualità  nello  spazio,  ad  una 
curva  piana  considerata  come  luogo  di  punti. 

Queste  poche  nozioni  bastano  per  il  seguito,  ove  in- 
contreremo soltanto  inviluppi  doppiamente  infiniti  di  se- 
conda classe. 

EMrcIzl  —  1)  Qual*è  (in  geometria  piana)  la  distanza  del  punto 
P{X,  T)  dalla  retta  (U,  V)1  Qual'è  l'angolo  delle  due  rette  (U,  F), 
(U\  F')Y  Questioni  analoghe  relative  a  punti  e  piani  dello  spazio. 

2)  Se  una  retta  (U,  V)  si  muove  in  un  piano,  in  guisa  che  la  sua 
distanza  da  un  punto  fisso  O  (a,  fi)  rimanga  costante,  =  r,  essa  invi- 
luppa un  cerchio;  si  deduca  di  qua  Pequazione  dell'inviluppo  formato 
dalle  tangenti  a  un  cerchio,  la  quale  può  scriversi  sotto  la  forma 

^•+F«--^=0, 

dove  PE^Z7a-f-Fp+l  =  0  è  l'equazione  plùckeriana  del  centro.  Que- 
stione analoga  relativa  all'inviluppo  dei  piani  tangenti  ad  una  sfera. 

3)  Siano  dati  in  un  piano  n  punti  J.»  ed  n  numeri  pi  (t  =  1,  2. .  .n); 
una  retta,  la  quale  si  muova  in  guisa  ohe  sia  costante  la  somma  delle 
distanze  da  essa  dei  punti  A*,  moltiplicate  rispettivamente  per  i  nu- 
meri pu  descrive  l'inviluppo  delle  tangenti  ad  un  cerchio,  avente  il 
centro  nel  baricentro  dei  punti  Ai,  presi  coi  pesi  pi;  l'inviluppo  si  ri- 
duce ad  un  fascio,  se  quella  somma  è  nulla.  Caso  particolare  in  cui 
I^  sae  0.  Questione  analoga  nello  spazio,  sostituendo  alla  retta  mobile 
un  piano  mobile. 

4)  Una  retta  si  muove  in  un  piano  in  modo  che  il  segmento  inter- 
cettato su  di  essa  dai  due  assi  coordinati  ortogonali  si  mantenga  co- 
stante; equazione  dell'inviluppo  che  essa  descrive  (cfr.  n.^  70,  es.  8)). 
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Capitolo  II. 

Il  doppio  rapporto  di  quattro  elementL 

141.  Rapporto  semplice  di  tre  elementi.  —  In  questo  ca- 
pitolo ci  proponiamo  la  ricerca  di  una  espressione  formata 
colle  mutue  distanze  di  più  punti  di  una  retta,  espressione 
che  goda  earoMere  proiettivo  (n.°  126),  cioè  che  non  muti 
valore,  quando  ai  punti  nominati  si  sostituiscano  le  loro 
proiezioni  sopra  una  seconda  retta  arbitraria  da  im  centro 
arbitrario.  Tale  proprietà  non  gode  certo  la  distanza  di  due 
punti,  né  il  rapporto  semplice  di  tre  punti  (n.°  6),  giacché 
quella  e  questo  vengono  alterati  in  generale  da  una  proie- 
zione. Però,  mediante  rapporti  semplici,  riusciremo  a  co- 
struire Pespressione  richiesta. 

Bicordiamo  anzitutto  che  il  rapporto  semplice  di  tre 
punti  Aj  Bj  C  di  una  retta,  che  ora  indicheremo  con 
(A  B  0),  è  definito  dalla  uguaglianza 

(1)  (ABC)^^^ 


BC   ' 

ed  ha,  per  ogni  posizione  di  G  (fermi  restando  i  punti  propri 

A^B) ,  un  determinato  valore.    Possiamo   attribuire  a  quel 

rapporto  un  valore,    anche  nell'ipotesi  che  C  sia  il  punto 

AG  AB 

all'infinito  della  retta.  Basta  osservare  che  — ^^rr  =  1  + 


BG  '    BG 

tende  ad  1,  quando  G  va   allontanandosi   indefinitamente 
da  jB,  e  porre,  per  convenzione,  {AB  G ^)  =  1. 

Introduciamo  ora  per  tre  rette  (o  piani)  di  un  fascio 
una  espressione  che  ha  stretta  analogia  colla  precedente,  e 
porta  lo  stesso  nome.  Date  tre  rette  a,  fr,  o  di  un  fascio, 
sulle  quali  siano  fissati  arbitrariamente  i  versi  positivi,  di- 
cesi rapporto  semplice  delle  ire  rette  l'espressione 


(2)  {ahc)^ 


sen  ao 
sen  he 
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Si  vede  subito  ohe,  per  ogni  posizione  di  o  nel  fascio, 
a  e  b  restando  fisse,  il  rapporto  semplice  ha  un  determi- 
nato valore.  In  particolare,  {ab e)  vale  0  se  o  coincide  con  a, 
vale  ±  00  se  0  coincide  con  ft,  è  negativo  se  o  si  trova  nel- 
l'angolo formato  da  due  semirette  a,  b  aventi  lo  stesso 
segno,  è  positivo  nel  caso  opposto,  vale  =p  1  quando  o  coin- 
cide colla  bisettrice  del  primo  o  secondo  angolo. 

Si  dimostra  poi  facilmente  che,  date  le  rette  a,  b  coi 
rispettivi  versi,  e  dato  il  valore  r  del  rapporto  semplice  che 
esse  formano  con  una  terza  retta  e,  questa  è  completa- 
mente determinata  (fatta  astrazione  dal  verso,  che  non  ha 
influenza  sul  segno  del  rapporto  semplice  ;  n°  10). 

Si  avverta  che  la  definizione  (2)  si  riferisce  al  caso  del 
fascio  proprio.  Se  il  fascio  è  improprio,  porremo 

/ft/\  /  1.  \       distao 

dove  dist  ao,  dist  bo  sono  le  niutue  distanze  delle  tre  rette 
parallele,  misurate  sopra  una  perpendicolare  comune,  su  cui 
sia  fissato  il  verso  positivo.  Le  considerazioni  precedenti  si 
estendono  a  questa  ipotesi  con  lievi  ed  evidenti  modificazioni. 
È  poi  immediata  Pestensione  al  fascio  di  piani. 

142.  Retaiiom  fra  I  rapporti  semplici  di  tre  elementi 
nella  punteggiata  e  nei  taiclo  di  rette.  —  Se  tre  punti  A^B.C 

di  una  retta  propria  t  si  pro- 
iettano da  un  centro  S  (estemo 
a  ^),  si  ottengono  tre  rette  a, 
6,  0  di  un  fascio;  quale  rela- 
zione passa  fra  i  rapporti  sem- 
pUci  (ABC)  ed  (aio)? 

Fissati  ad  arbitrio  i  versi 
positivi  sulle  rette  a,  6,  o,  i, 
dall'esame  dei  due  triangoli 
8  A  C,  SBC  seguono  le  relazioni,  valide  anche  nei  segni 
(n.°10,  Oss.), 

A  C        sen ao  ^^   ^  ^en  bc 


8A 


B&aet 


8B 


sen  et 
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Dividendo   queste  due  membro  a  membro,  e  adoperando  i 
simboli  sopra  definiti,  si  ha 

(3)  {ABC)=^^^(ab€). 

La  dimostrazione  è  relativa  alle  ipotesi  che  Aj  B^  C 
ed  8  siano  pnnti  propri.  Ora  A  e  B  debbono  esserlo,  per 
la  stessa  definizione  di  rapporto  semplice.  Se  0  è  improprio 
e  quindi  {ABC)  ^^  1,  si  verifica  direttamente  che  la  (3)  sus- 
siste ancora.  Se  finalmente  S  è  improprio,  la  (3)  va  sosti- 
tuita dalla 

(30  iABC)=^  (abo)r 

che  sì  giustifica  subito  ricordando  le  definizioni,  e  tenendo 
presente  il  teorema  sulle  trasversali  a  rette  parallele. 

143.  Doppio  rapporto  di  quattro  elemmti.  —  La  rela- 
zione (3)  ci  dice  che,  se  il  punto  C  varia  sulla  retta  t,  e 
varia  in  corrisiK)ndenza  la  retta  proiettante  e  del  fascio  /S, 
i  due  rapporti  semplici  (AB  C)^  {abo)  variano  proporzional- 
mente. Se  dunque  fissiamo  un  quarto  punto  D  sulla  i^  e 
chiamiamo  d  la  retta  S  D^  abbiamo 

SA 
(ABD)^^(abd). 

Dividendo  membro  a  membro  la  (3)  per  quest'ultima,  otteniamo 

(ABC)  ^(abo) 

(ABD)  (abd)' 

Le  espressioni  che  compariscono  in  questa  formola 
hanno  ricevuto,  per  la  loro 
importanza,  im  nome  speciale. 
Dati  sopra  una  forma  di 
prima  specie  quoMro  elementi^ 
si  chiama  doppio  rapporto 
(MoBius,  1827),  0  rapporto 
anarmonico  (Ghasleb,  1837), 
0  birapporto  degli  elementi 
stessij  il  quoziente  ottenuto 
dividendo  il  rapporto  semplice  dei  primi  tre  per  il  ra/pporto 
semplice  del  primo^  secondo  e  quarto. 


(4) 
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Il  doppio  rapporto  si  indica  scrivendo  ordinatamente  i 
simboli  dei  quattro   elementi   tra  parentesi;  sarà  dxmque: 

11  ^       '4.  iAT>nr^s        UBC)       AC    AD 

sulla  punteggiata  (ABCD)=  {ABD)  ^~BG''~BD' 

,..,..,  /  t  ^v         (<**«)       senac  senod 

nel  fascio  di  rette  (ahod)  =    7—,-,,    = e- tj  1 

^         '        (afcd)        senfcc  senftd  ' 

,..,...  /   n   IV         («Pr)       sen  «7  sena* 

nel  fascio  di  piam  («J3r^)  =     )  JJ.    = 5-: 51; , 

^  V  ^/  /         ^^pjj       BenJ3y  senpj' 

(coU^awertenza  che  nelle  due  ultime  relazioni,  al  posto  di 
sen^  va  scrìtto  dist^  quando  si  tratti   di  fascio   improprio). 
Oon  queste  notazioni  la  (4)  può  scriversi 

(AB  CD)  =  (ahed), 

e  dà  luogo  aU'importante  teorema  : 

Il  doppio  rapporto  di  quattro  rette  di  un  fascio  è  uguale 
al  doppio  rapporto  dei  quattro  puntij  in  cui  le  rette  sono 
segate  da  una  traversale  qualsiasij  che  non  passi  pel  centro. 

Di  qua^  tenendo  fisse  le  quattro  rette  e  variando  la 
trasversale,  oppure  tenendo  fissi  i  quattro  punti  e  variando 
il  centro  di  proiezione,  si  ottengono  i  due  corollari  seguenti, 
di  cui  il  primo  era  noto  a  Pappo  (iv  secolo  dopo  C): 

QtLottro  rette  di  un  fascio  sono  segate  da  una  trasversale 
qualsiasi  in  quattro  puntij  il  cui  doppio  ra/pporto  rimane 
costante  al  variare  della  trasversale. 

Quattro  punti  di  una  retta  sono  proiettati  da  un  centro 
qv,alsia>si  media/nte  quattro  rettCj  il  cui  doppio  rapporto  ri- 
mane costante  al  variare  del  centro  di  proiezione. 

Mettiamo  ora  in  relazione  quattro  piani  a,  §,  7,  cT  di  un 
fascio  coi  quattro  elementi,  in  cui  vengono  segati  da  un 
piano  o  da  una  retta.  Supposto  anzitutto  il  piano  secante  fr 
normale  ai  quattro  piani,  e  dette  a,  fr,  0,  d,  le  rette  sezioni, 
appartenenti  ad  un  fascio,  si  ha  per  defijiizione 

(aPycf)  =  {abcd). 

Segando  ora  le  quattro  rette,  e  quindi  i  quattro  piani, 
con  ima  trasversale  t  giacente  in  ;r,  e  detti  A^  Bj  Cj  D  i 
pimti  sezioni,  sarà 

(abcd)  =  {ABCD),  1 
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e  quindi 

{afiyi)  -  (AB  CD). 

Finalmente,  se  conduciamo  per  la  trasversale  t  un  piano 
arbitrario  ir%  il  quale  seghi  i  piani  a,  p,  y^i  ìa  quattro  rette 
di  un  fascio  a%  V,  &,  d%  passanti  ordinatamente  per  Ay  £, 
Cj  Dj  si  avrà 

(ABCD)^  (a'  6'  e'  d'). 

Se  si  bada  che  ^r^  è  un  piano  generico  dello  spazio,  si 
perviene  al  teorema: 

Il  doppio  rapporto  di  quaUro  piani  di  un  fascio  è  uguale 
ci  doppio  rapporto  delle  quattro  rette,  in  cui  i  piam  stessi 
sono  segati  da  un  piano  arbitrario,  n>on  passante  per  Vasse 
del  fascio;  ed  è  pure  uguale  al  doppio  rapporto  dei  quattro 
puntij  in  cui  i  piani  stessi  vengono  segati  da  una  trasversale 
qualsiasi^  sghemba  rispetto  alPasse.  La  seconda  parte  del 
teorema  si  riduce  alla  prima,  purché  si  conduca  per  la 
trasversale  un  piano  arbitrario. 

Le  varie  proposizioni,  a  cui  siamo  cosi  pervenuti, 
si  sogliono  riassumere  in  forma  concisa,  dicendo  che  il 
doppio  rapporto  di  quattro  elementi  di  una  forma  di  prima 
specie  non  si  altera^  quando  la  forma  si  sottoponga  ad  una 
o  piò,  operazioni  di  proiezione  o  sezione;  od  anche  :  U  doppio 
rapporto  di  quattro  elementi  di  una  forma  di  prima  specie  è 
un  carattere  proiettivo  del  gruppo  degli  elementi  stessi.  Sa- 
rebbe facile  dimostrare  che,  partendo  da  tre  soli  elementi, 
non  è  possibile  formare  una  espressione  avente  carattere 
proiettivo.  Il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  è  la  più 
semplice  espressione  che  goda  siffatta  proprietà  ;  in  ciò  sta 
l'importanza  del  doppio  rapporto  nello  sviluppo  della  Geo« 
metria  proiettiva.  Un'importanza  analoga  hanno  nella  Geo- 
metria elementare  la  distanza  di  due  punti  e  l'angolo  di  due 
rette»  quando  si  studia  l'uguaglianza  delle  figure,  o  l'angolo 
stesso  e  il  rapporto  di  due  segmenti  nella  teoria  della  simi- 
litudine. 

Sebbene  ei  trovi  traccia  del  doppio  rapporto  in  Pappo»  Dbsar- 
GXTSS»...,  la  teoria  di  questa  espressione  si  formò  aeUa  prima  metà 

17 
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del  Beoolo  xix.  Mobius  (1827),  Steinbb  (1832),  Chasles  (1837)  misero 
in  luce  rimportansa  del  doppio  rapporto,  e  fondarono  su  di  eeso  un 
nuovo  ramo  di  geometria. 

144.  Coma  vari  II  doppio  rapporto  di  quattro  otementi  al 
variare  di  uno  di  questi.  —  Se  Aj  Bj  Cj  D  sono  quattro 
elementi  di  una  forma  qualsiasi  di  prima  specie,  dei  quali 
i  primi  tre  siano  fissi  e  distinti  tra  loro,  ed  il  quarto  D 
variabile,  ad  ogni  posizione  di  D  corrisponde  un  valore  de- 
terminato ìc  del  doppio  rapporto 

(1)  ^.^ABCD).i^■ 

Ciò  senza  eccezione,  se  si  conviene  che,  quando  D 
cade  in  ^,  o  £,  ed  è  quindi  rispettivamente  (n.*  6,  141) 
(J.  jBD)  =  0,  ±  00 ,  sia  &  =  ±  00 , 0  ;  per  D  coincidente  con  O 
è  naturalmente  %  =  1.  Se  D  appartiene  a  quel  tratto  di 
forma  (segmento  proiettivo,  angolo  o  diedro  completo) 
J. £  in  cui  cade  0,  allora  (ABC)  e  (A B D)  hanno  lo  stesso 
segno,  ed  è  quindi  k  positivo;  se  D  appartiene  all'altro 
tratto  di  forma  A  By  ò  k  negativo  ;  donde  Posservazione 
che  il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  è  positivo  o  ne- 
gativo, secondo  che  la  coppia  dei  due  primi  e  dei  due  ul- 
timi elementi  non  si  separano,  o  si  separano. 

Viceversa,  dati  i  tre  elementi  il,  £,  C  ed  il  numero  fc, 
è  determinato  in  modo  unico  suUa  forma  quell'elemento  D 
che  verifica  la  (1),  giacché  risulta  noto  il  rapporto  semplice 

Ottervailono.  —  Qualche  avvertenza  va  fatta  nel  caco 
che  taluno  degli  elementi  nominati  sia  improprio.  Suppo- 
niamo ad  es.  che  la  forma  sia  punteggiata.  Se  imo  dei  due 
ultimi  punti,  C  0  Djè  improprio,  la  definizione  (1)  del  doppio 
rapporto  conserva  il  suo  significato,  e  ci  dà  (tenuto  conto 
del  n.o  141) 

(ABCDooì-'iABC),         (ABC^D)^  —^^^BAD). 
Ma  se  J.,  o  jB,  è  improprio,  la  definizione  stessa  cade 
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in  difetto.  Per  definire  anche  in  queste  ipotesi  il  doppio 
rapporto  osserveremo  che,  se  Aj  B^  Cj  D  sono  quattro 
punti  propri,  sussiste  l'identità 

(ABCD)  =  (CDAB), 

che  si  verifica  subito  sostituendo  ai  simboli  le  loro  espres- 
sioni. Se  invece  A,  o  B,  è  improprio,  il  simbolo  che  sta  a 
primo  membro  perde  il  suo  significato,  mentre  il  simbolo  a 
secondo  membro  conserva  un  valore  ben  determinato.  At- 
tribuiremo perciò  al  primo  simbolo  il  valore  rappresentato 
dal  secondo,  e  porremo  convenzionalmente  (^) 

{AaoBCD)=^{CDA^B)^(DCB), 
(AB^CD)^  (GDAB^)^{GDA). 

Supponiamo  ora  che  due,  di  quattro  punti  allineati, 
siano  impropri;  allora  è  impropria  la  retta  che  lì  sostiene, 
insieme  agli  altri  due  punti.  In  tal  caso,  dette  a,  ft,  o,  d 
le  rette  proiettanti  i  quattro  punti  A^o ,  B^^ ,  Cqq  ,  2>qq  da 
un  centro  proprio  arbitrario,  porremo  per  convenzione 

(Aa^BaoC^Dao)=^(abcd), 

visto  che  il  secondo  doppio  rapporto  non  dipende  dal  centro 
di  proiezione. 

Con  simili  convenzioni  si  estende  il  significato  del  doppio 
rapporto  di  quattro  rette,  o  piani,  di  un  fascio  anche  al 
caso  che  uno  o  più  elementi  siano  impropri.  È  poi  facile 
verificare  che,  accettando  siffatte  estensioni,  il  teorema  del 
nP  143,  che  fissa  il  carattere  proiettivo  del  doppio  rapporto, 
vale  senza  eccezioni. 

146.  Doppio  rapporto  di  quattro  otomontl  diti  modlanto 
te  loro  coordinato  o  te  loro  eqiwiloiil. 

a)  Si  abbiano  anzitutto  quattro  pxmti  Aj  £,  C,  D  di  una 


(^)  Alle  stesse  convenzioni  si  giungerebbe  assumendo,  ad  es.»  come 
valore  di  {AaoBOD}  il  lìmite  a  cui  tende  il  valore  di  {AB OD),  quando 
B,  C,  B  rimangono  fióri,  ed  A  scorre  sulla  retta  allontanandosi  all'infinito. 
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retta,  suUa  quale  sia  fissato  un  sistema  di  ascisse;  e  siano 
a,  bf  Oj  d  le  loro  ascisse.  Segue  subito  dalla  definizione 

L'espressione,  che  sta  a  secondo  membro,  si  dice  spesso 
doppio  rapporto  dei  quattro  numeri  a,  ò,  o,  d,  e  si  indica 
scrivendo  (a,  6,  Cj  d);  il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  di 
una  retta  è  espresso  dal  doppio  rapporto  delle  loro  ascisse. 

h)  Si  abbiano  ancora  quattro  punti  J.,  JB,  0,  D  di  una 
retta,  i  quali,  questa  volta,  siano  riferiti  ad  un  sistema  di 
coordinate  cartesiane  omogenee  di  un  piano  contenente  la 
retta.  Se  (x^^  y^j  z^)  e  (x^j  y^^  z^)  sono  le  coordinate  di  J.  e£, 
le  coordinate  di  (7  e  2>  saranno  del  tipo  (n.°  133,  6)) 

C  (xi  +  Aa?2,      yi  +  Ay2,      «1  +  *«2), 
D  (xi  +  kx29      yi  +  ky2j      zi  +  fc^s), 

dove  A  e  %  sono  due  parametri.  Per  calcolare  il  doppio  rap- 
porto  (ABCB)^  proiettiamo  i  quattro  punti  sull'asse  x  pa- 
rallelamente ad  y.  I  punti  proiezioni  hanno  le  stesse  ascisse 
dei  punti  Aj  £,  C,  D,  cioè  ordinatamente  (n.°  127), 

Xi  X2  Xi  +  hXz  Xi  +  JCX2 

Zi    ^         «2    '        «1  +  A«2  '        ^1  +  JOZ2  ^ 

e  danno  luogo  allo  stesso  doppio  rapporto.  Ma  il  doppio 
rapporto  dei  punti  proiezioni  uguaglia  il  doppio  rapporto 
dei  quattro   numeri   scritti,   che   (eseguito  il  facile  calcolo) 

risulta  essere -jT- •   Dunque:   il  doppio   rapporto   di  quattro 

punti  allineati  in  un  piano 

{xij  yi,  zi)j    («2,  y^j  «2),    (a^i  +  hxzj  . . .),     (xi  +  kx2j  . . .  ) 

uguaglia  il  rapporto  -^  dei  parametri^  da  cui  dipendeva  i  due 

ultimi  punti. 

Analogo  risultato,  se  i  quattro  punti  fossero  riferiti  ad 
un  sistema  di  coordinate  omogenee  nello  spazio. 

0)  Consideriamo   finalmente   quattro  rette  di  un  piano 
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formanti  fascio,  ed  aventi  le  equazioni  (ad  es.  in  coordinate 
cartesiane  ordinarie) 

aix  +  hiy  +  Oi^Oj        aìZ  +  hy  +C2^  0, 
(oix  +...)+  h{a2X  +...)  =  0, 
{aix  +  . . .)  -h  k (dìX  -f  ...)==  0. 

Il  loro  doppio  rapporto  è  uguale  al  doppio  rapporto 
dei  quattro  punti,  ove  esse  segano  Passe  Xj  i  quali  hanno 
le  ascisse 

Ci  _  J^  Ci  +  hC2  Ci  +  fcC2 

«1  '  ai  ^         «1  +  ha2  '         ai  -f  ìcdi 

Ora  il  doppio  rapporto  di  questi  quattro  nujueri  risulta 

ancora  uguale  ad  -y-  i  dunque  (facendo  uso  della  notazione 

abbreviata)  :  il  doppio  rapporto  di  quattro  rette  di  un  fa^sdOj 
aventi  le  equazioni 

?  =  0,      m  =  0,      Z  +  *m  =  0,      Z  +  fcm  =  0, 

uguaglia  il  rapporto  -^  dei  parametri^   da  cui  dipendono  le 

uUime  due  rette. 

Se  si  bada  che  le  quattro  rette  hanno  le  coordinate 
omogenee  (n.""  130) 

{a^j  6i,  Cj),    (a^j  b^f  c^),    (a^  +  ha^j . . .  ),    {a^  +  Ica^j . . .  )> 

si  scorge  la  perfetta  analogia  (dualità)  dell'ultimo  risultato 
col  precedente. 

L'ultima  proposizione  si  estende  poi  subito  a  quattro 
piani  di  un  fascio. 

146.  Proprtetà  del  doppio  rapporto  di  quattro  numeri.  — 

n  calcolo  algebrico,  cui  sopra  si  accenna,  è  caso  particolare 
del  seguente,  che  eseguiremo  per  dimostrare  una  notevole 
proprietà  algebrica  del  doppio  rapporto  di  quattro  nujueri. 
Premettiamo  che  una  relazione  del  tipo 

^  '  ^       px  +q  ^ 

la  quale  lega  due  quantità  variabili  Xj  y,  (essendo  m,  n,  p,  q 
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costanti),  dicesi  una  trasformazione  (o    sostituzione)   lineare 
fra  le  dette  variabili;  e  che  Pespressione 


=  mq  —  np 


m    n 

V     9 

chiamasi  determinane  della  trasformazione.  Ora  vale  il 
teorema  : 

Se  due  variabili  x,  y  son^  legate  da  una  trasformazione 
lineare  (1),  a  determinante  non  nuUoj  aUora  ad  ogni  valore 
di  X  corrisponde  un  determinato  valore  di  y,  e  viceversa;  ed 
inoUre  il  doppio  rapporto  di  quattro  valori  arbitrari  aUribuiti 
ad  X  è  uguale  al  doppio  rapporto  dei  corrispondenti  va- 
lori di.j. 

È  chiaro  intanto  ohe,  dato  x,  sarà  determinato  i/j  a 
meno  che  quel  valore  di  x  non  renda  insieme 

ma?  +  n  =  0,        pa?  +  g  =  0, 

caso  impossibile,  perchè  il  determinante  dei  coefficienti  e 
termini  noti  è  diverso  da  zero.  Similmente,  ragionando 
suUa  equazione  che  si  ottiene  risolvendo  la  (1)  rispetto  ad  Xj 
si  dimostra  che  ad  ogni  valore  di  y  corrisponde  un  deter- 
minato valore  di  x. 

Per  dimostrare  la  seconda  parte  del  teorema,  attri- 
buiamo ad  X  quattro  valori  arbitrari  x^j  x^j  x^j  x^,  e  siano 

i  valori  corrispondenti  di  y.  Si  ha  per  definizione 

ivu  y«  ^3»  y*)  = 


Vt—y»   '  Vi— Vi 


Ora  è 


ossia 


mx.  +  n     mx^  +  n 

Vi  —  y»  =■  — • 

'       *     px^+q     pxj  +  q 


«  _«  =  (mg— »p)  («i^^ 
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Mutando,  a  primo  e  secondo  membro,  l'indice  1  in  2, 
abbiamo  similmente 

«  -«  ^  (wg— np)(a?,-a?,)   ^ 

e  dividendo  membro  a  membro  le  due  eguaglianze  (tenuto 
conto  della  inq—np=^0)j 

Vi  — Vi  ^  ^i~-a?3       pa?g4-g 
^2  — »8       «2  — »^«    '  P«i  +  4* 
Mutando  in  questa  Pindice  3  in  4,  si  ha 

yi^y4  ^  a^i  — a^4    .  pa?2  +  g 

^t  — y4  »^2  — «4      '    P«l+«    ' 

e  dividendo  le  due  ultime  uguaglianze  membro  a  membro, 

yi-ys   .   yi-y4  ^  ^i— ^s   .  ^i-^i 

ossia,  in  simboli* 

(y^  Vzi  ys.  y4)  =  («i»  «2>  «8>  «^4)1 

come  dovevasi  dimostrare. 

147.  Relazioni  fra  I  vari  doppi  rapporti  eho  ti  poisono 
formaro  con  quattro  olemontl.  —  n  doppio  rapporto  di  quattro 
elementi  di  una  forma  di  prima  specie  dipende  dall'ordine, 
in  cni  gli  elementi  si  considerano.  Ora  le  permutazioni  di 
quattro  elementi  sono  24,  ma  i  corrispondenti  doppi  rap- 
porti non  sono  tutti  distinti.  Infatti 

I.  17  doppio  rapporU)  di  quattro  elementi  non  si  altera^ 
se  si  scambiano  ira  loro  due  qualunque  di  qìiestij  purché  nel 
tempo  stesso  si  scamMno  anche  gli  altri  due.  Sicché,  ad  es.,  si  ha 

{AB CD)  =  (BADC)  -=  {CD AB)  =  {DCBA). 

Queste  uguaglianze  si  verificano  subito,  ricordando  le 
definizioni  (nella  ipotesi  ad  es.  che  si  tratti  di  punti): 

rA^^^Ti^      ^CBD       ,x>>4  7i/>x      BDAC 
UBCD)^^j^.^^,     (B^2)C)=^^_2^,ecc. 

In  base  a  questo  lemma,  dato  xm  doppio  rapporto  for- 
mato con  quattro  elementi  J.,  J3,  C,  D  in  un  ordine  qual- 
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siasi,  noi  possiamo  sempre,  senza  alterarne  il  valore,  ordi- 
nare le  lettere  in  guisa  che  A  venga  in  primo  posto.  E 
possiamo  quindi  limitarci  a  considerare,  fra  i  24  doppi  rap- 
porti sopra  nominati,  i  sei  seguenti 

(ABCD),  {ACDB),  (ADBC),  (ABDC),  (ADCB),  {ACBD). 

I  valori  di  cinque  tra  essi  possono  esprimersi  in  fun- 
zione del  sesto;  e  ciò  in  virtù  dei  due  lemmi  seguenti. 

II.  Due  doppi  rapporti,  i  quali  differiscano  per  lo  scambio 
dei  due  uUimi  (o  dei  due  primi)  elementi,  dànvko  per  pro- 
dotto Vumità,  Infatti 

iABCB\-  <^^^)         ÌAJÌI}C\       ^"^^^^ 

e  moltiplicando 

(ABGB)  (ABBC)=:1. 

III.  Due  doppi  rapporti,  chs  differiscano  per  lo  scambio 
dei  due  elementi  medi  {o  dei  due  estremi),  danno  per  somma 
Vunità,  È  lecito  supporre  che  gli  elementi  siano  punti,  po- 
tendosi altrimenti  sostituire  a  quelli  le  intersezioni  con  una 
retta.  Fissato  su  questa  un  sistema  di  ascisse,  e  dette  a,  b, 
e,  d  le  ascisse  dei  quattro  punti,  si  tratta  di  dimostrare 
Puguaglianza 

(a,  6,  e,  d)  +  (a,  e,  b,  d)  =  1, 

che  il  lettore  verificherà  subito  sostituendo  ai  simboli  le  loro 
espressioni  (n.°  145,  a)). 

Indicando  con  ìc  il  valore  di  uno  dei  sei  doppi  rapporti 
sopra  nominati,  ad  es.  di  (ABC D),  si  trovano  per  quelli 
i  valori 

(ABCD)  =  k,  (ABDC)  =  ~  , 

(ACBD)  =  !-*;,     (ACDB)  =  j^  , 
(ADBC)^^,     (ADCB)^^. 
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148;  drappi  armonici.  —  I  sei  doppi  rapporti  ora  con- 
siderati, sebbene  in  generale  distinti  tra  loro,  possono  coin- 
cidere in  parte  per  valori  particolari  di  k.  Così  risiQta 

(ABCD)^(ABDC), 


quando  sia 


fc=^,      ossia      &*=!,   &=:±1. 


Esaminiamo  staccatamente  i  due  casi. 
Se  è 

allora,  o  A  e  B  sono   distinti,   ma  C  coincide  con  D,  op- 
pure A  e  B  coincidono   tra  loro.  8e  il  doppio  rapporto  di 
quattro  dementi  vale  Ij  o  il  primo   demento  coincide  col  se^ 
condOj  0  il  terzo  col  quarto;  e  viceversa. 
Se  invece 

ifc=(^BCD)  =  — 1, 

i  quattro  elementi  sono  generalmente  distinti,  e  formano  un 
grappo,  che  per  le  sue  notevoli  proprietà  ricevette  un  nome 
speciale. 

8i  dice  che  quattro  elementi  A,  £,  0,  D  di  una  forma  di 
prima  specie  forma/no  un  gruppo  armonico^  o  sono  armonici^ 
quando  il  loro  doppio  rapporto  (ABCB)  vale  —  1.  In  questa 
definizione  non  è  indifferente  l'ordine  degli  elementi.  Segue  tut- 
tavia del  n.°  147  che,  se  ABGD  è  un  gruppo  armonico,  sono 
pure  armonici  i  gruppi  ABDC,  BACD^  BADCj  CD  AB,  . . ., 
insomma  ABGD  ed  i  sette  gruppi,  che  da  esso  si  ottengono 
con  unp  o  più  scambi  dei  due  primi,  o  dei  due  ultimi  ele- 
menti, o  della  coppia  dei  due  primi  colla  coppia  dei  due 
ultimi.  Perciò  i  due  primi  elementi  J.  e  J5,  che  godono  uf- 
fici scambievoli,  si  dicono  coniugati  armonici  rispetto  a  C,  27, 
e  viceversa  (7,  D  sono  coniugati  armonici  rispetto  ad  J.,  B. 
E  si  dice  pure  che  le  due  coppie  AB  e  CD  si  separano  ar- 
monicamentCj  perchè  il  segno  negativo  del  doppio  rapporto 
prova  la  separazione  delle  coppie  stesse  (n.°  144). 
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È  poi  chiaro  che  un  gruppo  armonico  di  elementi  di 
una  forma  di  prima  specie  dà  per  proiezione  e  sezione 
nuovi  gruppi  armonici. 

Bitomando  ora  alla  osservazione  con  cui  comincia 
questo  numero,  possiamo  affermare,  colla  nomenclatura  in- 
trodotta, che,  se  il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  di- 
stinti non,  8Ì  aiterà^  quando  si  scambiano  fra  loro  i  due  uUimi 
{o  i  due  primi)  dementi^  gli  elementi  stessi  formano  un 
gruppo  armonico. 

149.  CottruzIoM  di  un  cruppo  armonico  di  punti  me- 
diante li  quadrancolo  completo.  — Dati  sopra  una  qualsiasi 
forma  di  prima  specie  tre  elementi  distinti  J.,  B,  (7,  è  indi- 
viduato (n.°  144)  un  quarto  elemento  D,  tale  che  ABCD 
risulti  un  gruppo  armonico,  (ABCD)  =  —  !•  L'elemento  D 

è  distinto  da  A,  jB,  C, 
fp  e  si  dice  quarto  armo- 

nico dopo  i  tre  ele- 
menti Aj  By  C.  Fra  le 
varie  costruzioni  del 
quarto  armonico, nella 
ipotesi  chegli  elementi 
siano  punti  di  una 
retta,  è  notevolissima 
quella  a  cui  conduce 
la  considerazione  se- 
guente. 
Supposto  per  il  momento  che  il  problema  sia  risolto, 
supposto  adunque  che  J.  J3C2>  sia  un  gruppo  armonico  sulla 
retta  ti,  proiettiamo  i  quattro  punti  da  un  centro  qualsiasi  P, 
sopra  una  retta  condotta  arbitrariamente  per  C.  Dette  M^ 
Nf  C,  0  le  proiezioni  di  J.,  J5,  C,  D,  sarà  armonico  il  gruppo 
MN  CO  e  quindi  NMCO.  Tiriamo  ora  le  due  rette  NAj  MB, 
e  sia  Q  la  loro  intersezione.  Proiettando  il  gruppo  NMCO 
da  Qj  sopra  Uj  ed  indicando  con  D'  la  proiezione  di  0,  ri- 
sulta che  è  armonico  il  gruppo  ABC D%  mentre  per  ipotesi 
è  tale  ABCD.  Segue  che  il  punto  D'  coincide  conD,  ossia 
che  il  punto  0  è  proiettato  in  D  sia  dal  centro  Q,  sia  dal 


-  ^"T"^. 
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centro  P.  Dunque  il  punto  D  è  la  intersezione  di  u  eolla  PQ  ; 
donde  la  eostruzione  sedente: 

«  Volendo  il  quarto  punto  armonico  2>  dopo  i  tre  punti 
e  AjBjC^Bì  conduca  per  C  una  retta  arbitraria,  sulla  quale 
«  si  prendano  ad  arbitrio  due  punti  M,  N,  si  congiungano 
«  questi  con  A  e  B  nei  due  modi  possibili,  e  si  determinino 
«  le  intersezioni,  non  ancora  considerate,  P  e  Q  delle  dette 
«  congiungenti  ;  la  retta  P  Q  passa  per  il  punto  richiesto  D  »• 

Per  enunciare  in  forma  concisa  la  proprietà,  su  cui 
poggia  la  costruzione,  conviene  introdurre  la  nozione  di 
quadrangolo  completo.  Si  indica  con  questo  nome  la  figura 
composta  di  quattro  punti,  vertioij  di  cui  mai  tre  siano 
allineati,  e  delle  sei  rette,  lati,  che  li  congiimgono  a  due  a 
due.  !N'el  quadrangolo  completo  MNPQ  i  sei  lati  si  distri- 
buiscono in  tre  coppie  di  lati  opposti  (non  aventi  alcun 
vertice  in  comune) 

MN,  PQ    ;     JfP,  NQ    ;     MQy  NP. 

Due  lati  opposti  si  segano  in  un  purUo  diagonale,  ed  i  tre 
punti  diagonali  Oj  A,  B  costituiscono  il  triangolo  diagonale 
del  quadrangolo  completo.  Oiò  premesso,  possiamo  dire: 

In  un  quadrangolo  completo  due  punti  diagonali  Bep€^ 
rana  armonicamente  le  intersezioni  ddla  loro  contundente  eoi 
Ioli  del  quadrangolo  passanti  per  il  terzo  punto  diagonale, 

OtMrvtiioiM.  —  La  costruzione  suesposta  ci  insegna  che»  se  A, 
B,  C  sono  tre  punti  di  una  retta»  e  si  costruisce  un  qualsiasi  quadran- 
golo completo,  di  cui  due  lati  opposti  passino  per  A,  due  lati  opposti 
per  B  ed  un  quinto  lato  per  O,  il  sesto  lato  del  quadrangolo  segherà 
la  retta  in  un  punto  D,  che  non  vari  i  col  variare  del  quadrangolo 
adoperato.  Ora  lo  stesso  fatto  si  poteva  dedurre  come  conseguenza 
del  teorema  dei  triangoli  omologici,  e  precisamente  dell'es.  27)  del  ufi  126. 
Si  sarebbe  fin  d*aUora  potuto  dare  una  definizione  di  gruppo  atrmomùo 
di  punti,  dicendo  (con  Staudt)  armonici  quattro  punti  allineati  ABOD^ 
tali  che  esista  un  quadrangolo  completo,  di  cui  due  lati  opposti  passino 
per  A,  due  lati  opposti  per  B,  un  quinto  lato  per  C7  e  U  sesto  per  D. 
£  partendo  da  questa  definizione,  si  sarebbero  ritrovate  le  proprietà 
dei  gruppi  armonici,  senza  introdurre  il  concetto  di  doppio  rapporto  e 
le  nozioni  metriche  a  cui  siamo  ricorsi  per  stabilirle.  Una  siffatta  via 
permise  appunto  allo  Staudt  di  costruire  la  geometria  proiettiva  in 
base  a  nozioni  puramente  grafiche. 


268 


PABTE  in,  GAP.  n,  NN.   150»    151 


160.  Costruzlom  di  un  puppo  armonico  di  rotto  modlanto 
Il  quidrllatoro  com pioto.  —  Il  teorema  ed  il  problema  del 
precedente  nimiero  possono  trasformarsi  per  dualità  piana; 
basta  a  tal  fine  scambiare  negli  enmxciati,  come  pure  nelle 
dimostrazioni,  le  parole  punto  e  retki.  Si  arriva  così  anzi- 
tutto alla  nozione  di  qucLdrUcUero  completo,  figura  costituita 
da  quattro  rette,  lMi,  di  cui  mai  tre  concorrano  in  un 
punto,  e  dei  sei  punti,  vertieij  in  cui  quelle  si  segano  a 
due  a  due.  Nel  quadrilatero  completo  mnpq  diconsi  opposti 

i  vertici  mn  e  pg,  mp  ed 
nqj  mq  ed  np  ;  e  le  tre 
rette,  cui  queste  coppie 
danno  luogo,  diconsi  rette 
diagonali  e  costituiscono 
il  trilatero  diagonale;  (nella 
figura  sono  tracciate  solo 
due  rette  diagonali  a,  6). 
Ora  vale  il  teorema: 

In  v/n  quadrilatero  com- 
pleto due  rette  diaconali  se- 
pararlo armonicamerUe  le 
rette,  che  congiungono  la 
loro  intersezione  coi  due  vertici  del  quadrilatero  appartenenti 
alla  terza  retta  diagonale;  le  due  rette  diagonali  a  =  mp  •  nq, 
b  =  mq  •  np  sono  divise  armonicamente  dalle  due  rette  e 
e  d,  che  proiettano  da  8^  ab  i  vertici  mn  e  pq. 

Di  qua  si  deduce  subito  il  modo  di  costruire,  colla 
sola  riga,  quella  retta  d  del  fascio  8,  che  forma  un 
gruppo  armonico  con  tre  rette  a,  6,  e  assegnate  nel  fascio 
stesso. 

161.  Rotazioni  fra  lo  mutuo  dittamo  di  quattro  punti 
armonici. 

a)  Siano  A,  B,  0,  D  quattro  punti  armonici  di  una  retta, 
e  siano  a,  6,  e,  d  le  loro  ascisse  rispetto  ad  una  qualsiasi 
origine.  Se  poniamo  {ABC)  =  r,  sarà,  per  la  stessa  defini- 
zione del  gruppo  armonico,  (ABB)  =  —  (J.  J5  C)  =  —  r.  Quindi 
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le  ascisse  dei  due  ultimi  ponti   del  gruppo  possono  espri- 
mersi mediante  le  formolo  (n.^  6) 

,^.  a—rb        ,      a  +  rb 

(1)  e  =  "T j     »~  "T~; — • 

^  '  1—r  '  1  +  r 

Le  (l),  per  ogni  valore  di  r,  forniscono  una  coppia  di 
punti  separati  armonicamente  Aa  AjB. 

b)  Se,  in  particolare,  l'origine  cade  nel  punto  medio  0 
tra  A  e  Bf  aUora  b^—a,  e  quindi  le  (1)  divengono 

1  +  r  ,        1—r 

1  —  r  '  l  +  r 

che,  moltiplicate  membro  a  membro,  danno 

(2)  a^-=odj    ossia    OA^=OB^^OC   OD. 

In  un  gruppo  armonico  di  puntij  la  distanza  del  putUo 
medio  fra  due  coniugati  da  uno  di  questi  è  nfiedia  géèrnetrica 
tara  le  distanze  del  punto  medio  ^Aesso  dagli  aJJtri  due  punii 
coniugati  dd  gruppo;  e  viceversa. 

Poiché  OA^  \  positivo,  00  ed  OD  devono  avere   lo 
stesso  segno;  dunque  in  un  gruppo  armonico  di  punti,  due 
punti  coniugati  stanno  dalla 
stessa  banda  del  punto  medio       . 
fra  gli  altri  due.  ^  o      e     b  d 

Se,ul  e  £  rimanendo  fissi, 
il  punto  0  si  muove  da  0  verso  JB,  descrivendo  il  segmento 
finito  0J3,  il  coniugato  armonico  D  descriverà  il  prolunga- 
mento di  OB  dalla  parte  di  J3,  venendo  dall'infinito  verso  B. 

Se  0  finisce  per  coincidere  con  £,  dovrà  pure  B  cadere 
in  jB;  si  suol  dire  perciò  che,  se  in  un  gruppo  armonico  di 
punti  (o  di  elementi  di  una  qualsiasi  forma  di  prima  specie) 
due  punti  (o  elementi)  coincidono,  un  terzo  punto  (od  ele- 
mento) coincide  con  quelli,  ed  il  quarto  può  cadere  do- 
vunque suUa  forma.  Un  siffatto  gruppo  armonico  si  suol 
chiamare  degenere. 

Se  invece  il  punto  G  cade  in  0,  il  coniugato  D  andrà 
all'infinito,  come  risulta  pure  dal  fatto  che 
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dunque: 

e)  n  coniugalo  armonico  del  ptmto  medio  di  un  segmento ^ 
rispetto  agli  estremi  di  questo,  è  il  punto  (dVinfinito  della  retta; 
e  vieeversaj  il  coniugato  armonico  del  punto  aUHnfinito  di  una 
retta,  rispetto  a  due  punti  di  essa,  è  U  punto  medio  tra  quélli. 

d)  Bitomando  alle  (1),  e  supposto  ora  che  Porigine 
cada  in  ^  e  sia  quindi  a»0,  si  ricava   subito  la  relazione 


(3) 


1-    -1-   JL 

b  '^  e  "^  d  ' 


ossia 


+ 


AB      AG  '  AB 

In  un  gruppo  armonico  di  punti,  la  distanza  di  un  punto 
dal  Silo  coniugalo  è  media  armonica  tra  le  distanze  del  punto 
stesso  dagli  (Mri  due  punti  del  gruppo;  e  viceversa  (^). 

162.  drappi  armonlel  di  rette  aventi  particolarità  me* 
triche.  —  Belazioni  e  proposizioni  analoghe  alle  precedenti 

si  ritrovano  nel  fascio  di  rette  ;  ci 
limiteremo  a  due  osservazioni. 

a)  I  lati  di  un  angolo  sono  se- 
parati armonicamente  dalle  due  &ì- 
sfXtrid.  Infatti,  detti  a,  b  i  lati,  e 
e  die  bisettrici,  si  ha  (fissando  con- 
venientemente i  versi  positivi  sui 
lati) 

{abc)  =  —  1,      (abd)  =  1, 

e  quindi 

(abcd)  =  — 1. 

b)  8e  di  quattro  rette  armoniche 
di  un  fascio,  due  coniugate  sono  perpendicolari,  esse  bisecano 
gli  a/ngoli  delle  altre  due.  Infatti  se  a,  b,  e,  d  sono  le  quattro 
rette,  e  e,  d  sono  perpendicolari  tra  loro,  la  retta  V,  che 
con  a  forma  due  angoli  bisecati  da  o  e  d,  dà  una  quaterna 
armonica  ab^cd;  ma  per  ipotesi  anche  abcd  è  armonica, 
quindi  V  coincide  con  b. 


(^)  Si  dice  ohe  tre  numeri  sono  in  progressione  armonica  (edilse- 
oondo  è  medio  armonico  fra  gli  altri  due),  quando  i  loro  inversi  aono 
in  progieeeione  aritmetica. 
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Ettrelil  I«  8%ki  rapporti  sempUei,  —  1)  Se,  dati  comunque  nello 
Bpasio  n  (^  2)  punti  propri  il,  B,0, ..  .,Jr,  sulle  n  rette  ilB,B(7,  .,.,KA, 
ohe  ee8i  determinano,  bì  segnano  ordinatamente  i  punti  MfN, . . . ,  JS, 
il  prodotto  dei  rapporti  semplici  (ABM),  {BCN), ...»  (KAB)  uguaglia  il 
prodotto  degli  analoghi  rapporti  semplici  formati  colle  rette  proiettanti 
i  punti  stessi  da  un  punto  qualunque  8  dello  spazio;  ed  uguaglia  pure 
il  prodotto  analogo  relativo  alla  figura  A'  B'C  ., .  K\  che  si  ottiene 
proiettando  la  data  da  8  sopra  un  piano  qualsiasi  (Poncslbt). 

2)  Se  la  figura  ABO  ...  IT  è  piana,  ed  i  punti  M,N,  ....B  sono 
allineati,  scegliendo  8  sulla  loro  retta  si  riconosce  che  il  prodotto  con- 
siderato vale  1.  Dunque:  e  Se  i  lati  AB,  BC,  ...,  KA,  di  un  n.gono 
piano  vengono  segati  da  una  trasversale,  che  non  passi  per  nessun  ver- 
tice, nei  punti  M,N,  ...  B,  fi  prodotto  dei  rapporti  semplici  {ABM), 
{BCNh  •  •  • .  (KAR)  è  uguale  a  +  1  >• 

3)  La  proposizione  è  invertibile  per  n  ■■  3,  e  fornisce  il  teorema  di 
MxNXiAO  (cfr.  n.^  23,  es.  12)):  e  Condizione  necessaria  e  sufficiente, 
perchè  tre  punti  Jf  •  N,  P,  situati  sui  lati  AB,  BC,  CA  di  un  triangolo 
siano  allineati,  è  che  il  prodotto  dei  rapporti  semplici  {ABM),  (BCN) 
(CAF)  sia  ugnale  a  +  1  »• 

4)  Teorema  di  Ceva  (cfr.  n.^  23,  es.  13)):  e  Condizione  necessaria  e 
sufficiente,  affinchè  tre  punti  M,N,P,  appartenenti  ai  lati  AB,  B0,OA 
di  un  triangolo,  congiunti  coi  vertid  opposti  diano  tre  rette  passanti 
per  uno  stesso  punto,  è  che  il  prodotto  dei  rapporti  semplici  (ABM), 
(BON),  (GAP)  valga  — li  (Si  applichi  il  teorema  dell'es.  1),  scegliendo 
questo  pTmto  come  centro  di  proiezione). 

5)  Dimostrare  i  teoremi  di  Mskbulo  e  di  Cbva  col  metodo  della 
proiezione  centrale,  proiettando  le  figure  in  guisa  che  alla  trasversale 
o  al  punto  di  concorso  corrispondano  elementi  impropri. 

6)  Dimostrare,  mediante  il  teorema  di  Ceva,  che  in  un  triangolo 
le  tre  mediane  passano  per  uno  stesso  punto;  le  tre  bisettrici  inteme 
passano  per  uno  stesso  punto;  due  bisettrici  esteme  e  la  bisettrice  in- 
tema relativa  al  terzo  vertice  passano  per  uno  stesso  punto;  le  tre 
altezze  passano  per  uno  stesso  punto. 

7)  Dimostrare,  mediante  il  teorema  di  Menelao,  che  in  un  trian- 
golo i  punti  di  incontro  dei  lati  colle  tre  bisettrici  esteme  relative  ai 
vertici  opposti  sono  allineati;  coi^  pure  sono  allineati  i  punti  di  iìi- 
contro  dei  lati  con  due  bisettrici  in  teme  e  colla  bisettrice  estema  rela- 
tiva al  terzo  vertice. 

8)  Di  tre  punti  A',  B\  (f,  presi  sui  lati  di  un  triangolo  ABO,  si 
costruiscano  i  simmetrici  A*',B^\Q"  rispetto  ai  punti  medi  dei  lati 
stessi;  si  dimostri  che,  se  A',B'y  0'  appartengono  ad  una  retta,  anche 
A",  B",  C"  appartengono  ad  una  retta  (oontti^ato  Ì9€Ìo/n^wa  della  prima); 
e  se  le  rette  AA',  BB\  OC  passano  per  un  punto,  anche  le  rette  AA", 
BB",  CC"  passano  per  un  punto  (eowiugcAo  «aotomico  del  primo). 
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0)  Teorema  di  Simson  :  e  I  piedi  delle  perpendicolari  calate  sui  lati 
di  un  triangolo  da  un  punto  qualunque  del  cerchio  circoscritto  sono 
allineati  ». 

10)  Dimostrare,  mediante  il  teorema  di  Menelao,  l'eBeroizio  26) 
del  n.°  126,  e  dedurre  il  teorema  dei  triangoli  omologici. 

11)  Se  delle  nove  intersezioni  di  due  trilateri  aòo,  Iifin,  giacenti  in 
uno  stesso  piano  e  non  aventi  elementi  comuni,  tre  al,  bm,  on  stanno 
sopra  una  retta  p,  ed  altre  tre  am,  bn,  el  stanno  sopra  una  retta  g, 
anche  le  tre  rimanenti  intersezioni  on,  &Z,  em  staranno  sopra  una  retta  r. 
QueUe  nove  intersezioni  si  trovano  dunque  distribuite  sui  lati  di  tre 
trilateri  ohe,  Imn,  pqr,  per  modo  che  ciascun  lato  contiene  tre  interse- 
zioni, e  per  ciascuna  intersezione  passano  tre  lati.  Due  qualsivogliano 
dei  tre  trilateri  sono  omologici  in  tre  modi  diversi  (per  es.  o^può 
considerarsi  come  omologico  a  hnn,  oppure  a  mrU,  oppure  a  nhn),  e  gli 
assi  di  omologia  costituiscono  il  rimanente  trilatero. 

12)  11  teorema  precedente  può  anche  enunciarsi  così  :  se  in  un  esa- 
gono piano  i  vertici  di  posto  dispari  stanno  sopra  una  retta  ed  i  ver- 
tici di  posto  pari  sopra  una  seconda  retta,  i  tre  punti  d'incontro  delle 
coppie  di  lati  opposti  stanno  sopra  una  terza  retta;  (teorema  di  Pappo, 
otr.  n.<>126,  es.  36)). 

13)  Teorema  di  Carnot  (1803)  :  e  II  prodotto  dei  rapporti  sem- 
plici determinati  sui  lati  di  un  poligono  dalle  intersezioni  con  un  cer- 
chio è  uguale  a  +  1  »;  precisamente,  se  ABO  . . .  JEC  è  il  poligono,  ed 
MM',  NN\  . . . ,  BB'  sono  le  coppie  di  intersezioni  dei  successivi  lati 
AB,  BO, . . .,  KA  con  un  cerchio,  ai  ha 

(ABM)  (ABM')  (BON)  (BON')  . . .  {KAB')  =  -f- 1. 

14)  Nel  caso  particolare  in  cui  il  poligono  si  riduce  ad  un  trian- 
golo, si  può  dedurre  dal  teorema  precedente  il  teorema  di  Pascal  (pel 
cerchio):  t  se  un  esagono  è  iscritto  in  un  cerchio,  i  punti  di  incontro 
delle  tre  coppie  di  lati  opposti  appartengono  ad  una  retta  »  (cfr.  n.^^  126, 
es.  35)). 

15)  Come  si  enuncia  il  teorema  di  Cabnot,  nel  caso  che  i  lati  del 
poligono  siano  tangenti  al  cerchio  ?  Se  in  particolare  si  tratta  di  un 
triangolo,  si  deduce  la  proprietà  seguente:  i  se  un  triangolo  è  circo- 
scritto ad  un  cerchio,  le  congiungenti  i  vertici  coi  punti  di  contatto 
dei  lati  opposti  passano  per  uno  stesso  punto  >•  E  di  qua  segue  che 
I  se  un  triangolo  è  iscritto  in  un  cerchio,  i  punti  di  incontro  dei  lati 
colle  tangenti  nei  vertici  opposti  sono  allineati  >. 

16)  Se  i  lati  a,b,  ,,.,h  di  un  n.  latero  e  le  rette  m,  n, . . . ,  r 
uscenti  rispettivamente  dai  vertici  ab,he, ,,.  ,ka,  segano  una  trasversale 
nei  punti  A,B,  ..,  ,K,  M,  ,.. ,  sussiste  la  relazione 

{ohm)  {ben)  . . .  (kar)  =  (ABM)  {BCN)  . . .  (KAB). 


^•■■•otpì*** 
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(Si  adoperi  la  (3)  del  n.o  142,  Bostitnendo  al  rapporto  8 A  :  8B  il  rap- 
porto dei  seni  degli  angoli  opposti). 

17)  Se  sni  lati  a,  5,  e  di  un  triangolo  ABC  si  trovano  tre  ponti 
A\  B',  C\  e  si  chiamano  a\  y,  o'  le  rette  ohe  oongiongono  .qnesti  punti 
coi  vertici  opposti,  si  ha  (ABC)  {BOA')  (0-lB')  -  —  (òw/)  (eha')  {aob% 

18)  Di  tre  rette  a^  b\  tf  uscenti  dai  vertici  del  trilatero  ohe  si 
costruiscano  le  simmetriche  a^\  h'\  e"  rispetto  alle  bisettrici  inteme; 
ai  dimostri  che,  se  a\  b\  e'  passano  per  un  punto,  anche  a'^,  y\  ff'  pas- 
sano  per  un  punto  (oomiigolo  i»oqwMÌJL»  del  primo)  ;  e  se  i  punti  ùa\ 
W,  uff  appartengono  ad  una  retta,  anche  i  punti  aa",  W\  ec"  appar- 
tengono ad  una  retta  (toni^ixIUìk  isaganàle  della  prima). 

19)  Se  ABC  ...  K  ed  a'b' e' ...  1^  sono  un  n.  gono  e  un  n.  latero 
di  uno  stesso  piano,  si  ha 

(ABa')  (BCy) . . .  {KAk")  =  (6VB)  {o'yC) . .  •  (a'h'A), 

dove  (ABa')  indica  il  rapporto  semplice  formato  dai  punti  A,  B  colla 
interscEione  AB  •  a\  e  gli  altri  simboli  hanno  significato  analogo  o 
duale.  (Si  conducano  infatti  le  normali  da  J.  e  B  sopra  a^  ecc.). 

20)  Se  ABC  ...K,  A'B'C  ...  K*  sono  due  n. goni  di  un  piano,  i 
cui  lati  AB,  BC,  ...,A'B\,..  si  indichino  con  a,  ò, . . .  ,  ai' ,  . . . ,  e  si 
poneAB  •  A'B'=M,BC  •  B'(7  ~  J^, ...,  e  dualmente  oft  •  a'y^m»..., 
vale  la  relazione 

(ABM)  (A'B'M)  {BCN)  {B'C'N) ...  -  (barn)  (6Vm)  {ebn)  {cl/n) . . . 

Questa,  di  cui  si  vedrà  in  seguito  una  importante  applicazione,  è  no- 
tevole per  il  fatto,  che  i  due  membri  si  trasformano  in  certo  modo 
Puno  nell'altro  per  dualità. 

21)  Se  tre  punti  A,BfC  di  una  punteggiata  t  sono  proiettati  da  una 
retta  r,  sghemba  rispetto  a  t,  mediante  i  piani  a,  p,  7,  si  ha  la  reiasione 

dove  dist  ^r  ò  la  distanza  del  punto  A  dalla  retta  r,  presa  con  segno 
conveniente. 

22)  Estendere  il  teorema  dell'es.  2)  a  un  n.  gono  sghembo  segato 
da  un  piano;  il  nuovo  teorema  è  invertibile  per  n  «=  4. 

II.  Sui  doppi  rapporU  —  23)  Dati  tre  elementi  di  una  forma  di 
prima  specie»  costruire  in  questa  l'elemento  che  forma  con  quelli  un 
doppio  rapporto  assegnato;  (mediante  una  operazione  di  proiezione  o 
sezione  si  può  ridursi  al  caso,  che  uno  dei  quattro  elementi  sia  un 
punto  improprio,  e  quindi  il  doppio  rappotto  diventi  un  rapporto  sem- 
plice). 

24)  Se  A,  B,C,...  sono  elementi  di  una  forma  di  prima  specie, 

si  ha 

(ABCD)  (ABDE)  «  (ABCE) 

{ABOD)  {ABDE)  . . .  (ABHK)  -  (ABCK). 
18 
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25)  Se  i  lati  di  un  triangolo  ABO  vengono  segati  da  due  traeva- 
Bali  neUe  terne  di  punti  A'  B'  0\  A"  B"  C'\  ei  ha 

(BOA' A")  iPAB'B")  (ABC'0")^\. 

Questo  teoiema,  che  può  dedursi  dal  teorema  di  Menelao»  contiene 
d'altronde  quest'ultimo  come  caso  particolare.  Analoga  estensione  può 
ricevere  il  teorema  di  Cbva. 

26)  Dalla  relazione  (àbed)  +  (ae&d)  »  l,  ohe  lega  due  doppi  rap- 
posti  formati  con  quattro  rette  di  un  fascio,  dedurre  Pidentìtà, 

sen  ab  sen  od  +  sen  oo  sen  db  +  sen  od  sen  he  ai  0, 

analoga  all'identità  di  Eulebo  per  la  punteggiata  (n.®  8»  es.  1)).  Da 

quella  identità  si  possono  ricavare  (ad  es.  supponendo  od  =  -^^ . . .)  le 

note  formolo  trigonometriche,  che  danno  sen  («  db  ^),  oos  (a  =1=  P). 

27)  Conducendo  pel  centro  del  fascio  abisd  un  cerchio,  il  quale 
seghi  quelle  rette  in  A,B,0,  D,  la  identità  precedente  si  traduce  nella 
relazione 

AB  '  CD  +  AC'BB  +  AD'  BO  =  0 

tra  le  sei  corde  (prese  con  segni  convenienti),  che  congiungono  i  quattro 
punti  due  a  due.  Essa  esprime  il  teorema  di  Tolomeo  sul  quadrangolo 
iscritto  in  un  cerchio. 

28)  Dato  un  triangolo  ABG  ed  un  punto  D,  che  non  stia  su  nessun 
lato,  le  rette  a\  b\  c^  proiettanti  i  vertici  da  D  formano,  con  una  tra- 
sversale qualsiasi  d  condotta  per  D,  un  doppio  rapporto  (a'  h'  c'd)  uguale 
a  quello  {A'  B'  C  D)  formato  dalle  intersezioni  della  trasversale  coi  lati 
del  triangolo  e  dal  punto  D. 

29)  Dedurre  dall'es.  28)  la  risoluzione  del  seguente  problema  e  del 
duale:  date  tre  rette  a,  b,  e  non  concorrenti,  ed  un  punto  D  che  non 
appartenga  a  nessuna  di  quelle,  condurre  per  D  una  trasversale,  che 
seghi  le  rette  in  tre  punti  A\  B\  0'  formanti  con  2>  un  doppio  rap- 
porto (A'  B'  C  D)  di  valore  assegnato.  Esaminare  il  caso  particolare 
che  sia  improprio  D  od  una  delle  tre  rette  date. 

30)  Dedurre  dàU'es.  28)  la  dimostrazione  del  teorema:  «  il  doppio 
rapporto  dei  quattro  punti,  in  cui  le  facce  di  un  tetraedro  vengono  segate 
da  una  retta,  è  uguale  al  doppio  rapporto  dei  quattro  piani  proiet- 
tanti dalla  retta  i  vertici  opposti  del  tetraedro  ». 

III.  Sui  gru/ppi  arinonici.  ^  31)  Per  costruire  il  quarto  punto 
armonico  D  dopo  tre  punti  dati  A,  B,  0,  si  conduca  per  C  una  retta 
arbitraria,  e  su  questa  si  prendano  a  partire  da  0,  da  bande  opposte, 
due  segmenti  uguali  CA\  CB'\  si  costruisca  poi  il  punto  8  ~  A  A'  •  BB'  ; 
come  riuscirà  la  retta  8D  ?  Si  può  dare  una  costruzione  analoga  di  un 
gruppo  armonico  in  un  fascio   di  rette  f 
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32)  Un'altra  costnisione  di  un  gruppo  armonioo  di  punti  è  fon- 
data sul  teorema:  le  rette  congiungenti  un  punto  di  un  cerchio  cogli 
estremi  di  un  diametro  dividono  armonicamente  ogni  corda  perpendi- 
colare a  quel  diametro. 

33)  Lo  stesso  problema  si  risolve  ricorrendo  al  teorema:  se  due 
cerchi  si  segano  ortogonalmente,  i  diametri  dell^uno  sono  divisi  armo- 
nicamente dall'altro. 

34)  Ricorrendo  alla  costruzione  mediante  il  quadrangolo  completo, 
risolvere  colla  sola  riga  i  problemi  seguenti: 

a)  dato  un  segmento  col  suo  punto  medio,  condurre  per  un 
punto  la  parallela  alla  retta  contenente  il  segmento;     . 

b)  date  due  rette  parsele,  costruire  il  segmento  doppio,  triplo 
...  di  un  segmento  dato  sopra  una  di  quelle;  o  dividere  il  segmento 
in  due,  tre  . . .  parti  uguali  ; 

e)  dato  un  parallelogramma,  dimezzare  un  segmento  assegnato 
comunque  {ufi  126,  es.  25)). 

35)  Ricorrendo  alle  costruzioni  dell'es.  34)  h),  si  può  colla  sola  riga 
risolvere  il  problema  seguente:  «  date  due  rette  parallele,  e  fissati 
sopra  una  di  queste  i  punti  di  ascisse  0,  1,  costruire  su  di  essa  un 
punto  avente  un'ascissa  razionale  assegnata  ad  arbitrio  ». 

36)  Il  luogo  dei  punti  coniugati  armonici  di  un  punto  P,  rispetto 
alle  intersezioni  delle  trasversali  uscenti  da  P  con  due  rette  a,  6,  ò  la 
polare  (n^  126,  es.  18))  p  di  P  rispetto  alle  rette  a,  b.  Proposizione 
duale  nel  piano. 

37)  Se  delle  intersezioni  dei  lati  di  un  triangolo  con  una  trasver- 
sale si  costruiscono  i  coniugati  armonici,  rispetto  alle  coppie  di  vertici 
appartenenti  a  quei  lati,  i  nuovi  punti  congiunti  coi  vertici  opposti 
danno  tre  rette  passanti  per  uno  stesso  punto;  questo  punto  e  quella 
trasversale  diconsi  armoniei  rispetto  al  triangolo.   Proposizione  duale. 

38)  Se  delle  intersezioni  dei  sei  spigoli  di  un  tetraedro  con  un 
piano  qualsiasi  si  costruiscono  i  punti  coniugati  armonici,  rispetto  alle 
coppie  di  vertici  esistenti  sui  relativi  spigoli,  i  nuovi  punti  congiunti 
cogli  spigoli  opposti  danno  sei  piani  passanti  per  uno  stesso  punto.  E 
viceversa.  Il  piano  primitivo  ed  il  punto  ottenuto  diconsi  armonici  ri- 
spetto al  tetraedro  (^). 

39)  Un  quadrangolo  completo  è  individuato,  quando  ne  sia  dato 
il  triangolo  diagonale  EFO  ed  un  vertice  A  ;  come  si  costruiscono  gli 
altri  tre  vertici  B,0,D1  Dimostrare  che  se,  rimanendo  fìsso  il  trian- 
golo diagonale,  il  vertice  A  descrive  una  retta  a,  gli  altri  tre  vertici 
descrivono  tre  rette  b,c,d;  la  configurazione  delle  quattro  rette  a,  b, 
e,  d  è  tale,  che  il  trilatero   formato   con   tre  qualsivogliano   di   esse  è 


(1)  SI  dimoetrlno  1  teoremi  37)  e  38)  anche  per  via  analitica,  facendo  uso  della  notazione 
abbreviata  (nn.  28,  145). 
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omologico  al  triangolo  diagonale  EFO^  oolFaBse  di  omologia  nella  qnaarta 
retta.  Questione  duale  pel  quadrilatero. 

40)  Dato  un  tetraedro  ABCD  ed  un  punto  A',  costruire  un  altro 
tetraedro  A'  B'  0'  D'  tale,  che  le  coppie  di  spigoli  opposti  dell'un  te- 
traedro si  appoggino  alle  coppie  di  spigoli  opposti  dell'altro. 

41)  Segare  tre  piani  a,  p,  f  di  un  fascio  proprio  mediante  un  piano, 
in  modo  che,  delle  rette  sezioni,  la  terza  biseghi  Tangolo  delle  prime 
due;  (si  costruisca  il  piano  5  quarto  armonico  dopo  a,  ^\  J. 

42)  Se  a,  &,  e,  à  sono  quattro  rette  di  un  fascio  proprio,  ed  m  è 
una  bisettrice  dell* angolo  oò,  valgono  le  seguenti  relazioni,  analoghe  a 
quelle  yaUde  pel  gruppo  armonico  di  punti  (n.<*  151): 

43)  Date  sopra  una  retta  due  coppie  di  punti  AB  ed  BFy  costruire 
una  terza  coppia  XY  che  divida  armonicamente  queUe  due.  Si  dimostri 
che  questa  coppia  esiste  ed  è  unica,  se  le  due  coppie  date  non  si  separano; 
non  esiste  invece  nel  caso  opposto.  (Supposta  nota  la  coppia  XY^  e 
detto  O  il  punto  medio,  risulta  (n.®  151)  OZ" ^OA  OB^OB^  0F% 
dunque  O  sta  sull'asse  radicale  (n.^  67)  di  due  cerchi  arbitrari  secanti 
sulla  retta  le  due  coppie  date,  ed  OX  è  la  tangente  da  O  ad  uno 
di  essi). 

44)  Dati  sopra  una  retta  due  segmenti  AB,  EF,  determinare  U 
luogo  di  un  punto  8,  dal  quale  i  due  segmenti  siano  visti  sotto  angoli 
uguali  o  supplementari. 

*  163.  Coordinate  proiettive  eopra  una  torma  di  prima 
epecle.  —  Abbiamo  visto  (n.^  144)  che,  dati  sopra  una  forma 
di  prima  specie  tre  elementi  fissi  Aj  Bj  C  ed  \m  quarto  M 
variabile,  per  ogni  posizione  di  questo  rimane  determinato 
il  valore  k  del  doppio  rapporto 

k^(ABCM); 

e  viceversa,  noto  kj  M  è  completamente  determinato.  Fra 
la  posizione  dì  Jf  ed  il  valore  di  k  sussiste  adunque  una 
corrispondenza  biunivoca,  che,  come  facilmente  si  riconosce, 
è  continua,  quando  si  faccia  astrazione  dall'elemento  A  della 
forma  dove  fc  =  ±  oo. 

Si  potrà  quindi  assumere  k  come  coordinata  delPele- 
mento  Jlf  ;  e   si  parlerà   di   coordinata  doppio  rapporto^   o 


*  I  paragrafi  preceduti  da  asterisco  possono  omettersi  in  una  prima 
lettura. 
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coordinata  proiettiva j  rispetto  agli  elementi  fondamentali  Aj 
Bj  Cj  i  quali  (tenuto  conto  delle  loro  coordinate  ±00, 0,1; 
n.^  144)  si  sogliono  chiamare  rispettivamente  elemento  infi- 
nitOj  zerój  unità. 

Il  nome  di  proiettiva  dipende  da  ciò,  che,  se  con  una 
o  più  operazioni  di  proiezione  o  sezione  si  passa  dalla  forma 
primitiva,  a  cui  appartengono  gli  elementi  J.,  £,  0,  ilf  . . . , 
ad  una  nuova  forma  di  prima  specie,  a  cui  appartengano 
gli  elementi  corrispondenti  A%  B\  C\  M% . . . ,  la  coordinata 
proiettiva  dell'elemento  variabile  if ,  rispetto  agli  elementi 
fondamentali  A^  B,  C  della  prima  forma,  è  sempre  eguale 
alla  coordinata  proiettiva  dell'elemento  variabile  M%  rispetto 
agli  elementi  fondamentali  A%  B%  C  della  seconda  forma. 
In  un  certo  senso  si  potrebbe  dire  che  la  coordinata  pro- 
iettiva di  un  elemento,  sopra  una  forma  di  prima  specie, 
non  si  altera,  se  la  forma  si  assoggetta  ad  operazioni  di 
proiezione  e  sezione.  Perciò  il  sistema  delle  cordinate  pro- 
iettive si  presta,  più  di  ogni  altro,  a  studiare  le  proprietà 
proiettive  delle  forme  di  prima  specie. 

Osservazione  I.  —  È  notevole  il  fatto  che  l'ultimo  si- 
stema di  coordinate  contiene,  come  casi  particolari,  i  prin- 
cipali sistemi  di  coordinate  nominati  sin  qua. 

Anzitutto,  se  dei  tre  punti  fondamentali  A^B^C  sopra 
una  punteggiata  propria,  il  primo  A  è  improprio,  la  coor- 
dinata proiettiva  del  punto  variabile  M  diviene  (n.°  144,  Oss.) 

ÌG^(A^BCM)^  {MOB)  -  -^  > 

ed  è  Vasdssa  del  punto  M  rispetto  alla  origine  B  e  all'unità 
di  limghezza  BC. 

In  secondo  luogo  si  osservi  che,  se  {  »  0,  m  «=  0  sono 
le  equazioni  cartesiane  di  due  rette  di  un  piano,  ed  è  quindi 
1+  km  =^  0  l'equazione  di  una  retta  variabile  nel  fascio  de- 
terminato da  quelle  due,  h  è  H  doppio  rapporto  delle 
quattro  rette  (n.°145) 

m  =  0,  1  =  0,  l  -\-  m  =  Oj  Z  +  fcm  =  0, 
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ed  è  quindi  la  coordinata  proiettiva  dell'ultima  retta  rispetto 
alle  prime  tre. 

In  particolare,  nel  fascio  che  ha  per  centro  l'origine  di 
un  sistema  ortogonale,  il  coefficiente  direttivo  k  di  una 
retta  y  —  Jcx  =  0  è,  nel  tempo  stesso,  la  tangente  dell'an- 
golo che  la  retta  forma  coU'asse  x  (n.^  27),  e  la  coordinata 
proiettiva  di  quella  retta  rispetto  aUe  rette  fondamentali 
X  =  Oj  y  =  0,  x  —  y  =  0]  sicché  anche  le  coordinai  tangenti 
(n.°  10)  sono  casi  particolari  di  coordinate  proiettive. 

Ottervaiione  II.  —  Giova  notare  che,  in  base  a  quanto 
ora  si  disse,  il  sistema  deUe  coordinate  proiettive  sopra  una 
punteggiata  potrebbe  anche  definirsi  nel  seguente  modo. 
Sopra  una  retta  propria  ausiliare  u  si  fissi  un  sistema  di 
ascisse,  e  sia  x  l'ascissa  di  un  punto  X  variabile  sulla  retta. 
Si  proietti  poi,  da  un  centro  arbitrario,  la  punteggiata  u 
sopra  una  retta  arbitraria  u%  ed  al  punto  X\  proiezione 
di  X,  si  associ  quel  numero  x  che  si  era  definito  come 
ascissa  di  X.  Si  potrà  riguardare  x  come  coordinata  di  X"; 
precisamente  x  è  coordinata  proiettiva  di  X'  rispetto  a  tre 
punti  fondamentali,  che  sono  proiezioni  dei  tre  punti  di  u 
aventi  le  ascisse  ±oo,0, 1.  Viceversa,  mediante  proiezione 
si  può  sempre  passare  da  un  sistema  di  coordinate  proiettive 
sopra  una  retta  u',  ad  un  sistema  di  ascisse  sopra  una 
retta  u. 

*  164.  Esprettlone  del  doppio  rapporto  di  quattro  ele- 
menti mediante  le  coordinate  proiettive.  Trasformazione  delle 
coordinate  proiettive. 

a)  Siano  anzitutto  Ay  By  C^  M  quattro  punti  di  una 
retta,  i  quali,  rispetto  ad  una  qualsiasi  origine,  abbiano  le 
ascisse  a,  6,  o,  x.  La  coordinata  proiettiva  di  M^  rispetto  ai 
punti  fondamentali  Aj  B^  (7,  è  espressa  (n.°  146)  da 

h  __  ^ — ^  -  a—x  _  —  (g — c)x  +  (<^— o)& 

""  b—c'b  —  x'~  —(b  —  €)x  +  (b  —  c)a 

ossia 

/ix  ^       mx  +  n 

(1)  4= ; —  y 

px  +  q 
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dove  sì  è  posto  per  brevità 

m  =  — (a — e),    n  =  (a—c)b^    p  =  — (6  — e),    q  =  {b  —  c)a. 
Dunque,   al  variare   di   if ,  Vascissa  x  e  la   coordinata 
proiettiva  k  di  questo  punto  sono  legate  da  una  trasformazione 
lineare  {ufi  146 ),  il  cui  determinante 

mq — wp  =  (a— 6)  (6— e)  {e—a) 

è  certo  diverso  da  zero,  perchè  A,  Bj  C  si  suppongono  di- 
stìnti. 

b)  Possiamo  applicare  alla  (1)  il  teorema  del  n.°  146, 
il  quale  afferma  che,  attribuiti  alla  x  quattro  valori  arbi- 
trari Xi  (i  =  1, 2, 3, 4),  e  detti  ki  i  corrispondenti  valori  di  k, 
sussiste  Puguaglianza  di  doppi  rapporti 

{Xiy    «2,    XSj    X4)   ^   (fci,    &2>    K    **)• 

Ora  il  primo  membro  fornisce  il  doppio  rapporto  di 
quattro  punti  Mi  della  retta,  che  abbiano  le  ascisse  Xij  e 
le  coordinate  proiettive  ki  (rispetto  ai  punti  fondamentali 
j1,  B,  0)  ;  quindi  in  fine 

(2)    (Jfi  M,  Ms  M,)  =  (il,  fc2,  ^3,  «^4)  =  T— ir -T-^  ' 

la  quale  esprime  il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  me- 
diante le  loro  coordinate  proiettive.  D'altra  parte  la  (2)  si 
estende  ad  una  qualsiasi  forma  di  prima  specie,  come  si 
vede  eseguendo  una  proiezione  che  non  altera  né  il  doppio 
rapporto,  né  le  coordinate  proiettive.  Arriviamo  cosi  al  ri- 
sultato :  fissato  sopra  una  forma  di  prima  specie  un  qìMlsiasi 
sistema  di  coordinate  proiettivcj  U  doppio  rapporto  di  quattro 
elementi  della  forma  è  espresso  dal  doppio  rapporto  delle  loro 
coordinate. 

e)  Supposti  fissi  gli  elementi  Jfi,  M^,  Jfs,  e  variabile  Jf 4, 
il  primo  membro  della  (2)  ci  dà  la  coordinata  proiettiva  k^ 
di  M4  rispetto  agli  elementi  fissi  Jlfi,  Jf^,  ifs;  mentre  k^  è 
la  coordinata  proiettiva  di  M^  rispetto  ad  J.,  £,  C.  Tra  le 
due  coordinate  passa  la  relazione  (2),  che  (come  sopra  ve* 
demmo)  è  del  tipo 


'  yk  +  0 
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dove  si  è  scritto  k  in  luogo  di  k^,  e  dove  a,  ^,  y»  ^  ^^i^o 
quattro  costanti  tali  che  a6  —  Py  4=  0-  Dunque:  se  uno  stesso 
eUiiliefUo  variabile  sopra  una  forma  di  prima  specie  viene 
riferito  a  due  diversi  sistemi  di  coordinate  proiettive,  le  due 
coordinate  delVelemento  sono  legate  da  una  trasformazione  li- 
neare a  determinante  non  nullo. 

Viceversa,  ogni  trasforma2Sìone  (3)  a  determinante  non 
nullo  può  interpretarsi  come  una  trasformazione  di  coordi- 
nate proiettive  fra  il  sistema  a/nticoj  i  cui  elementi  fonda- 
mentali hanno  le  coordinate  j;  =  ±oo,  0,  1,  ed  il  sistema 
nuovo  j  i  cui  elementi  fondamentali  hanno  le  nuove  coordinate 

jfc'  =  +  OD,  0, 1  e  quindi  le  antiche  fc  = ,      ^         ^ 


Y  a  a — Y 

*  166.  Coordinate  proiettive  omogenee  nelle  torme 
prima  spedo.  —  In  ogni  sistema  di  coordinate  proiettive  vi 
è  un  elemento,  cui  non  corrisponde  una  coordinata  finita, 
quell'elemento  che  si  indica  convenzionalmente  con  ±oo. 
Si  riesce  a  togliere  questa  eccezione  nella  corrispondenza, 
associando  ad  ogni  elemento  una  coppia  di  numeri  a?,  y, 
non  entrambi  nulli  (ooordiruxte  proiettive  omogenee) j  dei  quali 

interessa  solo  il  rapporto,  e  tali  che,  «e  y  4=  0,  m  k  »  — 

la  coordinata  proiettiva  non  omogenea  delPelemento,  mentre^  se 
y  =  0,  X  4=  0,  Velemento  aòbia  la  coordinata  k = ±  oo  (cfr,  n,<'127). 
Ai  tre  elementi  fondamentali  del  sistema  (A:  :=  ±  oo,  0, 1)  pos- 
siamo dunque  attribuire  le  coordinate  omogenee  (1,  0),  (0,1), 
(1, 1),  o  numeri  proporzionali* 

La  formola  (3)  per  la  trasformazione  delle  coordinate 
proiettive  diviene,  quando  si  introduca  Pomogeneità  e  si 
chiamino  (x,  y),  {a/,  y')  le  coordinate  omogenee  dei  due 
sistemi, 

y'       ya  +  òy 
e  può  esser  sostituita  dalle  due  relazioni 
(5)  iQx'-ax  +  fiy,  (a8-Pv  +  0), 

I  ey  -  Y»  +  8»»  KIT/, 
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dove  Q  è  un  fattore  di  proporzionalità  arbitrario^  purché 
non  nullo.  Sì  suol  dire  che  le  coordinate  di  un  élemenU)  di 
una  forma  di  prima  spedej  riferito  a  due  sistemi  di  coordi- 
nate proiettive  omogen^e^  son  legate  da  una  sostituzione  (o  tra- 
sformazione) lineare  ed  omogenea  a  determinante  non  nullo; 
con  questa  locuzione  si  indica  infatti  il  sistema  di  egua- 
glianze (5). 

*  166.  Coordinate  proiettive  nei  ptano   punteggiato.  — 

Cerchiamo  ora  di  estendere  alle  forme  di  seconda  specie,  ed 
in  particolare  al  piano,  il  concetto  di  coordinate  proiettive 
introdotto  sulle  forme  di  prima  specie,  ed  in  particolare 
sulle  punteggiate.  Arriveremo  allo  scopo  nel  modo  più  na- 
turale, procurando  anzitutto  di  esprimere  le  ordinarie  coor- 
dinate cartesiane  mediante  doppi  rapporti  di  punti,  alcuni 
dei  quali  impropri,  e  liberandoci  poi  dalla  restrizione  rela- 
tiva alle  particolari  posizioni  di  questi  ultimi  punti. 

Siano  dunque  re,  y  gli  assi  cartesiani,  Z  il  loro  punto 
dì  incontro  (origine),  X^,  Y  ^  iloro  punti  all'infinito.  Sia 
finalmente  E  un  punto  proprio,  fuori  degli  assi,  punto  unità^ 
al  quale  attribuiremo  convenzionalmente  le  coordinate  car- 
tesiane (  4- 1,  +1);  vuol  dire  che 
assumeremo  come  unità  di  mi- 
sura l'ascissa  dì  E  per  i  segmenti 
paralleli  ad  x  (ascisse),  l'ordinata 

di  E  per  i  segmenti  paralleli  ^  -^ 

ad  y  (ordinate),  senza  preoccu- 
parci se  quelle  due  unità  di 
misura  siano  uguali  o  diverse. 

Ciò  posto,  per  aver  le  coordi-     -—k jp jp — ^^ 

nate  cartesiane  di  un  punto  ge- 
nerico, P,  del  piano,  dovremo  proiettare  P  ed  ^  da  Yqo 
sull'asse  a?,  ottenendo  i  punti  P',  J5',  e  da  X^q  sull'asse  y, 
ottenendo  i  punti  P'',  E'\  L'ascissa  X  sarà  allora  il  valore 
del  segmento  ZP'  misurato  coU'unità  di  lunghezza  ZJS?', 

ZP'  ZP" 

ossia  X  =  -YW  >  ®  similmente  l' ordinata  J  =  ^^pTr  •  Espri- 


•<k— 
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mende  questi  rapporti  semplici  mediante  doppi  rapporti 
(nP  144,  Oss.),  avremo 

e  sostituendo  ai  doppi  rapporti  di  punti  i  doppi  rapporti 
delle  rette  proiettanti  da  Y^o  ^d  X<^  rispettivamente, 

Z=  Yao  {X^ZEP),         Y  =  X^  {Y^ZEP). 

Liberiamoci  ora  dalla  restrizione  che  i  punti  X^ ,  Y  qo 
siano  impropri.  Sopra  im  piano  qualsiasi  (proprio,  od  anche 
improprio)  assumiamo  ad  arbitrio  un  triangolo  fondamen- 
tale XYZj  e  fissiamo  un  punto  unità  Ey  pure  ad  arbitrio, 
ma  fuori  dei  lati  del  triangolo.  Allora,  dato  un  punto  P 
qualsiasi,  fuori  della  retta  X  Y,  rimangono  definiti  in  valore 
e  segno  i  doppi  rapporti 

(1)  Z=  Y(XZEP)j        Y^X(YZEPy, 

e  viceversa,  dati  due  numeri  finiti  J,  Y,  rimane  indivi- 
duato, in  virtù  delle  (1),  il  punto  P.  I  due  numeri  Z,  Y, 
collegati  al  punto  P  mediante  le  (1),  si  dicono  ooordinaie 
proiettive  (non  omogenee)  di  P,  rispetto  ai  punti  fondamen- 
tali  X,  Y,  Z  ed  al  punto  unità  E. 

H  punto  Z  ha  le  coordinate  proiettive  (0,  0)  ;  ogni  punto 
della  retta  ZZ  ha  Y==0,  ogni   punto  di  ZY  ha  Z  =  0;  il 

punto  E  ha  le  coordinate  (1,  1). 
I  punti  di  una  retta  uscente  da  X 
hanno  costante  la  Y,  ed  i  punti  di 
una  retta  uscente  da  Y  hanno  co- 
stante la  X.  Un  punto  generico 
della  retta  XY  avrebbe,  secondo 
le  (1),  Z  =  ±  oo,  Y  =  ±  oo;  ma,  a 
togliere  la  indeterminazione  anali- 
tica relativa  a  quei  punti,  provve- 
deremo coU'introduzione  di  una 
terza  coordinata.  Se  la  retta  XY 
si  suppone  impropria,  si  ricade  nell'ordinario  sistema  carte- 
siano. 

Dovremmo  ora  trattare,  in  coordinate  proiettive,  le  re- 
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lazioni  fondamentali  di  posizione  fra  punti  e  rette  di  un 
piano.  Una  semplice  osservazione  ce  ne  dispensa.  Tutti  i 
risuUaii  ottenuti  in  coordinante  cartesiane  nel  Cap.  I  della 
Parte  II  vaigono  aem^altro  in  coordinate  proiettive,  purché  ai 
punti  impropri,  di  cui  ivi  talvolta  si  parla,  si  sostituiscano 
ora  i  punti  della  retta  fondamentale  XY;  quindi  al  rapporto 
semplice  di  tre  punti  allineati,  si  sostituisca  il  doppio  rap- 
porto formato  dai  tre  punti  col  punto,  in  cui  la  loro  retta 
sega  XY'j  ecc.  In  particolare:  ogni  formola  esprimente  in 
coordinate  cartesiane  una  relazione  proiettiva  di  punti  e  rette, 
conserva  inaUerato  il  suo  significato  in  coordinate  proiettive. 

Questa  affermazione  si  giustifica,  osservando  che  i  ragio- 
namenti fatti  in  quel  Gap.  I,  possono  ripetersi  letteralmente  in 
coordinate  proiettive,  pur  di  tener  presente  la  suddetta  av- 
vertenza relativa  agli  elementi  impropri  (^). 

Bisulta  cosi  che,  in  coordinate  proiettive,  un^  retta  è 
ancora  rappresentata  da  una  equazions  lineare.  In  partico- 
lare J  =  0,  Y  =  0  rappresentano  le  rette  fondamentali 
YZ,  XZ\  aX  4-c  =  0,  6Y4-o  =  0  rappresentano  rette 
uscenti  rispettivamente  dai  punti  fondamentali  Y,  X  ; 
aX-h&Y  =  0  è  una  retta  uscente  dal  punto  Z,  e  precisa- 
mente X—  Y  =  0  rappresenta  la  retta  ZE\  ecc. 

*  167.  —  Coordinate  proiettive  omogenee  di  punti.   — 

Volendo  rappresentare  anche  i  punti  deUa  retta  fondamen- 
tale XY,  faremo  uso  di  ooordirMite   proiettive  omogenee,  che 


(^)  Ad  66.  il  primo  problema  risolto  in  coordinate  cartesiane 
{ufi  14)  ora  va  enunciato  cosi  :  «  Date  le  coordinate  proiettive  di  due 
punti  Pi  (Xi,  r,),  Pg  (Z,,  Zg),  e  detta  Q  la  intersezione  della  retta  Pi  P. 
colla  retta  X  7,  determinare  sulla  prima  retta  quel  punto  P  (X,  T), 
ohe  forma  con  P,,  P^,  Q  un  doppio  rapporto  assegnato  (P^  P^PQ)—r9. 
Proiettando  i  quattro  punti  Pi,P^,P,Q  da  Y  sopra  la  retta  ZX, 
otterremo  quattro  punti  aventi  come  prime  coordinate  proiettive 
Xj,  X„  Z,  it  «  ;   e   dovrà   essere   (  Zi,  Z,,  X,  ifc  oo  )  =  r,    donde    segue 

'*^—      '  *      Similmente  T= — ^-^ —•  Si  ritrovano  cosi  le  f or- 


mole  (1)  del  n.^*  14,  le  quali  conducono  alle  conseguenze  dedotte  nei  nu- 
meri 15  e  seg.  £cc. 
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definiremo  seguendo  la  via  tenuta  al  n.<>  127.  Fissato  un 
triangolo  fondamentale  XYZ  ed  xm  punto  imita  Ej  chiame- 
remo coordinate  proiettive  omogenee  di  un  punto  P  tre 
numeri  a?,  y^  z,  non  tutti  nulli,  tali  che 

(1)  i  =  -,      r  =  JL 

'  Z    ^  Z 

siano  le  coordinate  proiettive,  non  omogenee,  sopra  definite 
del  punto  P.  Questa  definizione  vale,  a  dir  vero,  colla  re- 
strizione ^  4=  0,  la  quale  porta  che  il  punto  P  sia  fuori  della 
retta  X  Y.  Per  togliere  la  restrizione,  osserviamo  anzitutto 
che  il  detto  punto  P  (x^  y^  z),  congiunto  con  Z,  dà  una 
retta  ZP  avente  la  equazione 

(2)  —  =  — , 

X        y  ^ 

dove  Z,  Y  sono  le  coordinate  proiettive  variabili;  conve- 
niamo poi  di  attribuire  le  coordinate  (a?,  y,  0)  alla  interse- 
zione della  retta  (2)  colla  retta  XY.  Da  queste  definizioni 

segue  che  i  rapporti  —  ,  —  hanno  i  significati  geometrici 

z       z 

(1')  —=Y(XZEP),    -^  =  X(YZEP). 

X 

Quanto   al  rapporto  — ,   si  osservi  che  la  retta  Z  P 

X 

avente  l'equazione  (2),  ossia  X Y  =  0,  forma  coDe  tre 

rette  ZY^  ZX,  ZE,  di  equazioni 

X  =  0,       Y  =  0,      X  --  Y  =  0, 
il  doppio  rapporto 

Z(YZjE?P)  =  -^- 
^  '        X 

Biunendo  questa  alle  (1'),  possiamo  ora  definire  come 
coordinate  proiettive  omogenee  di  un  punto  P  tre  numeri  x, 
y,  z,  non  tutti  nvMiy  tali  ohe  sussistano  le  relazioni  {di  cui 
due  sole  sono  indipendenti) 

(3)  -^^  X{YZEP),    —^Y{ZXEP),    —^Z(XYEP). 
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Le  tre  coordinate  omogenee  di  un  punto  possono  evi- 
dentemente essere  moltiplicate  per  uno  stesso  fattore^  senza 
che  il  pnnto  cambi*  I  vertici  X,  7,  Z  del  triangolo  fonda- 
mentale hanno  rispettivamente  coordinate  uguali  (o  propor- 
zionali) a  (1,  0,  0),  (0, 1,  0),  (0,  Oy  1);  il  punto  unità  E  ha 
le  coordinate  (1, 1, 1)  ;  per  un  punto  della  retta  YZ  è  a;  »  0, 
per  un  punto  di  ZX  è  y  ==  0,  e  per  un  punto  di  XY  è 
«  =  0,  Ecc. 

In  coordinate  proiettive  omogenee  una  retta  è  rappre- 
sentata da  una  equazione  lineare  ed  omogenea.  In  partico- 
lare a?  =  09y»=Oy2;»0  rappresentano  i  lati  del  triangolo 
fondamentale;  ax  -^-hy  ^ò  è  una  retta  uscente  dal  ver- 
tice Z.  Ecc. 

*  168.  Coordinate  proiettive  nel  plano  rigato.  —  Sup- 
posto che  una  retta  p  sia  rappresentata,  in  coordinate  pro- 
iettive omogenee  di  punti  {x^  y^  z)j  dall'equazione 

(1)  ux  -k-  vy  +  wz  ^  0, 

potremo  chiamare  i  coefficienti  u^  v^  w  coordinate  proiettive 

(u        V 
—  ,   —  ,  coordinate  non  omogenee  ; 

efr.  n.»  130,  131). 

Di  queste  coordinate  di  rette  si  può  pure  assegnare  una 
definizione  diretta,  che  corrisponde  per  dualità  alla  defini- 
zione delle  coordinate  proiettive  di  punti.  A  tal  fine  indi- 
chiamo con  u,  v^  w  le  rette  fondamentali  YZ,  ZX,  XY;e 
consideriamo,  oltre  alla  retta  p  rappresentata  dalla  (1),  la 
retta  unità  e  avente  l'equazione 

(2)  x  +  y  +  z  =:0j 

e  quindi  le  coordinate  (1, 1, 1).  È  facile  vedere  che  le  rette 
proiettanti  da  X  i  punti  eu^  pu  della  retta  u{x  ^  0),  hanno, 
rispettivamente,  le  equazioni 

y  +  «  =  0,        vy  +  toz  ^  0; 

queste  due  rette  formano  adunque  colle  t?,  w,  di  equa- 
zioni 

y  =  0,        z  =  0, 
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il  doppio  rapporto 


uivwep)  = 


v_ 
w 


Operando  in  modo  analogo  sugli  altri  lati  del  triangolo 
fondamentale,  troviamo  che,  fissato  un  trilatero  uvw  ed 
una  retta  unità  e,  la  quale  non  contenga  alcun  vertice  di 
questOj  per  coordinate  proiettive  omogenee  di  una  retta  p  si 
devono  intendere  tre  numeri  u,  v,  w,  tali  che  sussistano  le 
relazioni  {di  cui  due  sole  indipendenti) 


V 

w 


=  u(vwep)j 


w 
u 


=  v(wuep)j 


u 

V 


=  u)(uvep). 


Partendo  da  quest'ultima  definizione,  si  può  ritenere 
che  la  retta  unità  e  sia  una  retta  generica  del  piano.   Ma 

se  si  vuole,  come  sarà  sempre 
supposto,  che  la  nuova  defini- 
zione concordi  colla  precedente, 
o,  in  altri  termini,  che  la  (1) 
esprima  la  condizione  dì  ap- 
partenenza di  punto  e  retta, 
bisogna  che  la  retta  unità  sia 
rappresentata  in  coordinate  di 
punti  dall'equazione  (2).  E  ciò 
esige,  come  si  dimostra  facil- 
mente, che  per  retta  unità  si 
scelga  la  retta  armonica  del 
punto  unità,  rispetto  al  triangolo 
fondamentale  {nP  162,  es.  37)). 
In  questa  ipotesi  la  (1),  secondo  che  in  essa  si  suppon- 
gono variabili  le  a?,  y,  2,  0  le  ti,  t?,  10,  rappresenta  la  retta 
p  (u,  Vj  w)  in  coordinate  di  punti,  o  il  punto  P  (a?,  y,  z)  in 
coordinate  di  rette.  Un  punto  è  rappresentato  adunque  da 
un^equazione  lineare  in  coordinale  proiettive  di  rette.  Ad  es.  il 
punto  X^vwhst  l'equazione  u  =  0;  ecc. 

Tutte  le  considerazioni  stabilite  al  n.^  133,  allo  scopo  di 
esprimere  analiticamente  le  relazioni  di  posizione  di  punti  e 
rette  di  un  piano^  valgono  ancora  quando  le  coordinale  (x,  y,  z)  0 
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(n,  V,  w),  ivi  adoperatej  si  interpretino  come  coordinate  pro- 
iettive omogenee  di  punti  o  rette. 

Ogni  forinola^  esprimente  in  coordinate  cartesiane  o 
pliickeriane  una  proprietà  proiettiva  di  una  figura  piana, 
conserva  il  suo  significato  se  quelle  coordinate  si  riguardino 
come  proiettive. 

Tuttavia,  valendosi  di  coordinate  proiettive  nell'esame 
di  proprietà  grafiche,  si  hanno,  fra  gli  altri,  i  seguenti  van- 
taggi: 

1)  una  maggiore  libertà  nella  scelta  del  triangolo  fon- 
damentale, di  cui  ora  si  possono  assumere  ad  arbitrio  i  tre 
lati,  mentre  nel  sistema  cartesiano  omogeneo  uno  deve 
essere  improprio; 

2)  il  piano  su  cui  si  opera  può  èssere  proprio  od  im- 
proprio ; 

3)  il  procedimento  analitico  tenuto  nel  piano  si  estende 
immediatamente  aUe  altre  forme  di  seconda  specie,  come 
ora  diremo; 

4)  operando  mediante  proiezione  o  sezione  sulla  figura 
considerata  e  sugli  elementi  di  riferimento  (triangolo  fon- 
damentale e  punto  o  retta  unità),  le  coordinate  dei  punti 
e  deUe  rette  della  figura  non  si  alterano. 

Per  quanto  riguarda  i  caratteri  metrici,  le  formolo  in 
coordinate  cartesiane  non  sono  certo  applicabili  alle  nuove 
coordinate.  Delle  modificazioni  da  introdursi  non  parleremo 
qui,  proponendoci  di  adoperare  sistematicamente  coordinate 
cartesiane  nello  studio  delle  proprietà  metriche. 

*  1S9.  Coordinate  proiettive  neiia  stella  di  rette  o  piani. 

—  La  definizione  di  coordinate  proiettive  nel  piano  pun- 
teggiato o  rigato  si  estende  senz'altro  alla  stella  di  rette  o 
di  piani.  Allo  stesso  risultato  si  perviene  nel  modo  seguente. 
Si  tagli  la  stella  8  con  un  piano  jc,  non  passante  per  il 
centro  della  stella,  e  si  fissi  su  jc  un  sistema  di  coordinate 
proiettive  di  punti  o  di  rette.  Si  potranno  allora  far  corri- 
spondere ad  ogni  retta  o  piano  della  stella  S^  quelle  coor- 
dinate che  appartengono  al  punto  o  alla  retta  sezione  su  jc. 
È  facile  scorgere  che  una  forma  di  prima  specie  entro  alla 
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stella  8  (fascio  di  rette  o  fascio  di  piani)  è  rappresentata 
da  una  equazione  lineare  in  coordinate  dì  rette  o  di  piani^  ecc. 

Osservazione.  —  Considerazioni  della  stessa  natura  per- 
mettono di  definire  sul  piano  il  sistema  di  coordinate  pro- 
iettive di  punti  nel  modo  seguente^  che  talvolta  è  utile 
ricordare. 

Sia  jc  un  pianOy  sopra  cui  sia  fissato  un  sistema  di  coor- 
dinate cartesiane,  omogenee  o  no.  Proiettiamo  i  punti  di  n 
sopra  un  nuovo  piano  jt"  da  un  centro  8j  ed  associamo  ad 
ogni  punto  P'  di  Jt'  quei  numeri,  che  sono  coordinate  ear- 
tesiane del  punto  corrispondente  P  di  n;;  questi  numeri  sa- 
ranno evidentemente  coordinate  proiettive  di  P%  rispetto 
a  quel  triangolo  fondamentale,  che  è  proiezione  su  n^  del 
triangolo  di  x  formato  dai  due  assi  cartesiani  e  dalla  retta 
all'infinito.  CoU'operazione  inversa  si  trasforma  un  sistema 
di  coordinate  proiettive  su  st'  in  un  sistema  dì  coordinate 
cartesiane  su  n;  (cfr.,  per  la  punteggiata,  la  Oss.  II  del 
n.o  153). 

*  160.  Trasformazione  delle   coordinate   proiettive.    — 

Fissati  in  una  forma  di  seconda  specie  due  diversi  si- 
stemi di  coordinate  proiettive,  sorge  il  problema  di  espri- 
mere le  coordinate  di  un  elemento  nell'un  sistema  mediante 
le  coordinate  dello  stesso  elemento  nell'altro  sistema.  Ba- 
gìoniamo,  ad  es.,  nella  ipotesi  che  la  forma  sia  un  piano 
punteggiato;  i  risultati,  a  cui  giungeremo,  potranno  poi 
estendersi  a  tutte  le  altre  forme  con  semplici  cambiamenti 
di  parole. 

Sia  XY  Zìi  triangolo  fondamentale  ed  ^  il  punto  unità 
dell'antico  sistema  di  coordinate  proiettive  (a;,  y^  z);  siano 
X'  Y'  Z'  ed  B'  gli  analoghi  elementi  del  nuovo  sistema 
{pi^  y%  z').  Per  individuare  la  posizione  di  questo,  rispetto  al 
primitivo,  supporremo  assegnate  intanto  le  equazioni  delle 
nuove  rette  fondamentali  nelle  antiche  coordinate;  siano 

T  Z')  l  =  ax  +by  +  cz     =0, 

Z'  X')  m  =  aix  +  biy  +  Ciz    =  0,  \  (l) 

X' Y')  n^a^x  -{-b^y  +  c^z    =0, 
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dove  Z,  m,  n  indicano  abbreviatamente  i  polinomi  scritti 
accanto.  Quanto  al  punto  unità  E\  possiamo  tenerne  conto 
nel  modo  seguente.  Se  sostituiamo,  al  posto  delle  variabili, 
le  antiche  coordinate  di  W  nei  polinomi  Z,  m^  n,  questi 
acquistano  certi  tre  valori  non  nulli  ;  ora  possiamo  sempre  fare 
in  modo,  che  i  tre  valori  siano  uguali  fra  loro,  purché  im- 
maginiamo moltiplicati  per  convenienti  fattori  quei  polinomi 
(o  due  di  essi).  Noi  supporremo  già  fatta  sin  dal  principio 
questa  preparaaùyne  delle  equazioni  (1),  supporremo,  in  altri 
termini,  che  le  rette  X'  Wj  Y'  E\  Z'  3'  siano  rappresentate, 
nell'antico  sistema,  dalle  equazioni 

w  —  w  =  0,        n— Z  =  0,        Z  —  w  =  0. 

E  con  ciò  potremo  dire  di  conoscere  pienamente  i  nuovi 
elementi  fondamentali,  rispetto  agli  antichi. 

Ciò  premesso,  consideriamo  un  punto  P,  il  quale  abbia 
le   antiche  coordinate  (a?,  y,  z)  e  le  nuove  (a?',  y',  z')  ;  cer- 
chiamo di   esprimere   queste 
mediante  quelle.  È  per  defi- 
nizione, ad  es., 

^  ^X'{T  Z'WP). 

Ora  delle  quattro  rette 
indicate  a  secondo  membro,  le 
prime  tre  hanno  le  equaioni 
(nelle  antiche  coordinate) 

n  =  0,     w  =  0,    w  —  w  =  0; 

e  la  quarta   avrà  una  equazione  del  tipo 

-  vn  =  0, 


m 


m 


dove  V  ==  -^^  è  il  rapporto  dei  valori  assunti  dai  polinomi  m,  n, 

quando  al  posto  delle  variabili  si  sostituiscano  le  coordinate 
x^  y,  z  di  P.  D'altra  parte  v  è  il  doppio  rapporto  delle 
rette  aventi  quelle  quattro  equazioni  (n.  145)  ;  dunque  si  ha 


y 


m 
n 


19 


^r- 
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insieme   alle  due   analoghe  che  si  ottengono  con  analoghi 

ragionamenti  : 

«'  _  n         x'  ^   l 

x'       l   ^     y'      m 

Introducendo  un  fattore  di  proporzionalità  q,  non  nullo, 
e  sostituendo  ai  simboli  Ij  m,  n  le  loro  espressioni,  giun- 
giamo infine  alle  formole  richieste 

IQX'  ^  ax  -\-  hy  +  ez^ 
Qx'  =  aix  +  h\y  +  0\z^ 
Qz'  =  a^x  +  b^x  4-  c^z. 

Le  formole  (2)  (dove  si  può  pur  supporre  q  =  1)  stabi- 
liscono, come  si  suol  dire,  una  sostituzione  lineare  ed  omo- 
genea fra  le  due  teme  di  variaòili  x,  y,  z  6  x%  y',  z'.  H  de- 
terminante (di  terzo  ordine)  della  sostituzione^  formato  coi 
nove  coefficienti  dei  trinomi  che  compariscono  a  secondo 
membro,  è  certo  diverso  da  zero,  visto  che  le  tre  rette  (1) 
non  formano  fascio.  Dunque: 

Stabiliti  sopra  una  forma  di  prima  specie  due  sistemi  di 
coordinate  proiettive  ed  omogenee^  le  coordinate  di  uno  stesso 
elemento  nei  due  sistemi  sono  collegate  da  una  sostituzione 
lineare  ed  omogenea  a  determinante  non  nuUo.  E  viceversa. 
L'inversa  s^ue  osservando  che  ogni  sifEatta  sostituzione 
può  scriversi  sotto  la  forma  (2),  e  che  le  (2)  servono  a  pas- 
sare da  un  sistema  di  coordinate  {Xj  2^,  ^)  a  quel  nuovo  si- 
stema (a?%  y'j  z')  che  ha  per  rette  fondamentali  le  (1),  e 
per  punto  di  unità  il  punto  che  colle  sue  coordinate  x^  y,  z 
rende  uguali  i  valori  dei  tre  trinomi  (1). 

OtsonrailoM .  —  Nelle  (2)  si  può  supporre  che  a?,  y,  z 
siano  coordinate  cartesiane  omogenee  (o,  posto  z  ^  1^  coor- 
dinate cartesiane  ordinarie).  In  tale  ipotesi,  le  (2)  ci  con- 
ducono alla  seguente  definizione  di  coordinate  proiettive  nel 
piano  punteggiato. 

Si  fissi  sopra  un  piano  un  sistema  di  coordinate  carte- 
siane, e  si  scrivano  le  equazioni  (1)  di  tre  rette  formanti 
un  triangolo.  Ad  ogni  punto  P  del  piano  corrispondono  al- 
lora tre  numeri  x'^  y%  z%  che  sono  i  valori  assunti  dai  primi 
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membri  delle  (1)^  quando  al  posto  delle  variabili  si  scrivano 
le  coordinate  cartesiane  di  P.  Quei  tre  numeri  o^,  y\  /,  o 
numeri  proporzionali,  possono  assumersi  come  nuove  coor- 
dinate del  punto  P.  Che  si  tratti  di  coordinate  proiettive 
(rispetto  al  triangolo  nominato)  risulta  dalle  (2). 

*  161.  Goordlmite  protettivi  di  punti  e  plani  nello  spazio. 

—  Le  considerazioni  precedenti  si  estendono  inmiediata- 
mente  aUo  spazio.  Potremo  dunque  limitarci  a  pochi  cenni. 
Si  parta  da  un  tetraedro  qualsiasi  XYZTy  e  si  fissi 
inoltre  ad  arbitrio  un  punto  E^  che  non  appartenga  ad  al- 
cuna faccia  del  tetraedro.  Allora,  per  ogni  punto  P  dello 
spazio,  restano  individuati  i  tre  doppi  rapporti 


(1)  X  =  YZiXTEP),  Y  =  ZX{YTEP)j    Z  =  XY (ZTEP), 

dove  il  primo  simbolo  indica  il  doppio  rapporto  dei  piani 
proiettanti  dallo  spigolo  Y  Z  ì  punti  Z,  T,  JE7,  P,  e  simil- 
mente gli  altri.  Viceversa,  noti  quei  doppi  rapporti,  sono 
individuati  i  piani  proiet- 
tanti il  punto  P  dai  tre 
lati  del  triangolo  XYZ^  ed 
è  quindi  individuato  il 
punto  P,  eccettuato  solo 
il  caso  che  questo  punto 
stia  nel  piano  XYZ  (nel 
qual  caso  quei  doppi  rap- 
porti valgono,  in  generale, 
±od).  Chiameremo  perciò 
i  valori  (1)  coordinaie  pro- 
iettive (non  omogenee)  del 
punto  P,  rispetto  al  te- 
traedro fondamentale  XYZT  ed  al  punto  unitò  JB,  il  quale 
ha  le  coordinate  X  =  Y  «  Z  =  1. 

Per  ovviare  all'inconveniente  relativo  ai  punti  del  piano 
XYZ^  conviene  introdurre  l'omogeneità.  Definiremo  come 
coordinate  proiettive  omogenee  del  punto  P,  rispetto  al  te- 
traedro e  al  punto   unità   suddetti,  quattro   numeri   non 
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tutti  nulli,  Xy  jfj  Zj  ty  tali  che  siano  soddisfatte  le  sei  rela- 
zioni seguenti: 

^=TZ(XTEP)y^^ZX{YTEP),-^^XT  (ZTEP), 

V  V  t 

(2)  _ 

^  =  TX{  YZEP),—  =  'Tt  (ZXEP)y—  =  TZ  (ZYEP). 
z  X  y 

Ciò  è  sempre  possibile  (ed  in  infiniti  modi,  potendosi  dare 
un  valore  arbitrario  ad  una  delle  quattro  coordinate),  perchè 
tre  delle  relazioni  (2),  ad  es.  le  tre  dell'ultima  orizzontale, 
sono  conseguenze  delle  tre  rimanenti.  Si  giustifica  questa 
affermazione  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  nel  piano 
(n.o  157). 

I  vertici  del  tetraedro  fondamentale  hanno  le  seguenti 
coordinate  proiettive  omogenee: 

J  (1,0,  0,0),     Y  (0,1,  0,0),     Z  (0,0,  1,0),     T  (0,0,  0,1); 

ogni  punto  dello  spigolo  T  Z  ha  y  =  «  =  0,  ecc.;  ogni  punto 
della  faccia  TX  Y  ha  ^  =  0,  ecc.;  il  punto  unità  ha  le  coor- 
dinate (1,  1,  1,  1). 

Se  il  piano  fondamentale  Z  Y  Z  è  il  piano  all'infinito 
dello  spazio,  le  coordinate  proiettive  diventano  cartesiane 
(omogenee  o  no)  rispetto  all'  origine  T  e  agli  assi  TZ, 
TYy  TZ. 

Ora  va  notato  che  tutti  i  risuUaii  ottenuti  in  coordinate 
cartesia/ney  e  riguardanti  proprietà  grafiche  (Parte  II,  Gap.  I), 
8i  trasportano  senz^aUro  in  coordinate  proiettive^  purché  agli 
elementi  aUHnfinitOj  che  colà  talvolta  esplicitamente  o  taoUa- 
m^nie  intervengono,  si  sostituiscane  ora  gli  elementi  del  piano 
XYZ  (cfr.  n.°  156). 

In  particolare,  un  pia/no  n  è  rappresentalo^  in  coordinate 
proiettive  omogenee  x,  y,  z,  t,  da  un^eguazione  lineare  ed 
omogenea 

(1)  ux  +  vy  -^-wz  -^-rt  ^  0, 

equazione  che  manca  di  uno,  due  o  tre  termini,  secondo 
che  il  piano  passa  per  uno,  due,  o  tre  vertici  del  tetraedro 
fondamentale;   sicché,  ad  es.,  le  f accie  di   questo,  opposte 
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ai  vertici  Xj  Y,  Z,  T,  hanno  rispettivamente  le  equazioni 
a:  =  0,  y  =  0,  2  =  0,  *  =  0. 

Una  retta  è  rappresentata  ancora  da  due  equazioni 
lineari  ed  omogenee,  relative  a  due  piani  passanti  per  essa  ; 
ad  es.  lo  spigolo  X  Y  del  tetraedro  ha  le  equazioni  z  =  Q^ 
<  =  0;  ecc. 

I  coefficienti  u^  v,  w^  r  della  (1)  (o  numeri  proporzionali) 
si  dicono  ooardincUe  proiettive  omogenee  del  piano  n. 

Di  siffatte  coordinate  può  anche  darsi  una  definizione 
diretta,  duale  a  quella  adottata  per  le  coordinate  proiettive 
di  punti.  Si  chiamino,  a  tal  fine,  Uj  Vj  Wj  r  le  faccie  del  te- 
traedro fondamentale  opposte  ad  Xj  Y,  Z,  T,  rispettiva- 
mente; e  si  dica  e  il  piano  {piano  unità)  che  ha,  in  coor- 
dinate proiettive  omogenee  di  punti,  la  equazione 

(2)  x-^-y  +  z  +  t^O. 

Si  dimostra  allora,  collo  stesso  ragionamento  tenuto  in 

geometria  piana    (nP  158),    che  il  rapporto  —  delle  due 

V 

prime  coordinate  del  piano  ;t,  rappresentato  dalla  (1),  ha  il 
seguente  significato  geometrico: 

—  =  wr  (uven), 

V 

dove  il  secondo  membro  indica  il  doppio  rapporto  dei  punti 
segati,  sullo  spigolo  wr^XY  del  tetraedro  fondamentale, 
dai  piani  u^  v,  e,  jc,  vale  a  dire  il  doppio  rapporto  formato, 
sullo  spigolo  X  r,  dai  punti  Y,  X  e  dalle  intersezioni  con  e,  jt; 
ed  analoghi  significati  hanno  gli  altri  cinque  rapporti  delle 
coordinate  ti,  t?,  Wj  r.  Quanto  al  piano  unità  (2),  si  riconosce 
che  esso  è  Varmonico  del  punto  unità  JE7,  rispetto  al  te- 
traedro fondamentale  (n.°  152,  es.  38)). 

Alle  coordinate  proiettive  dì  piani  si  trasportano  senza 
altro  le  considerazioni  svolte  al  n.  139,  a  proposito  delle 
coordinate  pluckeriane.  Ed,  in  particolare,  si  riconosce  che 
un  punto  è  rappresentato  da  una  equazione  lineare  ed  omo- 
genea in  coordinate  proiettive  omogenee  di  piani. 

Collo    stesso   ragionamento    fatto   in   geometria    piana 
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(n.^  160),  si  stabiliscono  le  relazioni  che  passano  fra  le  coor- 
dinate proiettive  omogenee  di  uno  stesso  punto  (o  di  uno 
stesso  piano),  riferito  a  due  diversi  sistemi  di  dette  coordi- 
nate. Limitiamoci  ad  enunciare  il  risultato  : 

Stabiliti  nello  spazio  due  diversi  sistemi  di  coordinate 
proiettive  ed  omogenee^  le  coordinate  di  uno  stesso  punto  (o 
picmo)  nei  due  sistemi  sono  cóUegate  da  una  sostituzior^  li- 
neare ed  omogenea^  a  determinante  non  nuUo;  e  viceversa.  In 
simboli,  dette  Xi  ed  x/  (i  =  1,  2,  3,  4)  le  coordinate  proiet- 
tive di  uno  stesso  punto  (o  piano),  riferito  ai  due  sistemi 
nominati,  valgono  relazioni  del  tipo 

(1)  QXi'  =  H  aaxj,  (f  =  1, 2, 3, 4), 

dove  le  ant  sono  sedici  costanti,  le  quali  compongono  un 
determinante  del  quarto  ordine  diverso  da  zero,  e  q  è  un 
coefficiente  di  proporzionalità  non  nullo,  che  potrebbe  anche 
supporsi  uguale  ad  1. 

Le  formolo  (1),  ove  le  xt  si  riguardino  come  coordinate 
cartesiane  omogenee,  forniscono  una  definizione  analitica 
delle  coordinate  proiettive  omogenee  (di  punti)  Xi\ 

Le  ooordijiate  barioentriohe  del  MObiub  (1827),  di  cui  parla  l'eser- 
cizio 16)  Beguente,  ooBtitairono  il  primo  sistema  (non  cartesiano)  di 
coordinate  proiettive  di  punti.  Il  Plùckeb  (1828-31),  ricorrendo  a  con- 
siderazioni simili  a  quella  .contenuta  nella  Osservazione  del  n.^  160,  in- 
trodusse coordinate  omogenee  di  punti,  rette  . . .  nel  piano  e  nello 
spazio.  La  definizione  (da  noi  seguita)  di  coordinate  proiettive  mediante 
i  valori  di  certi  doppi  rapporti,  fu  proposta  dallo  Staudt  (1857)  e  svi- 
luppata dal  FiEDLBR  (1870). 

Eterclli.  I.  Sulle  forme  di  prima  specie,  —  1)  Date  sopra  una  forma 
di  prima  specie  due  coppie  di  elementi  (mediante  le  coordinate  pro- 
iettive) XitXt  ed  y^,  y^,  si  dimostri  che  la  condizione  perchè  esse  si  di- 
vidano armonicamente  è 

«i  ««  +  yi  yt — "2  («1  +  ^)  (Vi  +  y«)  -  ^• 

2)  Se  la  prima  coppia  è  data  mediante  l'equazione  aa^  •^2hx  + e  =  0 
(di  cui  Xy,x^  sono  le  radici  reali  o  immaginarie),  la  detta  condizione 
diviene 

ayiyt  +  *(yx  +  y«)  +  c-o. 
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3)  Se  anche  la  seconda  coppia  è  rappresentata  da  una  equazione 
a'  «■  +  2  6'  »  4-  e'  =  0,  la  condizione  stessa  diviene 

ac'  +  o'c  — 2  6  6'  =  0. 

Il  primo  membro  di  questa  dicesi  armonieizanie  delle  due  equazioni  qua- 
dratiche; lo  indicheremo  brevemente  con  H. 

4)  Se  due  coppie,  rappresentate  da  equazioni  a  coefficienti  reali,  si 
separano  armonicamente,  una  akneno  delle  coppie  si  compone  di  ele- 
menti reali 

5)  Calcolare  il  doppio  rapporto  dei  due  elementi  rappresentati 
daU'equazione  aa?"  +  26a?-|-c==0,  coi  punti  di  coordinate y, y\ 

6)  Calcolare  il  doppio  rapporto  h  dei  quattro  elementi  rappresen- 
tati, i  due  primi  dall'una,  i  due  ultimi  dall'altra  delle  equazioni 

Oic*  +  2  fra:  +  e  =  0,  o V  -j-  2  ò'a?  +  o'  =  0. 

Si  troverà 

1  +  A?  H 

"Z r  ** .   / (H  armonizz.,  A  =  6"  —  ac,  A'  ass ...  ). 

1  —  *        ±2VAA' 

Segue  (H^2^/TI^ 


2 


7)  Se  le  due  equazioni^  quadratiche  dell'es.  6)  hanno  una  radice 
comune,  allora  ìc  =  =tico  e  quindi 

ff"— 4AA'»=0. 

Il  primo  membro  dicesi  risultante  delle  due  equazioni;  esso  può  anche 
scrìversi  sotto  la  forma 

{aC  —  a'eY  —  4  (oò'  —  a'6)  (6c'— 6'c). 

8)  Le  due  coppie  rappresentate  dalle  due  equazioni  dell'es.  6), 
nell'ipotesi  che  si  compongano  di  elementi  reali,  si  separano  o  no,  se- 
condo ohe  H*  —  4  A  A'  è  negativo  o  positivo. 

0)  Determinare  l'equazione  della  coppia  dei  punti  che  separa  ar- 
monicamente le  due  coppie  date  dalle  precedenti  equazioni;  e  dimo- 
strare che  essa  si  compone  di  punti  reali  o  immaginarì,  secondo  che  le 
coppie  date  non  si  separano  o  si  separalo  (cfr.  n^  162,  es.  43)). 

10)  Si  esaminino  tutti  i  casi  in  cui  coincidono  due  dei  sei  doppi 
rapporti,  generalmente  distinti,  formati  con  quattro  elementi  (n.*'  147). 
Oltre  ai  casi  già  noti,  o  che  a  questi  si  riconducono,   si  troveranno  i 

valori  7f  = *  V  o  (radici  dell'equazione  fc^  =  —  I),  relativi  a  gruppi 

di  elementi  ABCD  detti  eqvi<marmoni&i  (Cremona),  dei  quali  un  ele- 
mento almeno  è  immaginario.  Posto  che  (ABCD)  abbia  uno  dei  due 
valori  di  ìc,  lo  stesso  valore  hanno  {AODB),  {ADÉC),  mentre  il  valore 
coniugato  appartiene  ad  (ABDC),  (ADOB),  (ACBD). 
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11)  Partendo  da  tre  punti  arbitrari  di  una  retta,  A^  B,  0,  ohe  bì 
aBBumono  oome  fondamentali  per  un  sistema  di  coordinate  proiettive, 
ed  eseguendo  Buoceesive  costruzioni  di  quarti  armonici  (quindi  colla 
Boia  riga),  si  riesce  a  costruire  sulla  retta  un  punto  di  cui  sia  assegnata 
ad  arbitrio  la  coordinata  proiettiva,  purché  rcurìonàk.  (Si  proietti  la 
retta  sopra  un'altra,  in  guisa  che  la  proiezione  di  ^  sia  il  punto  all'in- 
finito; poi  no  142,  es.  35)). 

II.  Nel  piano  e  neUo  8paeic.  —  12)  Assunto  come  fondamentale  il 
triangolo  diagonale  di  un  quadrangolo  completo,  e  come  punto  unità 
un  vertice  del  quadrangolo,  si  scrivano  le  coordinate  degli  altri  vertici 
e  le  equazioni  dei  sei  lati.  Dall'aspetto  di  queste  risultano  subito  le  pro- 
prietà armoniche  del  quadrangolo.  Questione  duale  per  il  quadrilatero. 

13)  Scrivere  l'equazione  della  retta  armonica  del  punto  (Xi^  j^i.  ^i) 
rispetto  al  triangolo  fondamentale  (n.o  162,  es.  37)).  Questione  duale. 
Questioni  analoghe  nello  sp^izio. 

14)  Dimostrare  il  teorema  dei  triangoli  omologici  (n.^  135),  assu- 
mendo uno  dei  triangoli  oome  fondamentale,  e  il  centro  di  omologia 
come  punto  di  unità.  Questione  duale.  Estensione  aUo  spazio. 

15)  Dimostrare  il  teorema  sull'esagono  iscritto  fra  due  rette  (n.^23, 
es.  16)),  assumendo  i  tre  lati  di  posto  dispari  come  rette  fondamentali 
ed  una  delle  due  rette  come  retta  unità. 

16)  Specializzando  la  posizione  del  punto  unità  E  rispetto  al  tri- 
angolo fondamentale  XYZ,  si  ottengono  particolari  sistemi  di  coordi- 
nate proiettive,  che  possono  prestarsi  ad  applicazioni  metriche.  Così, 
se  £?  è  il  baricentro  (punto  di  concorso  delle  mediane)  del  triangolo 
fondamentale,  si  ottiene  il  sistema  di  coordinate  baricentriche  (Móbius), 
nel  quale  ad  ogni  punto  P  spettano  tali  coordinate  x,  y,  z,  che  risulti  P 
il  baricentro  dei  punti  X,  Y,  Z,  presi  coi  pesi  x,y,z\  le  dette  coordi- 
nate sono  pure  proporzionali  alle  aree  dei  triangoli  PFZ,  FZX,  PXF. 
Detti  X,  y,  Z  gli  angoli  intemi  del  triangolo,  si  trova  che  le  coordi- 
nate baricentriche  dell'ortocentro  del  triangolo  sono  proporzionali  a 
tgX,  tg  ¥,tgZ;  le  coordinate  del  centro  del  cerchio  circoscritto  sono 
proporzionali  a sen 2X, ,. .  ;  del  centro  del  cerchio  iscritto  a sen X,  .,. 
La  retta  unità  è  all'infinito,  e  le  coordinate  di  una  retta  sono  propor- 
zionali alle  distanze  della  retta  dai  tre  vertici  del  triangolo. 

17)  Se  il  punto  unità  si  sceglie  nel  centro  del  cerchio  iscritto 
al  triangolo,  le  coordinate  diconsi  trimetriche  o  triUneari  ;  eeae  sono  pro- 
porzionali alle  distanze  del  punto  cui  si  riferiscono,  dai  tre  lati  del  triangolo. 

Le  coordinate  trimetriche  del  baricentro  sono  proporzionali  a ^ 

sen  JL 


»  •  •  •  » 


quelle  dell'  ortocentro  a ^-  » . . .  ,  quellle  del  centro  del  cerchio  oix- 

^  cos  Jl 

coscritto  a  cos  Z, . . .  ;  ecc.  Qual'è  la  retta  unità  Y  Nel  sistema  trìme>. 

trico  la  retta  all'infinito  ha  l'equazione  x  sen  X  +  y  sen  Y  -{-  s  sen  Z  «  o 
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18)  Dimostrare,  valendosi  del  sistema  baricentrico  o  trìmetrìoo, 
che  il  baricentro,  l'ortocentro  e  il  centro  del  cerchio  circoscrìtto  in 
ogni  triangolo  sono  allineati  (cfr.  n.^  33,  es.  8)). 

10)  Come  si  presenta  la  condizione  di  parallelismo  di  due  rette 
nell'uno  o*nell'altro  sistema  f 

20)  Come  si  specializzano  le  cooordinate  non  omogenee  di  punti 
e  rette,  se  il  vertice  Z  del  triangolo  fondamentale  è  improprio  ed  il 
punto  ojaità  è  equidistante  dai  lati  ZZ,  ZZ  Y 

21)  Estendere  allo  spazio  i  particolari  sistemi  di  coordinate  pro- 
iettive considerati  negli  es.  16),  17). 


Capitolo  III. 
Proiattlvità  tra  due  forme  di  prima  specie. 

162.  Concetto  generile  di  corrtepondenia.  —  È  fonda- 
mentale  nelle  matematiche  moderne  il  concetto  di  eorri- 
spandenzaj  del  quale  già'  incidentalmente  abbiamo  fatto  ubo 
più  volte.  Vogliamo  ora  dedicarvi  qualche  parola,  per  li- 
mitarci i>oi  a  studiare  una  famiglia  particolare  di  corrispon- 
denze. 

Siano  assegnate  due  classi  {a^bj  Cj  . . .  )?  (  ^^  ^%  <^y  •  •  •  ) 
di  elementi  qualisivogliano  (numeri,  punti,  oggetti  . . .  ),  in 
numero  finito  o  infinito;  e  sia  nota  inoltre  una  legge,  in 
virtù  della  quale  ad  un  qualsiasi  elemento,  ad  es.  a,  della 
prima  classe  venga  associato,  in  modo  perfettamente  deter- 
minato, un  elemento  (o  più  elementi)  a%  ...  della  seconda 
classe.  Diremo  allora  che  quella  legge  fissa  una  corrispon- 
denza,  con  cui  si  passa  dalla  prima  classe  alla  seconda; 
Telemento  a  della  prima  classe  ha  per  corrispondente  (o 
corrisi>ondentì)  Pelemento  (o  gli  elementi)  a%  ...  della  se- 
conda classe.  Se  ad  un  elemento  a,  comunque  scelto  nella 
prima  classe,  corrisponde  un  solo  demento  a'  della  seconda, 
la  corrispondenza  si  dice  univoca;  e  si  dice  biunivooay 
quando  inoltre,  scelto  comunque  un  elemento  a'  della  se- 
conda classe,  esiste  nella  prima  uno  ed  un  solo  elemento  a, 
dì  cui  a'  sia  il  corrispondente.  Quando  si  assegna  una  cor- 
rispondenza biunivoca  fra  due  classi,  si  vengono  in  realtà 
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a  fissare  due  corrispondenze,  inverse  l'una  dell'altra,  delle 
quali  una  conduce  da  un  elemento  qualsiasi  a  della  prima 
dasse  all'elemento  corrispondente  a'  della  seconda,  mentre 
l'altra  riconduce  da  a'  ad  a,  e  distrugge,  per  dir  cosi,  l'efEetto 
della  prima. 

Facciamo  ora  qualche  ipotesi  sulla  natura  dogli  elementi 
componenti  le  due  classi.  Se  questi  elementi  sono  numeri, 
e  precisamente  a,  6,  e,  ...  si  riguardano  come  valori  assunti 
da  una  variabile  Xy  mentre  a%  b%  c%  ...  sono  valori  assunti 
da  una  variabile  y,  una  corrispondenza  univoca  fra  la  prima 
classe  e  la  seconda  definisce  y  come  funzione  di  a?.  Se  la 
prima  classe  si  compone  di  elementi  geometrici,  ad  es.  degli 
elementi  di  una  forma  di  prima  specie,  e  la  seconda  classe 
si  compone  di  numeri  reali,  una  corrispondenza  biunivoca 
fra  le  due  classi  (quando  sia  inoltre  continua)  stabilisce  un 
sistema  di  coordinate  sulla  forma  (n.°  8).  Finalmente,  se  le 
due  classi  si  compongono  di  elementi  geometrici,  e  sono, 
ad  es.,  due  forme  di  prima  specie,  si  avrà  una  corrispon- 
denza geometrica  fra  le  due  forme. 

Porteremo  ora  esempi  di 
certe  particolari  corrispondenze 
biunivoche  fra  due  forme  di 
prima  specie,  delle  quali  poi  do- 
vremo occuparci. 

163.  Esempi  di  corrtepon- 
denze  proiettive  fra  due  forme 
di  prima  epecle. 

a)  Se  si  proietta  una  pun- 
teggiata J.,  B,  C,  D,  ...,  di 
sostegno  ti,  da  un  centro  S 
fuori  di  Uy  si  ottiene  un  fascio 
di  rette  a,  6,  o,  d,  . . . ,  il  quale  è  in  corrispondenza  biuni- 
voca colla  punteggiata  (cfr.  n.°  116).  In  generale,  se  si  passa 
da  una  forma  di  prima  specie  ad  una  seconda  forma  di 
prima  specie  con  una  o  più  operazioni  di  proiezione  e  se- 
zione, si  viene  a  stabilire   fra  le  due   forme  una  corrispon- 
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denza  biunivoca,  per  la  quale  si  corrispondono  due  elementi 
di  queste,  che  si  ottengano  Puno  dall'altro  mediante  quelle 
operazioni.  Una  proprietà  notevole  di  una  siffatta  corri- 
spondenza (proprietà  che,  come  vedremo,  basta  a  definirla) 
è  che  il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  arbitrari  del- 
runa  forma  è  uguale  al  doppio  rapporto  dei  quattro  ele- 
menti corrispondenti  dell'altra  (n.o  143). 

b)  Trasportando  una  punteggiata  u  in  una  nuova  posi- 
zione u%  i  punti  J.,  £,  C,  D,  . . . ,  di  le  si  porteranno  in 
certi  punti  A\  B%  C%  iX,  . . .,  di  u%  e  tra  le  due  punteg- 
giate verrà  a  stabilirsi  una  corrispondenza  biunivoca,  quando 
si  riguardino  come  corrispondenti  due  punti,  come  J.,  . . . 
eà  A%  ...,  che  siano  le  posizioni  iniziale  e  finale  di  uno 
stesso  punto  mobile.  Ora  se,  come  supporremo,  il  movi- 
mento non  altera  le  lunghezze  dei  segmenti,  la  distanza  di 
due  punti  arbitrari  della  punteggiata  u  sarà  uguale  alla 
distanza  dei  punti  corrispondenti  della  punteggiata  u'  (che 
perciò  si  dirà  uguale  alla  u);  ed  in  conseguenza  il  doppio 
rapi>orto  di  quattro  punti  arbitrari  di  u  uguaglierà  il  doppio 
rapporto  dei  corrispondenti  punti  di  u\ 

Analogamente  un  movimento  nello  spazio  trasporta  un 
fascio  di  rette  (o  di  piani)  in  un  nuovo  fascio;  e  tra  i  due 
fasci  {uguali)  passa  una  corrispondenza  biunivoca  tale,  che 
il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  arbitrari  dell'un  fa- 
scio risulta  certo  uguale  al  doppio  rapporto  dei  corrispon- 
denti elementi  dell'altro  fascio. 

Gli  esempi  suesposti  rendono  ormai  chiara  la  definizione 
che  segue. 

164.  Deflnlilone  della  prolettività  fri  due  forme  di  prima 
epecle.  —  8i  dice  ohe  due  forme  di  prima  specie  aorw  in,  cor- 
rispondenza proiettiva  (o  riferite  proiettivamente^  o  proiettive)^ 
quando  ad  ogni  demento  di  ciascuna  di  esse  corrisponde  un 
solo  elemento  delVàUra,  coUa  condizione  ohe  il  doppio  rap- 
porto di  guaUro  elementij  comunque  scelti,  nélVuna  forma  sia 
uguale  al  doppio  rapporto  degli  elementi  corrispondenti  nel- 
Valtra  forma.  L'ultima  condizione  determina  quali  corri- 
spondenze biunivoche  debbano  riguardarsi  come  proiettive. 
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Per  indicare  che  due  forme  di  prima  specie  sono  rìf e* 
rite  proiettivamente,  e  che  agli  elementi  A^B,  G^D^E^  ... 
della  prima  corispondono  ordinatamente  gli  elementi  A'^  B\ 
G%  If^  E%  ...  della  seconda,  scriveremo 
(1)  ABCDE...  A  A'B'C'D'W  ... 

La  (1)  (nella  quale  si  può  anche  supporre  che  a  si- 
nistra, e  quindi  a  destra,  sia  scritto  un  numero  finito  n  ^  4 
di  elementi  corrispondenti  delle  due  forme)  riassume  le  ugua- 
glianze che  si  ottengono,  scegliendo  in  tutti  i  modi  quattro 
elementi  della  prima  forma,  e  paragonandone  il  doppio  rap- 
porto a  quello  degli  elementi  corrispondenti  della  seconda 
forma.  Le  dette  uguaglianze  non  sono  però  tutte  indipen- 
denti, come  poi  vedremo. 

Il  oonoetto  di  oorrìspondensa  proiettiva  (sotto  il  nome  di  eoUinea/re) 
è  dorato  a  MObius  (1827);  di  eesa  si  occuparono  succeBsivamente 
Steiner  (1832),  che  adottò  la  denominazione  da  noi  accolta,  Chasi.E8 
(1831),  ohe  disse  omografica  la  corrispondenza,  Staudt  (  1847) . . . 

165.  —  Gli  esempi  di  corrispondenze  proiettive  portati 
nel  n.°  163  danno  luogo  ai  seguenti  teoremi: 

a)  Due  forme  di  prima  specie^  che  si  oUengcmo  Vuna 
dàtt^aUra  mediante  ima  o  più  operazioni  di  proiezione  e  se- 
zione, sono  riferite  proiettivamente;  e  vedremo  tra  poco  che 
sussiste  pure  il  teorema  inverso. 

b)  Uuguaglianza  tra  due  forme  di  prima  specie  è  una 
particolare  proiettività;  in  altre  parole:  se  una  forma  di 
prima  specie  si  assoggetta  ad  un  movimento  (che  non  alteri 
entro  ad  essa  la  mutua  posizione  degli  elementi),  tra  la  po- 
sizione iniziale  e  la  posizione  finale  della  forma  passa  una 
proiettività. 

166.  Prodotto   di   proiettività.  —  Dalla  definizione  di 

corrispondenza  proiettiva  risulta  subito  che,  se  due  forme  di 

prima  specie  sono  riferite  proiettivamenie  ad  una  stessa  forma, 

esse  sono  riferite  proiettivamente  tra  loro.  In  simboli,  dalle  due 

relazioni 

ABGD  ...  A  A'B'G'D'  ..., 

A'B'G'D' ...  A  A''B''G''D'\  . .  , 
segue  ^  J?  CD  ...  A  A"B"G''D'\ . . 
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Infatti  tra  queste  due  ultime  torme  viene  a  stabilirsi  una  corri- 
spondenza biunivoca,  quando  si  riguardino  come  corrispon- 
denti due  elementi  (come  A  ed  A'')j  i  quali  abbiano  uno 
stesso  elemento  (A^)  come  corrispondente  nella  forma  inter- 
media. E  la  detta  corrispondenza  è  ima  proiettività,  giacché, 
&e  Aj  Bj  Cj  D  sono  quattro  elementi  arbitrari  della  prima 
forma,  si  ha  per  ipotesi 

(A J? OD)  =  (A'B'C'D%  (A'B'C'D')  =  (A"B''C"]y% 

donde  si  trae 

(ABCD)  =  (A"B''C"iy'). 

Sono  corollari  immediati  del  teorema  e  degli  esempi  sopra 
riportati  : 

Due  forme  riferite  praiettivamente^  rimang<mo  nella  detta 
relazione  a/nehe  se  i  loro  sostegni  vengono  comunque  spostati 
nello  spazio. 

Se  due  forme  sono  riferite  proiettivamentej  saranno  riferire 
proiettivamente  anche  due  forme,  che  da  quelle  ordinatamente  si 
deducano  mediante  operazioni  di  proiezione  e  sezione. 

Ostenrailonf.  —  n  teorema  di  questo  paragrafo  può 
enimciarsi  in  altro  modo.  Dette  jP,  F%  F''  le  tre  forme  di 
prima  specie  sopra  considerate,  ricordiamo  anzitutto  che  la 
proiettività  fra  J?'  ed  jP'  è  la  riunione  di  due  corrispondenze 
od  operazioni,  inverse  una  dell'altra  (nP  162),  dette  pure 
proiettività  :  una  prima,  che  indicheremo  con  P,  la  quale 
permette  di  passare  dalla  forma  J^  alla  forma  F^  (e  dagli 
elementi  JL,  £,...  agli  elementi  A\  £',...);  una  seconda 
operazione  che  si  suole  indicare  con  jP~^,  la  quale  fa  ritor- 
nare da  jP'  ad  J^  (e  da  A'  B\. . .,  ad  J.,  JB,. . .).  Similmente 
indichiamo  con  P^  la  operazione,  con  cui  si  passa  dalla  forma 
F'  alla  forma  F"  (e precisamente  da  A%  J?'. . . ,  ad  A",  B'\  . .  ). 
Eseguendo,  una  di  seguito  all'altra,  le  due  operazioni  Pe  P" 
(prima  P  e  poi  P'),  si  ottiene  una  operazione  composta  che 
conduce  da  F  ad  F'%  e  precisamente  dagli  elementi  J.,  £, . . . , 
agli  elementi  A'%  B'^ ,. . .  Questa  nuova  operazione  sì  suole 
indicare  con  P*  P^,  e  si  chiama  prodotto  delle  due  opera- 
zioni (o  corrispondenze)  P  e  P^,  applicate  nell'ordine  scritto. 
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Il  prodotto  di  due  corrispondenze  univoche  è  evidentemente 
una  corrispondenza  univoca.  Il  ragionamento  precedente 
prova  di  piti,  che  il  prodotto  di  due  proiettività  è  ancora  uria 
proiettività.  Questo  teorema,  equivalente  al  primitivo,  può 
d'altronde  estendersi,  insieme  alla  definizione  di  prodotto, 
al  caso  di  più  proiettività. 

Come  esempio,  si  osservi  che  il  prodotto  di  una  proiet- 
tività P  per  la  sua  inversa  P~*  è  ima  proiettività,  che  fa 
corrispondere  ad  ogni  elemento  deUa  forma  primitiva  Pele- 
mento  stesso.  Questa  proiettività  si  chiama  id&ntUày  e  tal- 
volta si  indica  con  1  ;  sicché  si  scrive  P  •  P-^  =  1. 

167.  Posizioni  partleolarl  di  torme  proiettive.  —  I  sostegni 
di  due  forme  proiettive  possono  essere  situati  comimque 
nello  spazio.  Ma  se  quelli  si  trovano  in  posizioni  particolari, 
si  verificano  certe  proprietà,  che  occorre  mettere  in  rilievo. 

Supponiamo  anzitutto  che  si  abbiano  due  punteggiate, 
proiettive  u,  u'j  situate  in  uno  stesso  piano.  Il  punto  uu'j 
comune  ai  due  sostegni,  va  considerato,  separatamente,  come 
elemento  di  u  o  Ai  u^]  conviene  perciò  indicarlo  con  due 
lettere  diverse,  ad  es.  JL  e  B%  per  mettere  in  evidenza  quale 
sia  la  forma  a  cui  viene  attribuito.  Al  punto  A  ^u  corri- 
sponde sopra  u'  un  certo  punto  A',  cui  si  perviene  mediante 
la  operazione  (proiettività)  diretta,  sia  P,  con  cui  si  passa 
da  u  ad  u\  In  generale  accadrà  che  A'  sia  distinto  da  A. 
Similmente,  se  al  punto  uu%  considerato  sopra  u%  e  chiamato 
B\  applichiamo  la  operazione  inversa  P~^,  con  cui  si  passa 
da  u^  ad  ti,  arriviamo  ad  un  punto  B  di  u^  generalmente 
distinto  da  B\  Se  però,  in  un  caso  particolare,  A  coincide 
con  A'  (e  quindi  B'  con  j5),  allora  A  si  dirà  punto  unito. 
E  sempre,  in  una  proiettività  fra  due  forme  dello  stesso 
nome,  dicesi  unito  un  elemento,  che  appartenga  alle  due  forme 
e,  considerato  nell'una,  abbia  per  corrispondente  sé  stesso 
nell'altra. 

Considerazioni  analoghe  si  faranno  se  ogni  elemento 
dell'una  forma  appartiene  all'altra,  nella  quale  ipotesi  le  due 
forme  si  dicono  sovrapposte.  Tali  sono  adunque  due  punteg- 
giate giacenti  sulla  stessa  retta;  due  fasci  di  rette  concen- 
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trici  in  uno  stesso  piano;  due  fasci  di  piani  aventi  lo  stesso 
asse* 

Cosi,  se  Uj  u'  sono  due  punteggiate  sovrapposte,  ogni 
punto  A  =  B^  del  sostegno  comune  va  considerato  due  volte; 
al  detto  punto  corrispondono,  in  virtù  della  proiettività  P 
o  P^^  rispettivamente,  i  due  punti  A^  di  ^',  o  jB  di  u,  I  due 
nuovi  punti  sono  distinti  dal  punto  di  partenza,  a  meno  che 
questo  non  sia  punto  unito,  e  generalmente  sono  distinti  fra 
loro,  perchè  la  proiettività  P  differisce  generabnente  dalla 
inversa  P^. 

Per  renderci  ragione  di  queste  ultime  avvertenze  sopra 
un  esempio  concreto,  supponiamo  che  Poperazione  P  sia  la 
traslazione  di  un  centimetro  nel  verso  positivo  di  u  ;  sicché 
Poperazione  inversa  P~^  sarà  la  traslazione  di  un  centimetro 
in  verso  negativo.  Allora  ad  uno  stesso  punto  A^B'  della 
retta  corrispondono  due  punti  A'  e  £,  che  distano  entrambi 
di  un  centimetro  da  A^  ma  il  primo  in  verso  positivo,  il 
secondo  in  verso  negativo.  Perciò  A^  e  B  sono  distinti  tra 
loro  e  da  JL. 

Biprendendo  due  forme  sovrapposte  qualsivogliano,  os- 
serviamo che  una  particolarissima  proiettività  si  ottiene, 
facendo  corrispondere  ad  ogni  elemento  del  comune  sostegno 
l'elemento  stesso.  Essa  dicesi  identità  ed  ha  come  unito  ogni 
elemento. 

È  chiaro  che  una  proiettività  fra  due  forme  sovrapposte^ 
la  quale  abbia  tre  elementi  uniti^  ha  unito  ogni  altro  elemento 
ed  è  V  identità.  Infatti  dalla  relazione 

AB  CD...  A  A'B'G'B'..., 

seguono  Puguaglianza  (AB  CD)  =  (A'B'C'D')  e  le  analoghe; 
ora  se  -1,  B,  C  sono  uniti,  e  quindi  coincidono  rispettiva- 
mente con  A'y  B'j  C'j  dovrà  anche  D  coincidere  con  D' 
(n.o  144). 

168.  Posliione  prospettiva  di  torme  proiettive.  —  Due 

forme  proiettive  possono  assumere  altre  posizioni  notevoli, 
dette  posizioni  prospettive.  Per  quanto  riguarda  due  forme 
dì  nome  diverso,  noi  già  dicemmo  (n.^  116)  che  esse  diconsi 
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prospettive  (e  son  certo  proiettive),  quando  una  di  esse  è 
proiezione  o  sezione  dell'altra;  elementi  corrispondenti  sempre 
si  appartengono. 

Si  dice  inoltre  che  due  forme  dello  stesso  nome,  giacenti 
in  uno  stesso  piano  (e  riferite  proiettivamente) ,  sono  prospet- 
tive nei  seguenti  casi,  che  si  corrispondono  per  dualità  piana: 


quando  due  punteggiate  sono 
ottenute  segando  uno  stesso 


quando  due  fasci  dì  rette  sono 
ottenuti  proiettando  una  stes- 


fascio  di  rette  con  due  tra- 
sversali; allora  le  rette  con- 
giungenti punti  corrispon- 
denti delle  due  punteggiate 
passano  tutte  per  uno  stesso 
punto  {centro  di  prospettiva). 
Due  punteggiate  prospet- 
tive hanno  unito  il  punto  co- 
mune ai  loro  sostegni. 

È  importante  notare  che 
inverte.  Infatti: 

8e  due  punteggiate  riferite 
proiettivamente^  non  sovrappo- 
stej  lumno  un  punto  unito j  esse 
sono  prospettive. 


sa  punteggiata  da  due  centri 
diversi;  allora  i  punti  di  incon- 
tro di  rette  corrispondenti  dei 
due  fasci  stanno  tutti  sopra 
una  stessa  retta  {asse  di  pro- 
spettiva). 

Due  fasci  prospettivi  han- 
no unUa  la  retta  congiungente 
i  loro  centri. 

quest'ultima  osservazione  si 

Se  due  fasci  di  rette  {di  un 
piam/o)  riferiti  proiettivamente^ 
non  sovrapposti^  ìianno  una  ret- 
ta unitay  essi  sono  prospettivi. 
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Dimostriamo,  ad  es.,  la  proposizione  di  sinistra.  Posto 
che  la  proiettività  fra  le  punteggiate  u  ed  u'  sia 

(1)  ABCD...  A  A'B'C'D\..j 

e  che  A  =  A'  sia  il  punto  unito,  consideriamo  la  interse- 
zione 8  delle  rette  BB'  e  CC\  Proiettando  ds,  8  i  punti 
di  u  sopra  u\  e  dette  D^\ ...  le  proiezioni  di  D . . . ,  sussiste 
la  uguaglianza  (n.^  143) 

{ABCD)^{A'B'C'D'')y 

insieme  alle  analoghe.  Ma  dalla  (1)  segue 

{ABC D)^  {A' B' CD'), 

colle  analoghe.  Il  paragone  dei  secondi  membri  prova  (n.^  144) 
ohe  i  punti  D'% . . .  coincidono  ordinatamente  coi  punti,  D". . .  ; 
in  altre  parole  le  rette  DD% . . .  passano  tutte  per  8. 

Olttrvaitona.  —  Dalla  deflnizioDe  segue  ohe  la  relazione  prospet- 
tiva  fra  due  forme  dipende  dalla  mutua  posizione  deUe  forme  stesse. 
Due  forme  proipeUive,  o  meglio  due  forme  proiettive  in  poeieione  prò- 
spettiva,  rimangono  proiettive»  ma  perdono  generalmente  la  posizione 
prospettiva,  quando  i  loro  sostegni  vengano  spostati  Tuno  rispetto 
àQ'altro.  Inversamente,  due  punteggiate  o  due  fasoi  di  rette  proiettivi» 
ma  non  prospettivi,  possono  esser  sempre  portati  in  tale  posizione  da 
divenir  prospettivi  ;  giacché  basta  collocare  le  due  forme  in  uno  stesso 
piano,  ed  in  guisa  che  un  elemento  prefisso  dell'una  venga  a  coinci- 
dere coU'elemento  corrispondente  dell'altra,  senza  che  le  forme  si  so- 
vrappongano. 

Segue  ancora  che  due  forme  prospettive  ad  una  terza  non  sono 
generalmente  prospettive  tra  loro,  ma  soltanto  proiettive;  si  può  dire 
ohe  il  prodotto  di  due  o  più  prospettività  non  è  in  generale  una  pro- 
spettività, ma  solo  una  proiettività. 

169.  Oostruiione  di  una  proiettività  fra  due  torme  di 
prima  tpede.  —  Siamo  ora  in  grado  dì  costruire  una  pro- 
iettività fra  due  forme  di  prima  specie,  la  quale  soddisfi  a 
certe  condizioni  prestabilite;  dato  un  qualsiasi  elemento 
sulla  prima  forma,  ci  proponiamo  di  costruire  l'elemento 
corrispondente  della  seconda  forma. 

Si  tratti,  ad  es.,  di  due  punteggiate  u,  u%  situate  in 
uno  stesso  piano,  ma  non  sovrapposte.  È  facile  vedere,  e 
risulterà  dal  seguito,  che  in  infiniti  modi  si  possono  riferire 
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proiettivamente    le   due   punteggiate,    in   guisa    che    due 
punti  Ay  Bj  assegnati  ad  arbitrio  sopra  u,  abbiano  per  cor- 
rispondenti due  pun- 


■Hs 


u 


^  •?  t<p 


ti  A'j  B%  assegnati 
ad  arbitrio  sopra  u\ 
Esaminiamo  perciò 
se  sia  possibile  oo- 
8tmire  una  proietti' 
vita  fra  le  due  pun- 
teggiatenj  n'y  in  guisa 
che  a  tre  punti  arbi- 
trari A,  BjC  din  cor- 
rispondano tre  punti 
arbitrari  A%  B',  C 
di  u'. 

Supposto   anzi- 


tutto che  esista  una  proiettività 

(1)  ABCD  ...  T^A'B'C'B'  ... 

soddisfacente  alle  condizioni  suddette,  proiettiamo  le  due 
punteggiate  i*,  u'  da  due  centri  arbitrari  S,  8%  situati  ordi- 
natamente fuori  ^  Uy  u'.  Otterremo  due  fasci  proiettivi 
che,  con  una  scrittura  assai  chiara,  indicheremo  cosi: 

flf  (A B  CD  . . .)  A  8' (A'B' CD'  . .  .)• 

Ora  se  i  punti  /8,  8'  vengono  scelti  sulla  retta  A  A'  (^), 
essa  risulterà  unita  nei  due  fasci.  Questi  in  conseguenza 
(n  o  168)  sono  prospettivi,  sicché  i  punti  intersezioni 

8B  .  8'B'  =  B'%     8C  '  8'C'=C'%     8D  •  8'D'  =  D'%... 

si  trovano  sopra  una  stessa  retta  u'%  la  quale  può  tracciarsi 
perchè  i  due  primi  punti  son  noti. 

Viceversa,  detto  -4''  il  punto  in  cui  u"  sega  AA\  se 
noi  proiettiamo  la  punteggiata  -1"B"C"J[)"  . . .,  di  so- 
stegno u^\  una  volta  da  8  sopra  Uj  una  seconda  volta  da  8' 


(^)  La  scelta  andrebbe  esclusa  se  A,  od  A\  cadesse  nel  punto  wu'; 
ma  allora  aUa  retta  AA'  si  sostituirebbe  la  BB\  o  la  CO'. 
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sopra  u\  otteniamo  due  punteggiate  (1),  le  quali  sono  pro- 
iettive a  quella,  e  quindi  tra  loro,  e  soddisfano  inoltre  alle 
condizioni  imposte  dall'enunciato.  Dunque  il  problema  pro- 
posto è  sempre  risolubile  ;  ed  abbiamo  anzi  visto  come  possa 
risolversi. 

Ma  esisterà  una  sola  proiettività  fra  i^  ed  u\  che  muti 
la  tema  ABC  nella  tema  A'B'C'^  La  domanda  è  lecita, 
perchè  nella  costruzione  compariscono  vari  elementi  arbi- 
trari, potendosi  scegliere  S,  S'  comimque  sopra  una  delle  tre 
rette  AA%  BB%  CC\  Si  potrebbe  dunque  pensare  che  una 
nuova  scelta  di  questi  punti  conducesse  ad  una  nuova  pro- 
iettività, nella  quale  al  pimto  D  ài  u  venisse  a  corrispon- 
dere uà  nuovo  punto  Di'  di  u\  In  tal  caso  però  si  avrebbe 

(AB CD)  ^{A'B'C'Di% 

mentre  per  la  (1) 

{ABCD)  =^  (A' B' C D'y, 

di  qua  si  conclude  che  B'  coincide  con  D/.  La  proiettività, 
di  cui  parla  l'enunciato,  è  dunque  pienamente  determinata. 

ISToi  abbiamo  esa- 
minato sinora  solo  il 
caso  di  due  punteg- 
giate, situate  in  un 
piano  e  non  sovrap- 
poste. A  questo  caso 
però  può  ridursi  ogni 
altro,  sostituendo,  ove 
occorra,  a  due  forme 
assegnate,  che  debbano 
esser  riferite  proietti- 
vamente, due  punteg- 
giate nelle  condizioni 
suddette,  le  quali  da 
quelle  forme  si  otten- 
gano mediante  preliminari  operazioni  di  proiezione  e  sezione. 

D'altra  parte,  mediante  trasformazione  per  dualità 
piana  (o  solida),  si  possono  dedurre  nuove  costruzioni  dalla 


V 
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costruzione  relativa  alle  punteggiate.  Cosi  Pultima  figura 
risolve  il  problema  di  riferire  proiettivamente  due  fasci 
di  rette  U^  U%  situati  in  un  piano  ma  non  sovrapposti, 
in  guisa  che  alle  rette  a,  b^  e  del  fascio  U  corrispon- 
dano le  rette  a\  b'j  e'  del  fascio  U\  I  due  fasci  sono  se- 
gati colle  trasversali  Sy  a'  condotte  arbitrariamente  per  il 
punto  aa''y  ecc. 

170.  T^wema  londamentaie.  —  Indipendentemente  dalla 
costruzione  che  si  vuol  seguire^  risulta  dalle  cose  dette  la 
proprietà  fondamentale  della  proiettività  : 

Tra  due  forme  di  prima  specie  8i  ptiò  stabilire  sempre^ 
eél  in  un  sol  modo,  una  proiettivitàj  la  quale  faccia  corrispon- 
dere a  tre  elementi^  assegnati  ad  arbitrio  suUa  prima  forma, 
tre  elementi,  pure  assegnati  ad  arbitrio  sulla  seconda. 

Le  considerazioni  del  n.^  169  provano  inoltre  che  questa 
proiettività  può  sempre  costruirsi  mediante  un  certo  nu- 
mero finito  di  operazioni  di  proiezione  e  sezione,  conducenti 
da  ogni  elemento  della  prima  forma  al  corrispondente  ele- 
mento dell'altra  (quindi  colla  sola  riga,  se  si  opera  sopra 
un  piano). 

Siccome  d'altra  parte  si  sa  (n.^  165)  che  due  forme  di 
prima  specie,  una  delle  quali  possa  dedursi  dall'altra  me- 
diante una  o  piti  operazioni  di  proiezione  o  sezione,  sono 
in  corrispondenza  proiettiva,  cosi  si  conclude  che  la  defini- 
zione di  proiettività  da  noi  data  (n.^  164)  può  sostituirsi 
colla  seguente,  adottata  da  vari  autori: 

Due  forme  di  prima  specie  diconsi  riferite  proiettivamente^ 
quando  si  può  passare  dalVuna  air  altra  (e  precisamente  da 
ogni  elemento  dell'una  al  corrispondente  elemento  dell'altra) 
con  un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni  (^). 

*  Ottervaiione.  —  Il  primo  teorema  è  cosi  importante, 

che  vai  la  pena  di  indicarne  una  dimostrazione  più  diretta. 

Supposto  anzitutto  che  esista  una  proiettività,  la  quale 


(*)  0  in  altra  parole:   chiamasi  proiettività  il  prodotto  di  un  nu- 
mero finito  di  corrìspondenze  prospettive. 
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muti  gli  elementi  A^  B,  C  della  prima  forma  negli  ele- 
menti -4',  B%  C  della  seconda,  quella  proiettività  deve  mu- 
tare ogni  altro  elemento  D  della  prima  forma  in  quell'ele- 
mento, pienamente  determincUOy  D'  della  seconda,  tale  che 
risulti 

(1)  (ABCB)^  (A'B'C'D'). 

Sicché  la  proiettività,  se  esiste,  è  unica. 

Fatta  ora  astrazione  dall'esistenza  della  proiettività,  si 
associ  ad  ogni  elemento  D  della  prima  forma,  qudl'elemento  ly 
della  seconda  determinato  dalla  (1).  Si  otterrà  cosi  una 
corrispondenza  biunivoca  tra  le  due  forme,  nella  quale  si 
corrisponderanno  due  elementi,  come  i>,  D\  aventi  la  stessa 
coordinata  proiettiva  (1)  rispetto  aJle  teme  di  elementi  fon- 
damentali (ABC)  ed  (A' B' C).  Ora  il  doppio  rapporto  di 
quattro  posizioni  arbitrarie  di  D  certo  uguaglia  il  doppio 
rapporto  delle  quattro  posizioni  corrispondenti  di  D%  giacché 
entrambi  i  doppi  rapporti  sono  espressi  dal  doppio  rap- 
porto delle  quattro  coordinate  proiettive  (n.°  154),  comxmi 
agli  uni  e  agli  altri  elementi.  Dunque  la  corrispondenza 
suddetta  è  una  proiettività,  di  cui  cosi  viene  dimostrata 
resistenza. 

*  171.  Teorema  di  Staudt.  —  Bisulta  dall'ultima  osser- 
vazione che,  date  due  forme  proiettive,  le  uguaglianze,  che 
si  ottengono  paragonando  i  doppi  rapporti  deU'una  coi 
corrispondenti  doppi  rapporti  dell'altra,  non  sono  tutte  in- 
dipendenti tra  loro.  Se  infatti  sussistono  le  uguaglianze  che 
provengono  dalla  (1)  (n.''  170)  tenendo  fissi  gli  elementi  A, 
jB,  0,  A'j  B%  C\  e  facendo  variare  in  tutti  i  modi  possibili 
la  coppia  di  elementi  corrispondenti  D,  !>',  si  verificherà  in 
conseguenza  ogni  altra  uguaglianza  che  si  ricavi  scegliendo 
comunque  due  quaterne  di  elementi  omologhi.  La  prima 
definizione  di  proiettività  (n.^  164)  contiene  adunque  un 
numero  esuberante  di  condizioni. 

Dello  stesso  fatto  ci  possiamo  persuadere  anche  per 
un'altra  via.  Vedremo  infatti  che,  dovendo  decidere  se  due 
forme  di  priilna  specie,  in  corrispondenza  biunivoca,  sono 


310  PABTB  m,  GAP.  m,  N.  17L 

— ^»^  I  ■■  *  ■■■^^■^^i^^^^  I   ■  ■  ■■    I  -^M» — ^»^^M      ■■^■■iii  ■■--— ^.■.  ■  -  ■  ■■         ^m^^^m^m         ■  ■■■■■■ 

proiettive,  basta  considerare  nell^una  forma  solo  quei  doppi 
rapporti  che  hanno  un  valor  numerico  prefisso,  ad  es.  —  1, 
e  paragonarli  coi  corrispondenti  doppi  rapporti  dell'altra 
forma;  giacché,  quando  si  sia  riscontrato  che  anche  questi 
hanno  lo  stesso  valore,  si  potrà  conchiudere  che  ogni  doppio 
rapporto  dell'una  forma  è  uguale  al  corrispondente  doppio 
rapporto  dell'altra.  Il  valore  —  1  del  doppio  rapporto  ha  poi 
uno  speciale  interesse,  perchè  il  relativo  gruppo  di  elementi 
risulta  armonico,  e  può  quindi  essere  definito  e  costruito  in 
base  a  sole  considerazioni  grafiche  (n.^  149,  Oss.).  Ciò  basta 
a  spiegare  quale  importanza  abbia,  nello  sviluppo  della 
Greometria  proiettiva  fondata  sopra  pure  considerazioni  gra- 
fiche (secondo  Staudt),  il  teorema  seguente: 

Una  corrispondenza  biunivoca  fra  due  forme  di  prima 
specie j  per  la  quaie  ad  ogni  gruppo  armonico  deUVuna  forma 
corrisponda  un  gruppo  armonico  deWaUra,  è  una  proietti- 
vUà  (*). 

Assumiamo  tre  elementi  arbitrari  A^B^C  della  prima 
forma  e  gli  elementi  corrispondenti  A',  B%  C  della  seconda 
forma,  come  elementi  fondamentali  di  due  sistemi  di  coor- 
dinate proiettive.  Dette  a?,  x'  le  coordinate  di  due  elementi 
corrispondenti  X,  X^  delle  due  forme,  la  corrispondenza 
biunivoca  fra  X  ed  X^  si  traduce  in  una  corrispondenza 
biunivoca  fra  le  variabili  a;  ed  a;'  ;  tutto  si  riduce  a  provare 
che,  in  virtti  delle  ipotesi  del  teorema,  l'ultima  corrispon- 
denza è  la  uguaglianza  x^  xf. 

1)  Dimostreremo  in  primo  luogo  che  «  a  valori  cre- 
cc  scenti  (in  senso  algebrico)  di  x  corrispondono  valori  ere- 
centi  di  a;'  »,  o,  come  si  suol  dire,  che  x'  è  funzione  crescente 
di  X.  Premettiamo,  a  tal  fine,  la  osservazione  che  due  coppie 
di  elementi  separantisi  o  non  separantisi  dell'una  forma, 
hanno  per  corrispondenti  sull'altra  forma  due  coppie  che, 


(')  Se  come  defliUzione  deUa  praietì/iviXà  si  assume  quella  data  al 
n.®  170,  renuQoiato  del  teorema  concorda  con  quello  di  Staudt.  U&a 
dimostrazione  (diversa  da  questa),  secondo  le  tracce  di  Staudt,  si  trova 
nella  Geometria  proiettiva  di  Enriques,  Gap.  V. 
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rispettivamente,  si  separano  o  non  si  separano.  Infatti, 
detti  J.,  Bj  C,  D  quattro  elementi  arbitrari  della  prima  forma, 
e  posto,  ad  es.,  che  le  due  coppie  AB^  CD  non  si  separino, 
esisteranno  (n.®  152,  es.  43))  due  elementi  reali  17,  V  divi- 
denti armonicamente  le  coppie  AB,  CD.  Ma  allora  gli  ele- 
menti corrispondenti  TJ\  Y'  dovranno  (per  la  ipotesi  del 
teorema)  dividere  armonicamente  le  coppie  A'B^,  CD',  le 
quali  per  conseguenza  non  si  separeranno.  Segue  che  il 
doppio  rapporto  di  quattro  elementi  arbitrari  dell'una  forma 
ha  lo  stesso  segno  del  doppio  rapporto  degli  elementi  cor- 
rispondenti dell'altra  (n.°  144).  E  segue  ancora  che,  detto  B 
un  quinto  elemento  arbitrario  della  [prima  forma,  a  cui 
corrisponda  l'elemento  W  sulla  seconda,  le  due  differenze 

{ABGiy)—(ABGIl),     {A'B'G'jy)  -  {A'B'C'B') 

hanno  lo  stesso  segno.  Si  ha  infatti  (n.°  147): 

{ABCE) 


(ABCD)  -  (ABCE)  =  (ABCD)  \  1  — 


{ABCD) 


^(ABCD)      1-iABDE)       =  (ABCD)  {ADBE)) 

similmente 

{A'B'C'D')-{A'B'C'W)  =  (A'B'C'D')  (A'D'B'E% 

e  i  due  prodotti  di  doppi  rapporti  hanno  certo  lo  stesso 
segno  per  la  osservazione  precedente.  Ora,  dette  a^,  xi  le 
coordinate  proiettive  di  D,  i?,  e  a?o',  x\  le  coordinate  pro- 
iettive di  P',  E%  quelle  due  differenze  valgono  xo  —  xi 
e  a?o'""^i';  dunque  se,  ad  es.,  Xfi<Cxi,  sarà  pure  xo^<Cxi% 
il  che  giustifica  la  nostra  affermazione. 

2)  Dimostriamo  in  secondo  luogo  che  «  se  la  variabile  x 
assume  un  valore  razionale  qualsiasi,  la  variabile  x'  assumerà 
in  corrispondenza  lo  stesso  valore,  a^  ^  x  t^.  Ciò  risulta  in- 
tanto dalle  ipotesi  fatte,  se  a;  =  0,  1,  perchè  l'elemento  X 
avente  quella  coordinata  cade  in  By  C  rispettivamente,  ed 
allora  Z'  cade  in  B%  C%  sicché  x^  =  0, 1.  Se  poi  è,  ad  es., 
X  »  2,  l'elemento  X  sarà  il  coniugato  armonico  ài  B  {x=  0) 
rispetto   ad  A   (a?  =  ±  oo)  e  C  (a?  =  1),  e  quindi  X'  sarà   il 
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coniugato  armonico  di  B'  (a?'  «  0)  rispetto  ad-1'  (a;'  =  ±  oo) 
e  C"  (x'  «  1),  ed  avrà  la  coordinata  a?'  =  2  —  x.  In  generale, 
se  X  è  razionale,  X  può  costruirsi  partendo  da  Aj  B^  Cj  ed 
eseguendo  un  numero  finito  di  costruzioni  di  quarti  armo- 
nici (n.o  161,  es.  11)).  Ma  allora,  eseguendo  sulla  seconda 
forma  le  stesse  operazioni,  nello  stesso  ordine,  a  partire  da 
A%  B'y  C\  si  perverrà  all'elemento  Z';  e  poiché  le  coordi- 
nate X  di  X  ed  ^  dì  X'  dii>endono  esclusivamente  dalle 
costruzioni  impiegate  per  ottenere  gli  elementi  stessi,  risulta 
l'uguaglianza  x'  »  x. 

3)  Ormai  per  concludere  che  quella  uguaglianza  vale  in 
ogni  caso,  resta  solo  da  dimostrare  che,  anche  quando  la 
variabile  x  assume  un  valore  irrazionale,  la  variabile  x' 
assume  lo  stesso  valore.  Sia  x^  un  valore  irrazionale  della 
variabile  x,  e  siano  xo^  x^i,  due  valori  razionali  deUa  variabile 
stessa,  dei  quali  il  primo  sia  inferiore,  e  il  secondo  supe- 
riore ad  xi;  dunque  a:b<«i<  ^2- Indichiamo  con  «©',  a?/,  Xo' 
i  valori  corrispondenti  della  variabile  x'.  Segue  anzitutto 
dalla  1)  che  sarà  x^f  <ixi  <^x.^'\  e  dalla  2)  che  a?o'  ==  «o, 
X2  =  Xg  ;  sicché  in  fine  dalle  ipotesi  «o  <C  ^i  <C  ^2?  seguono  le 
conseguenze  xo^xi'^x^.  Ma  allora  i  due  numeri  a?',  xx 
sono  tali,  che  ogni  numero  razionale  inferiore  o  superiore 
al  primo  è,  rispettivamente,  inferiore  o  superiore  al  secondo, 
e  tanto  basta  per  concludere  che  x\  «=  xi.  Con  ciò  il  teorema 
è  dimostrato. 

172.  Equnione  della  prolettività.  —  Siano  1^,  u'  due 
punteggiate  proiettive,  comunque  situate,  su  ciascuna  delle 
quali  sia  fissato  un  sistema  di  ascisse.  Se  indichiamo  con  x,  x' 
le  ascisse  di  due  pimti  corrispondenti  variabili  X,  Z^  tra 
quei  due  numeri  deve  passare  una  tal  relazione  analitica, 
che,  dato  l'uno,  l'altro  rimanga  completamente  determinato. 

Per  stabilire  questa  relazione,  supponiamo  determinata 
la  proiettività  coU'assegnare  tre  punti  ^,  £,  (7  di  u^  aventi 
le  ascisse  a,  &,  0,  ai  quali  debbano  corrispondere  su  te'  i 
punti  A',  B%  C  di  ascisse  a%  b'j  c\  La  relazione  geometrica 
che  definisce  la  proiettività 

{ABOX)^{A'B'C'X), 
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8i  traduce  nella  relazione  algebrica  (n.^*  145,  a)) 

a  —  e       a  —  X        a'  —  (f     a'  —  x' 

"  V  —&  •  &'  —  x'  ' 

a  —  e      a'  —  & 


b-c 

b  —  X 

a  —  X 

a'—x' 

• 

b  —  X 

•  b'      X' 

Posto  ora 

a  —  e 

a'  —  <f 

b-c   '  b'  -if 

i  ^  (g  ->^  0)  {V  ~  d)  _ 
b-e    'V~if       \b  —  c)(a'-(f)       ' 

quantità  finita  e  diversa  da  zero  poiché  tali  sono  le  quattro 
differenze  che  vi  compariscono,  avremo 

(a  — a;)  (&' —  a/) 


(6  — X)  {a'  —  Q^) 


=  &. 


Questa,   liberando   da  trazioni  e  sviluppando,   acquista  la 
forma 

(1)  o.X7f  +  po?  +  Y^'  +  8  =  0, 

dove  si  è  posto  per  brevità 

a  =  1  —  ife,  p  =  a'ìc  —  6',  Y  =  ^*  — -  ^j  8  =  ab'  —  ba'Tc. 
I   quattro  coefficienti  a,  p,  7,  (f  sono   costanti  (indipendenti 

dalla  posizione  d^li  elementi  variabili  X  ed  X'\  tali  che  la 
espressione 

ristdta  diversa  da  zero. 

La  relazione  (1)  rappresenta  la  proiettività  considerata, 
è  la  equazione  détta  proiettività;  con  ciò  intendiamo  dire  che 
due  punti  corrispondentisi  in  questa  proiettività  hanno 
coordinate  soddisfacenti  alla  (1),  e  viceversa. 

Esaminiamo  ora  se,  inversamente,  ogni  relazione  del 
tipo  (1),  nella  quale  a,  p,  y*  8  sono  quattro  costanti  tali  che 
aS  --  Py  4=  0,  sia  atta  a  rappresentare,  nel  senso  ora  stabi- 
lito, una  proietività  tra  due  punteggiate,  di  cui  l'una  sia 
descritta  da  un  punto  X  di  ascissa  a?,  e  l'altra  da  un  punto  X' 
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di  ascissa  x\  Notiamo  perciò  che  la  (1),  risolta  rispetto  ad  vf  ^ 
si  presenta  sotto  la  forma 

(!')  0/  =  -  i^^tl  , 

e  deve  riguardarsi  adunque  (n.^  146)  come  una  trasformar 
zione  lineare  fra  le  variabili  x^  vf^  avente  il  determinante 
a8  — -  Py  +  0  (per  ipotesi).  Ora  sappiamo  già  (n.°  146)  ohe 
una  siffatta  trasformazione  determina  tra  le  variabili  x^  x' 
una  corrispondenza  biunivoca  tale,  che  il  doppio  rapporto 
di  quattro  valori  arbitrari  di  x  uguaglia  il  doppio  rapporto 
dei  corrispondenti  valori  di  x^  Bisulta  di  qua  che  effetti- 
vamente Xj  x'  sono  ascisse  di  punti  corrispondenti  di  una 
proiettività. 

Una  equazione  (1),  in  cui  ciascuna  delle  due  varia- 
bili x^  0?%  presa  isolatamente,  entra  a  primo  grado,  dicesi 
bilineare  ;  ed  ogni  equazione  bilineare  fra  a;  ed  a:'  può  porsi 
sotto  la  forma  (1)  (avvertendo  che  qualcuno  dei  coefficienti 
potrebbe  esser  nullo).  Diremo  adunque: 

Una  proiettività  fra  due  punteggiate  è  rappresentata  da 
una  equazione  bilineare 

axx'  +  ^x  +  Y^  +  8  =  0         (a8  —  pY  =1=  0) 

fra  le  ascisse  x,  x^  di  punti  corrispondenti;  e  viceversa^  ogni 
equazione  siffatta  rappresenta  una  proiettività. 

La  detta  equazione,  o  la  equivalente  (1^9  si  sarebbe 
potuta  assumere  come  definizione  della  proiettività  tra  pun- 
teggiate. Le  proprietà  algebriche  di  quella  equazione,  o  della 
trasformazione  lineare,  si  traducono  nelle  proprietà  geome- 
triche della  proiettività.  Qui  notiamo  che,  valendosi  della 
equazione  (1)  di  una  proiettività,  si  possono  definire  e  con- 
siderare anche  coppie  di  punti  immaginari  corrispondenti 
nella  proiettività,  dei  quali  le  ascisse  soddisf eranno  là  (1) 
Sussiste  ancora  il  teorema  che  il  doppio  rapporto  di  quattro 
punti,  anche  immaginari,  dell'una  forma  uguaglia  il  corri- 
spondente doppio  rapporto  dell'altra  forma,  perchè  la  di- 
mostrazione data  nel  n.°  146  vale  per  numeri  reali  o  com- 
plessi. 
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L'equazione  bilìneare  (1)  di  una  proietti  vita  dipende 
essenzialmente  da  tre  quantità  (oostcmti)^  che  sono  i  rapporti 
di  tre  dei  coefficienti  al  quarto.  Sarà  dunque  determinato 
il  problema  di  costruire  (o  scrivere  l'equazione  di)  una  pro- 
iettività,  che  soddisfi  a  tre  condizioni  assegnate,  traducentisi 
in  tre  relazioni  fra  i  tre  rapporti  suddetti. 

*  OtSMirazIOM  I.  —  H  procedimento  ed  il  teorema,  che 
precede,  sussistono  pure  se,  in  luogo  di  punteggiate,  si  con- 
siderano due  forme  qualsivogliano  di  prima  specie,  riferite 
proiettivamente,  sulle  quali  siano  fissati  due  sistemi  di  coor- 
dinate proiettive,  essendo  x  ed  x^  le  coordinate  di  elementi 
omologhi.  Ciò  in  virtù  del  n.^  154,  6). 

L'osservazione  si  giustifica  anche  cosi.  Se  gli  elementi 
fondamentali  nei  due  sistemi  di  coordinate  si  corrispondono, 
allora  l'equazione  della  proiettività  è  evidentemente  x^  =  x. 
Che  se  poi  si  mutano  sopra  una  delle  due  forme,  ad  es.  sulla 
prima,  gli  elementi  fondamentali,  si  deve  sostituire  ad  x  una 

espressione  del  tipo (dove  x  ora  designa  la  nuova 

coordinata)  (n.°  154,  e))]  si  ritrova  così  una  equazione  del 
tipo  (1'). 

Se  si  adottano  coordinate  proiettive  omogenee  (a?,  y), 
{^ì  y')  {^'^  155),  in  luogo  della  (1')  si  avranno  due  equazioni 
della  forma 

I  ey'  =  0210?  +  «22^?, 

dove  Q  è  un  fattore  di  proporzionalità  arbitrario  ma  non 
nullo,  ed  an, . . . ,  022  sono  quattro  costanti,  il  cui  determi- 
nante 011022  —  O12O21  =)=  0. 

*  Osservazione  II.  —  Bitomando  alla(l),  si  può  chiedere 
quale  ne  sia  il  significato  geometrico  quando  a8  —  Py  =  0. 
Posto  che  non  siano  tutti  nulli  i  coefficienti  della  (1),  e  che 
sia  ad  es.  a=j=0,  si  moltiplichino  per  a  i  due  membri  della  (1); 
tenuto  conto  della  aò  =  Py?  potremo  scrivere  la  nuova  equa- 
zione sotto  la  forma 

{ax  +  y)  (aa/  H-  P)  =  0. 
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Questa  ci  dice  che  alla  (1)  sì  può  soddisfare,  o  prendendo 

Y  3 

a?  == ^  e  lasciando  abitrario  a?',  o  prendendo  a?'  = ^ 

e  lasciando  arbitrario  x.  Dunque,  nella  ipotesi  presente,  la  (1) 
stabilisce  una  corrispondenza  fra  le  due  forme,  tale  che  all'eie- 

mento  x  =  — -   della   prima    corrisponde   ogni    elemento 

della  seconda  forma,  mentre  ad  ogni  altro  elemento  della 
prima  forma  corrisponde  sempre  lo  stesso  elemento  di  coordi- 
nata x'  = della  seconda;  e  in  condizioni  analoghe  si 

a 

trova  la  seconda  forma  rispetto  alla  prima.  Una  siffatta 
corrispondenza,  che  non  è  più  biunivoca  senza  eccezioni, 
dicesi  proiettività  degenere.  Gteometricamente  essa  si  ottiene, 
ad  es.,  proiettando  i  punti  di  una  punte^ata  u  sopra  una 
retta  u'^  da  un  centro  di  proiezione  scelto  sopra  u  (o  so- 
pra 1*0- 

173.  Proprlttà  e  parlicoiarltà  metriche  di  una  proiettività 
tra  punteniste.  —  Biprendiamo  la  equazione  di  una  proiet- 
tività fra  due  punteggiate  ti,  u%  su  cui  siano  fissati  due  si- 
stemi di  ascisse  aventi  le  origini  in  due  punti  arbitrari  0,  P': 

(1)  axx'  +  pò?  +  Y^'  +  8  =  0, 
od  anche 

^^'  ^   ""        aa?  +  Y  '  ax'  +  P' 

colla  condizione 

(2)  a8  -  Py  4=  0. 

Alla  origine  0  (a;  ==:  0)  della  punteggiata  u  corrisponde, 

sulla  u'j  il  punto  0'  di  ascissa  x'  = ;  e  similmente  a 

P'  (x'  =  0)  di  u'  corrisponde,  sopra  tt,  il  punto  P  di  ascissa 

a?  =  — ^.  Se  8  =  0,  le  origini  delle  due  punte^ate  sono 

punti  corrispondenti,  e  viceversa. 

Se  un  punto  sopra  u  va  allontanandosi  all'infinito,  e 
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quindi  x  tende  a  =±=  oo ,  il  corrispondente  valore  di  x'  tende 
al  limite 

B^  (_  P'±AU  Un. /- 1^\  — i. 

Diremo  i>eroiò  che  al  ponto  all'  infinito  I  y^  della  prima  pun- 
teggiata corrisponde  sxdla  seconda  il  punto  limite  (o  punto 

di  fuga:  cfr.  n.°  117)  I\  che  ha  Tascissa -.  Similmente 

a 

si  vede  che  al  ponto  all'infinito  J' y^  della  u'  corrisponde, 
sopra  Uj  il  punto  limite  J  avente  l'ascissa  —  — . 

a)  Si  sopponga  anzitotto  a  4=  0  ;  allora  i  doe  ponti  li- 
mite J  ed  I'  sono  propri.  Se  con  essi  coincidono  le  origini 

g  Y 

deUe  doe  ponteggiate  uedu%  si  avrà  — ^  = ^  ~  0,  ossia 

p  «=  y  =  0,  e  la  eqoazione  (1)  si  ridorrà  al  tipo 

axx'  +  6  =  0,   ossia  xoc'  == =  costante. 

a 

L'oltima  eqoazione  poò  scriversi 

* 

J  X  -  T  X'  =:^  costante, 

e  ci  dice:  In  una  proiettività  tra  due  punteggiale^  è  costante 
il  prodotto  delle  distanze  di  due  punti  corrispondenti  qualisi- 
vogliano  dai  rispettivi  punti  limite;  qoel  prodotto  costante 
chiamasi  potenza  della  proiettività.  Viceversa,  doe  ponti  XjX'j 
i  qoali  si  moovano  sopra  doe  rette  in  goisa  che  rimanga 
costante,  =  p,  il  prodotto  delle  distanze  dei  ponti  stessi  da 
doe  ponti  «7,  r  fissati  solle  rette,  descrivono  ponteggiate 
proiettive,  di  coi  J  ed  F  sono  i  ponti  limite,  e  p  è  la  po- 
tenza. 

b)  Si  sopponga,  in  secondo  loogo,  a  »  0,  e  qoindi,  per 
la  (2),  P  4=  0,  Y  4=  0.  Allora  F  ed  J  hanno  per  ascisse  =±=  oo, 
e  nella  proiettività  (1),  la  coi  eqoazione  diviene 


318  PABTB  in,  GAP.  Ili,  NK.  174,  175 

si  corrispondono  i  punti  all'infinito  delle  dne  punteggiate.  Se 
inoltre  si  suppone  (come  è  lecito  senza  introdurre  restrizioni) 
che  la  origine  della  seconda  punteggiata  cada  nel  punto  0' 
corrispondente  alla  origine  0  della  prima,  la  equazione  pre- 
cedente mancherà  pure  del  termine  noto,  e  si  ridurrà  alla 
forma 

X  Y 

^x  4-  yx'  =  0,   ossia  —,=  — ^  =  costante, 
od  anche 

y.^  y.,  =  costante. 

Di  qua  segue  subito  che  ogni  segmento  della  prima  pun- 
teggiata sta  in  im  rapporto  costante  {rapporto  di  similUtidine) 
col  corrispondente  segmento  della  seconda;  ciò  si  esprime 
dicendo  che  le  due  punteggiate  sono  similiy  che  la  proietti- 
vita  è  una  similitudine.  Dimque:  Due  punteggiate  riferite 
proiettivamentej  in  guisa  che  si  corrispondano  i  punti  aiVin- 
finito  dei  loro  sostegni^  sono  simili;  e  viceversa.  Le  pimteg- 
giate  risultano  poi  uguali^  se  il  rapporto  di  similitudine 
vale  =tz  1. 

La  equazione  bìlineare  della  similitudine  fra  due  pun- 
teggiate, riferite  a  sistemi  di  ascisse,  manca  del  termine  col 
prodotto  xx^  (^). 

174.  Elementi  uniti  di  una  proiettlvltà  tra  forme  sovrap- 
poste. —  Abbiamo  già  visto  (n.°  167)  che,  se  due  forme  rife- 
rite proiettivamente  sono  sovrapposte,  esse  ammettono  al 


(^)  I  teoremi  a)  e  &)  si  dimostrano  anche  senza  ricorrere  alla  equa- 
zione della  proiettività.  Posto  infatti  che  questa  sia  ABC  . . .  "À"  A'B'O', . ., 
si  ha: 

nel  caso  a),  {ABJI  »)  =  {A'B'J'^  F),    ossia   ^  j  -  -^fjt  .  donde 

JA  '  FA'  =  JB  '  l'B'  =  . . .  r=  potenza  ; 
e  nel  caso  6),        (ABGIa,  )  =  {A'WCr^  ),    ossia  -^  «  -^1^ ,  donde 

Afftt  =  p/  f^,   SS  ...  =  rapporto  di  similitudine . 
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più  dne  elementi  uniti,  a  meno  che  ogni  altro  elemento  non 
sia  nnito.  Ora,  valendoci  del  metodo  analitico,  determine- 
remo i  detti  elementi  miiti. 

Possiamo  supporre  intanto,  senza  introdurre  restrizioni, 
che  le  due  forme  siano  punieggiaiej  giacché  in  caso  opposto, 
si  può  sempre  sostituire  a  quelle  le  loro  sezioni  con  una 
stessa  retta.  Fissato  sul  sostegno  comime  un  unieo  sistema 
di  ascisse,  la  proiettività  sarà  rappresentata  dalla  equazione. 

(1)  axcc'  +  p»  -f  Y«'  +  8  =  0, 

dove  Xy  if  sono  ascisse  di  punti  corrispondenti. 

Se  indichiamo  con  y  la  coordinata  di  un  elemento  unito 
{x^  Tif  ^  y)j  dovrà  essere 

(2)  ay«  +  (p  +  Y)»  +  8  =  0, 

e  quindi  

y 2^ • 

Possiamo  dunque  concludere  : 

Una  proiettività  (non  identica)  fra  due  forme  sovrapposte 
ha  due  elemetUi  vmt%  ohe  possono  essere  reali  e  distintij  o 
reali  e  coincidenti^  o  immaginari  coniugati;  nel  primo  caso 
[  (^  H-  Y)* — *  «  8  >►  0  ]  la  proiettività  dicesi  iperbolica^  nel  secondo 
[  (P  +  y)^  — 4a8  «  0]  parabolica^  e  nel  terzo  [(?  +  y)*—  4a8<;0] 
eUiUiea. 

175.  Esempi.  Uguagilania  diretta  sulla  punteggiata  o  nel 
fascio.  —  A  due  esempi  notevoli,  sotto  Paspetto  metrico, 
di  proiettività  parabolica  od  ellittica  si  giunge  mediante  le 
considerazioni  seguenti  (^). 

a)  Le  due  forme  siano  punteggiate  sovrapposte,  riferite 
ad  un  sistema  dì  ascisse.  Se  l'equazione  della  proiettività  si 
riduce  al  tipo 
(10  ^x  +  Y*'  +  8  =  0, 

le  due  punteggiate  sono  simili  (n.^  173,  6)),  ed  hanno  come 


(*)  Di  proiettività  iperboliche  bì  possono  oostmire  esempi,  asse- 
gnando ad  arbitrio  gli  elementi  uniti  (distìnti  fra  loro)  ed  inoltre  due 
elementi  corrispondenti  distinti. 
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unito  il  punto  all'infinito  IJ  qq.  Allora  l'equazione  (2),  da  cui 
dipendono  i  punti  uniti,  si  abbassa  a  primo  grado 

(2')  (P  +  Y)y  +  8-0, 

e  fornisce  l'ascissa 

dell'altro  punto  unito  F,  reale,  generalmente  proprio,  detto 
emiro  di  similitudine.  La  similitudine  fra  punteggiate  so- 
vrapposte è  dunque,  in  generale,  una  proiettività  iperbolica. 
Ma  se  p  -f  Y  ="  0, 8  ^=  0,  anche  V  è  improprio,  e  la  pro- 
iettività è  parabolica   L'equazione  (1^  ora  diviene 

(l'O   p  (re  —  a/)  +  8  =  0,     ossia    a;  —  re'  =  —  ^  =  cost., 

e  dice  che  è  costante  la  distanza  AA'  ^  BB'  =»  CC  =  . . . , 
fra  ogni  punto  della  prima  punteggiata  e  il  punto  corrispon- 
dente della  seconda;  le  due  punteggiate  sono  uguali,  anzi 
direMamente  uguali^  perchè  segmenti  corrispondenti  sono 
uguali  anche  in  segno  (cfr.  n.o  167).  Dunque: 

Una  proiettività  parabolica  fra  due  punteggiate  proprie 
sovrapposte,  la  quale  abbia  Vunico  punto  unito  aUHnfinito,  è 
una  ugugliama  diretta;  e  viceversa. 

Se  poi  nella  (V)  si  avesse  inoltre  8  »  0,  la  proiettività 
sarebbe  l'identità. 

b)  Anche  tra  due  fasci  di  rette  propri  sovrapposti  a&o . . . , 
a'V &  ...  si  stabilisce  una  uguaglianza  diretta  coU'esigere  che 

sia  aa^  =  66'  =  oc'  =  ...  =  v  (cost^Jite);  ma  la  particolare 
proiettività,  che  cosi  si  ottiene,  non  ha  evidentemente  al- 
cuna retta  unita,  è  éllittioa. 

Per  rappresentare  analiticamente  questa  proiettività,  si 
supponga  che  il  centro  dei  fasci  cada  nell'origine  di  un  si- 
stema di  coordinate  cartesiane  ortogonali  in  un  piano  xy.  Se 

y  =  mxy    y  =  m'x 

sono  le  equazioni  di  due  rette  corrispondenti,  deve  essere 

(n.o  28) 

mf  —  m  . 

tg  co   =   -; — ; y  »  COSt. 

^  1  H-  mm^ 


k. 


FBOIMTTAVÌtA  ira  VQBMS  di  nuOlA  IFBCIB  .  881 


1 
Indioando  il  valore  di  tg»  con  --^  (e  qnindi  cotg  a>  con  P)  si 

ricava 

(I)  mm'  +  p  (wi  —  wO  +  1  =  0, 

equazione  ohe  lega  i  coefficienti  direttivi  di  due  rette  cor- 
rispondenti i^).  Per  trovare  le  rette  unite  si  ponga  nella  (1) 

m^  mf;  risulterà 

(H)  m*  +  1  =  0, 

donde  m^  ±%.  Le  rette  unite  y  »  ±:ix  sono  dunque  le 
rette  isotrope  uscenti  dall'origine  (n.^  39).  Oondudiamo  : 

Vuguagliamìza  diretta  fra  due  fasci  di  rette  sovrapposti  è 
fina  proiettività  ellittica^  i  cui  elementi  uniti  sono  le  rette  iso- 
trope uscenti  dal  centro  comune;  e  viceversa.  L'ultima  asser- 
zione dii>ende  dal  fatto  che  il  ragionamento  è  invertibile  (^). 

I  due  fasci  uguali  segano  sulla  retta  all'infinito  del 
piano  due  punteggiate  proiettive,  che  chiameremo  diretta- 
mente uguali;  esse  hanno,  come  punti  uniti,  i  punti  ciclici 
del  piano  (n.^  127,  Oss.). 

176.  Punti  uniti  •  punti  limite  di  due  punteggiate  pro- 
iettive ^sovrapposte.  —  Biprendiamo  l'equazione  (1)  {nP  174) 
di  una  proiettività  tra  punteggiate  sovrapposte,  e  l'equa- 
zione (2)  che  ha  i>er  radici  le  ascisse  yi,  ys,  dei  punti  uniti. 

Il  punto  medio  tra  questi  ha  l'ascissa  ^^  ^  ^^  =  — ^^   ^  • 

Ma   questo   valore   è  anche   la   semisomma   delle   ascisse 

I  — ^ ,  — ^  I  dei  due  punti  limite  delle  dette  punteggiate 


O  Si  osservi  ohe  la  (1)  è  ancora  una  equazione  bilineare,  le  oui 
variabili  m,  m^  Bono  coordinate  tangenti  (n.®  10),  cioè  particolari  coor- 
dinate proiettive  (n.^  153,  Obs.  1)ì  Ciò  d'accordo  coIPObb.  I  del  n,^  172. 

(')  Il  teorema  enuncia,  con  parole  diverse,  la  proprietà  che  ci  ha 
servito  a  caratterizzare  le  rette  isotrope  {ufi  39).  Se  infatti  si  fa  ruotare 
un  piano  sopra  sé  stesso,  intomo  ad  un  suo  punto,  il  fascio  di  rette 
che  ha  ivi  il  centro  si  trasporta  sopra  un  fascio  direttamente  uguale  e 
sovrapposto  ;  le  sole  rette  del  fascio,  che  non  vengono  spostate  dal  mo« 
vimento,  sono  le  rette  unite  nell'uguaglianza  suddetta,  cioè  le  rette 
isotrope. 

SI 


■7^ 
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(n.^  173)  Dunque:  In  fina  proiettivUà  fra  punteggiate  so- 
vrappostej  il  punto  medio  tra  i  punti  uniti  è  pure  punto  medio 
tra  i  punti  limite  (ed  è  sempre  reale).  Tutto  ciò  vale  nella 
ipotesi  a  4=  0  ;  nella  ipotesi  opposta  uno  dei  punti  uniti  è 
improprio  (n.°  175,  a)),   ed  il  teorema  perde  ogni  interesse. 

177.  Una  proprietà  del  cerchio.  —  Vogliamo  ora  risol- 
vere graficamente  il  problema  della  determinazione  degli 
elementi  uniti  di  una  proiettività  tra  forme   sovrapposte, 

che  abbiamo  sopra  trattato 
per  via  analitica.  Delle  varie 
costruzioni  che  furono  pro- 
poste, la  più  semplice  ed 
istruttiva  fu  indicata  dallo 
Steiner.  Essa  si  appoggia 
sopra  una  nota  proprietà  del 
cerchio. 

Se  ^  e  JB  sono  due  punti 
di  una  circonferenza,  i  quali 
vengano    proiettati    da   due 
nuovi  pimti  /8,  S'  della  cir- 
conferenza mediante   le  coppie   di   rette  a,  6  ed  a'  b%  ri- 
spettivamente, si  ha 

a6  =  a^'(mod.  ir). 

Applicando  la  stessa  proprietà  a  quanti  si  vogliano 
punti  Aj  ByC  .. .  della  circonferenza,  costituenti,  come  di- 
remo, una  punteggiata  sopra  questa,  risulta  che: 

I  jasd  proiettanti  una  punteggiata,  tracciata  aopra  una 
ciroonferenzay  da  due  punii  di  questa  sono  direttamente  uguaiij 
e  quindi  proiettivi.  Va  inteso  che,  se  un  punto  della  pun- 
teggiata coincide  col  centro  di  proiezione,  per  retta  proiet- 
tante si  deve  assumere  la  tangente  alla  circonferenza  in  quel 
pimto. 

In  particolare,  proiettando  quattro  punti  -4.,  B,  0,  D 
di  una  circonferenza  da  un  punto  8  di  questa,  si  ottengono 
quattro  rette,  il  cui  doppio  rapporto  non  varia  mentre  8  de- 
scrive  la    circonferenza;   lo   chiameremo    doppio   rapporto 
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{A  B  CD)  dei  quattro  punti  nominati.  Ed  ora  si  può  esten- 
dere la  definizione  di  proiettività  fra  forme  di  prima  specie, 
anche  al  caso  che  si  metta  in  relazione  una  forma  di  prima 
specie  con  una  punteggiata  giacente  sopra  una  circonfe- 
renza; e  si  può  parlare  di  proiettività  tra  due  punteggiate 
tracciate  sopra  due  circonferenze  distinte  o  coincidenti.  Si 
intenderà  sempre:  una  corrispondenza  biunivoca  che  lascia 
invariato  il  valore  del  doppio  rapporto.  In  particolare:  una 
punteggiala  aopra  una  cireanfer&nza  è  proiettiva  al  fascio  di 
rette  ehe  la  proietta  da  un  punto  arbUrario  della  eireonfe- 
rema;  e  due  punteggiate  giacenti  aopra  due  circonferenze  {di- 
stinte  0  coincidenti)  sono  proiettive^  se  i  fasci  di  rette,  che 
proiettano  quelle  punteggiale  da  due  punti  arbitrari  delle  ri- 
spettive circonferenze,  sono  proiettivi  tra  loro. 

178.  GottriBlom  degli  eleineiitl  uniti  di  una  proletti- 
Yltà  tra  forme  sovrapposte.  —  Premesse  queste  nozioni,  sup- 
poniamo date  due  forme  di  prima  specie  proiettive  e  so- 
vrapposte. Possiamo  sempre  ritenere,  senza  introdurre  re- 
strizioni, che  le  due  forme  nominate  siano  fasci  propri  di 
rette,  giacché,  se  si  trattasse  ad  es.  di  punteggiate,  baste- 
rebbe proiettar  queste  da  un  unico  centro  di  proiezione,  e 
risolvere  il  problema  che  ci  interessa  per  i  fasci  cosi  ot- 
tenuti. 

Siano  adunque 

(1)  abc  ...  A  a'Vc'  ... 

due  fasci  di  rette  aventi  lo  stesso  centro  (proprio)  8.  Con- 
dotta ad  arbitrio  una  circonferenza  che  passi  per  S,  sopra 
questa  i  due  fasci  segheranno  due  punteggiate  proiettive 

(2)  ABC  ...  XA'B'C... 

Proiettiamo  ora  la  prima  e  la  seconda  punteggiata  da  due 
punti  corrispondenti  della  seconda  e  prima,  rispettivamente, 
come  sono,  ad  es.,  A^  ed  A;  otterremo  due  fasci  proiettivi 

A'iABC  ...)XA{A'B'C\..), 

anzi  prospettivi,  perchè  hanno  la  retta  unita  A  A'  (n.o  168). 
ISe  viene  che  i  pimti  d'incontro  di  rette  corrispondenti 

A'B     AB'=M,    A'G  '  AC'  =  N,... 


I 


I 


l 


m 
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apparterranno  ad  una  stessa  retta  r.  Ed  ogni  punto  di  r, 
proiettato  da  J.^  ed  J.  rispettivamente,  darà  sulla  circonfe- 
renza due  punti  D,  ly  corrispondenti  nella  proiettività  (2), 
tali  adunque  che  le  rette  d  =  8Dy  A'  =  81/  si  corrispondano 

nella  proiettività  pri- 
mitiva (1).  Bisulta  di 
qua  che  le  interse- 
zioni 17,  F  di  r  colla 
circonferenza  (ove  esi- 
stano) sono  i  punti 
uniti  della  proietti- 
vità (2),  e  quindi  le 
rette  Uj  Vj  proiettanti 
quei  punti  da  8j  sono 
le  rette  unite  richieste 
dalla  proiettività  (1). 
Questa  è  iperbolica, 
parabolica  od  ellittica, 
secondo  che  la  retta  r  è  secante,  tangente  od  estema  alla 
circonferenza. 

179.  AiM  di  proiettività  di  due  puntellate  sulla  cliton- 
ferenia;  teorema  di  Pascal  per  II  eercblo.  —  Per  eseguire 
la  costruzione  precedente  possiamo  scegliere  come  centri  di 
proiezione,  in  luogo  di  J.^  ed  ^,  altri  due  punti  corrispon- 
denti JB^  e  JB;  ripetendo  il  ragionamento,  troveremo  che  i 
punti 

stanno  sopra  una  stessa  retta,  che  indicheremo  con  r^.  Dimo- 
striamo che  /  coincide  con  r. 

Se  nella  proiettività  fra  le  due  punteggiate  sulla  circon- 
ferenza esistono  i  punti  imiti,  le  rette  r  ed  r',  dovendo  pas- 
sare per  essi  e  per  il  punto  M,  coincideranno.  Ma  se  i  punti 
imiti  non  esistono,  la  dimostrazione  precedente  non  sussiste 
più;  ne  daremo  quindi  un'altra,  che  valga  in  tutti  i  casi. 

Com'è  chiaro,  tutto  si  riduce  a  provare  che  i  tre  punti 
Jf,  N  e  P  sono  allineati.  A  tal  fine  :  proiettiamo  il  gruppo 
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BA'WC  dai  oentri  JL  e  (7;  otterremo  ì  due  fasci  proiettivi 

A{BA'B'C')  A  GiBA'B'Cy 

Segando  questi  ordinatamente  colle  trasversali  BA^  e  BC% 
avremo  le  punteggiate  proiettive 

BA'MB  A  B8PC' 

(dove  E,  8  sono,  rispettivamente,  i  punti  AC  •  BA',  GA'  •  BG'). 
Queste  sono  anzi  prospettive,  avendo  l'elemento  B  unito 
(n.<^  168);  quindi  le  rette  A'B^  JfP,  BO' concorrono  in  uno 
stesso  punto  ;  in  altre  parole,  suUa  retta  Jf  P  cade  il  punto  K 
intersezione  di  A'B^A'G  e 
220' =  ^C";  e.  d.  d. 

Possiamo  dunque  enunciare 
il  teorema: 

&eABCI)...,A'B'G'B'... 
sono  due  punteggiate  proiettive 
giacenti  sopra  una  cireonferenza^ 
i  punti 

AB' '  A'B,    AC'A'C,... 
BC   •  B  C,»  • . 

starmo  sopra  una,  stessa  retta  {asse  di  proietlività  delle  due 
punteggiate),  la  quale  sega  la  circonferenza  nei  punti  uniti 
della  proiettivitàj  se  esistono. 

In  particolare,  limitandoci  a  due  teme  di  punti  ABCj 
A'B'C'  assegnate  ad  arbitrio  sulla  circonferenza,  osserveremo 
che  i  tre  punti  allineati 

M^AB'  '  A'B,    P  =  BC'^B'Cj    N=AC' -  A'C 

possono  riguardarsi  come  intersezioni  delle  coppie  dei  lati 
opposti  (1®  e  4°,  2°  e  5°,  3°  e  6**)  dell'esagono  semplice 
AB'GA'BC'  iscritto  nella  circonferenza;  siamo  cosi  condotti 
al  teorema  seguente: 

In  un  esagono  semplice  isoritto  in  una  circonferenza^  le 
intersezioni  delle  tre  coppie  di  lati  opposti  stcmno  in  linea  retta. 

La  proposizione  è  caso  particolare  di  un  celebre  teorema, 
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che  troveremo  nella  teoria  delle  coniche,  e  che  è  dovnto  a 
Pascal  (cfr.  n.°  126,  es.  35);  n.°162,  es.  14)). 

EMrctel  I.  —  1)  Sopra  tre  rette  formanti  f asolo  si  abbiano  tre 
punteggiate,  due4elle  quali  siano  prospettive  alla  terza;  si  dimostri  ohe 
anche  la  prima  e  la  seconda  sono  prospettive,  ed  i  tre  centri  di  pro- 
spettiva sono  allineati.  Se  ne  deduca  una  nuova  dimostrazione  del 
teorema  dei  triangoli  omologici  giacenti  in  un  piano.  Questione  duale 
nel  piano. 

2)  Se  di  due  punteggiate  prospettive  una  ruota  intomo  al  punto 
unito  (proprio),  le  punteggiate  rimangono  prospettive,  ed  il  centro  di 
prospettiva  descrive  un  cerchio  (o  sfera,  se  il  sostegno  mobile  descrive 
una  stella  anziché  un  fascio)  avente  per  centro  il  punto  limite  della 
punteggiata  fissa,  e  per  raggio  la  distanza  fra  il  punto  limite  della  pun- 
teggiata mobile  ed  il  punto  unito. 

3)  Per  costruire  la  proiettività  ABO..,  "/{A'B'O^.*  fra  due  pun- 
teggiate u,  u'y  situate  in  un  piano  ma  non  sovrapposte  (n.°  169),  con- 
viene scegliere  come  centri  di  proiezione  due  punti  omologhi,  quali  A' 
ed  Aj  rispettivamente.  L'asse  di  prospettiva  %k"  dei  due  fasci  sega  u 
(od  u')  in  un  punto  P  (o  Q')>  <)he  ha  per  corrispondente  sopra  u'  (od  «) 
il  punto  di  incontro  uu'  dei  due  sostegni. 

4)  Se  ABCD...  ed  A'B'O^iy.,,  sono  due  punteggiate  proiettive, 
situate  in  un  piano,  ma  non  sovrapposte,  i  punti  di  incontro  di  AB' 
con  A'B,  di  AC  con  A'C,...,  di  BO'  con  B'O,  e  tutti  gli  analoghi, 
stanno  sopra  ima  medesima  retta  (asse  di  proiefUivUà  delle  due  punteg- 
giate), che  sega  il  sostegno  di  ciascuna  punteggiata  in  un  punto,  il  cui 
corrispondente  sull'altra  cade  nell'intersezione  dei  due  sostegni.  (Infatti 
l'asse  di  prospettiva  u"  dei  fasci  A\  A  dell'es.  precedente,  e  l'asse  u"' 
dei  fasci  analoghi  B\  B  hanno  in  comune  i  punti  P,  Q^  AB'  •  A'B  e 
quindi  coincidono). 

5)  Si  enunci  e  si  dimostri  il  teorema  duale  nel  piano,  che  conduce 
al  concetto  di  ceninro  di  proiettività  di  due  fasci  proiettivi. 

6)  Se  le  due  punteggiate  dell'es.  4)  sono  prospettive,  l'asse  di  pro- 
iettività passa  per  il  punto  uu'  ed  è  la  polare  del  centro  di  prospettiva 
rispetto  ad  u,  u\  81  ritrova  cosi  il  teorema  del  n.^  126,  es.  18).  Que- 
stione duale. 

7)  Il  teorema  dell'es.  4),  limitato  a  due  teme  di  punti  ABO,  A'B'G\ 
può  enunciarsi  così  :  «  Se  un  esagono  ha  i  vertici  di  posto  dispari  sopra 
una  retta  ed  i  vertici  di  posto  pari  sopra  una  seconda  retta,  le  inter- 
sezioni delle  tre  coppie  di  lati  opposti  stanno  sopra  una  terza  retta  ». 
(Pappo;  cfr.  n.^  23,  es.  16);  nP  126,  es.  36)).  Proposizione  duale. 

8)  L'asse  di  proiettività  di  due  punteggiate  proiettive  è  parallelo 
alla  retta  congiungente  i  punti  limite. 

9)  Se  ^,  .B,  C  sono  i  punti  in  cui  una  retta  d  è  segata  da  tre 
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rette  a,  h,  o»  le  rette  perpendicolari  condotte  da^aòeo,  daBa« 
eda,  daOadaeb  determinano  (prese  in  ordine  convenionte)  nn  esa- 
gono semplice,  i  cni  vertici  di  posto  disparì  sono  A^  B,  0,  mentre  i 
vertici  di  posto  pan  stanno  sopra  una  seconda  retta.  Da  questa  osser- 
vazione si  deduca  il  teorema  di  Steiner  :  «  i  punti  di  concorso  delle 
altezze  dei  quattro  trilateri,  formati  coi  lati  di  un  quadrilatero  presi 
tre  a  tre,  stanno  per  diritto  ». 

10)  Date  due  punteggiate  proiettive  su  rette  distìnte  u,  u'  di  un 
piano,  e  data  inoltre  nel  piano  una  retta  b  che  non  passi  per  uu^  de- 
terminare due  centri  di  proiezione  S,  8\  tali,  che  i  fasci  proiettanti 
quelle  punteggiate  riescano  prospettivi,  coU'asse  di  prospettiva  8.  Il 
problema  ammette  infinite  soluzioni,  e  precisamente  esìstono  due  rette, 
luoghi  rispettivamente  dei  punti  8,  8\  sulle  quali  i  punti  8,  8'  si  cor^ 
rispondono  proiettivamente.  Caso  particolare  che  «  sia  Tasse  di  proiet- 
tività  delle  «,  u'i  caso  che  sia  la  retta  all'infinito.  Questione  duale  nel 
piano. 

II.  —  11)  Dato  un  fascio  di  rette  ed  una  punteggiata  proiettiva 
a  quello,  segare  il  fascio  con  una  trasversale,  in  guisa  da  ottenere  una 
punteggiata  simile  od  anche  uguale  alla  data. 

12)  Se  ABC. .,  A'B'O'..»,  sono  due  punteggiate  simili,  giacenti 
sopra  due  rette  distinte  u,  u'  di  un  piano,  secantisi  in  un  punto  pro- 
prio Of  sussìstono  le  seguenti  proprietà  :  a)  il  luogo  del  vertice  opposto 
ad  O  nei  parallelogrammi  costruiti  sulle  coppie  di  lati  OA,  0A\  oppure 
OB,  0B\  . . . ,  è  una  retta;  ò)  il  luogo  del  punto  medio  dei  segmenti  AA\ 
BB\,,.,  congìungenti  punti  omologhi,  è  una  seconda  retta,  parallela 
alla  precedente;  e)  se  per  O  si  conducono  i  segmenti  OA^,  OB^,  • . .  paralleli 
ed  uguali  (anche  nel  verso)  ai  segmenti  AA'.  BB\. . . ,  i  punti  ^o»  ^o-  •>  » 
stanno  tutti  sopra  una  terza  retta;  d)  i  cerchi  circoscritti  ai  triangoli 
OAA\  OBB\,,.f  hanno  in  comune  (oltre  O)  un  secondo  punto  8;  e)  \ 
triangoli  8AA\  8BB\ . .  sono  simili  fra  loro;  /)  la  punteggiata ^'B'0^ . . 
può  essere  portata  in  posizione  prospettiva  rispetto  alla  punteggiata 
ABC...,  purché  il  piano  di  quella  si  faccia  ruotare  intomo  ad  /Sf  di  un 
angolo  conveniente,  mentre  la  retta  u  rimane  fissa. 

13)  Se  le  punteggiate  ABO...f  A'B^C'..,,  sono  uguali,  sussistono 
le  proprietà  precedenti,  ed  inoltre  il  punto  8  si  trova  sulle  perpendi- 
colari ai  segmenti  AA\  BB\..,  nei  loro  punti  medi,  per  modo  che  la 
rotazione  sopra  nominata  porta  l'una  punteggiata  a  coincidere  coll'altra 
(c£r.  n.o  39,  es.  9)). 

14)  Date  due  punteggiate  simili  ABO,,..,  A'B'C\,.j  situate  su 
due  rette  di  un  piano,  trovare  due  punti  omologhi  X,  X\  la  cui  di- 
stanza XX'  sia  uguale  in  valore  assoluto  ad  un  dato  segmento  ;  quante 
soluzioni  può  avere  il  problema  t  come  si  costruiscono  due  punti  omo- 
loghi delle  due  punteggiate,  la  distanza  dei  quali  sia  minima  t 

III.  —  15)  Le  rette  congiungenti  punti  corrispondenti  di  due  pun* 
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teggiate  proiettìve  a  sostegni  sghembi  formano  un  tal  sistema,  ohe  ogni 
retta  secante  tre  di  quelle,  sega  tutte  le  altre;  (si  proiettino  infatti  le 
due  punteggiate  da  una  delle  dette  seoanti;  n.^  167).  Teorema  duale 
nello  spasio. 

16)  Le  infinite  rette  ohe  incontrano  tre  rette  date,  sghembe  a  due 
a  due,  determinano  punteggiate  proiettive  su  queste;  quelle  adunque 
formano  un  sistema  ^'  tale,  che  ogni  retta  secante  tre  rette  di  S%  sega 
tutte  le  altre.  Le  rette  secanti  ora  nominate  formano  alla  lor  volta  un 
nuovo  sistema  S  (a  coi  appartengono  anche  le  rette  date)»  il  quale  godo 
le  stesse  proprietà  di  2^  Due  rette  di  uno  stesso  sistema  sono  sghembe 
tra  loro,  due  rette  di  sistemi  diversi  si  segano;  ciascun  sistema  (e  su- 
bordinatamente anche  l'altro)  è  determinato  da  tre  delle  sue  rette.  Due 
sistemi  come  S  e  S'  sono,  ad  es.,  quelli  appartenenti  ad  un  iperboloide 
rotondo  ad  una  falda,  di  cui  parla  l'es.  34)  del  n.^*  126. 

IV.  —  17)  Scrivere  la  equazione  di  una  proiettività  fra  due  pun- 
teggiate, sapendo  che  i  punti  limite  di  queste  hanno  rispettivamente  le 
ascisse  +  l  e  —  1,  e  che  si  corrispondono  i  punti  di  ascisse  2  e  3  della 
prima  e  della  seconda  punteggiata. 

18)  Costruire  le  proiettività  rappresentate  dalle  equazioni  x'=x-\-a, 

^  ss  hx^  a?'=  — ,  nella  ipotesi  che  x  ^  x'  siano  ascisse  di  punti  varia> 

bili  sopra  due  punteggiate,  ed  a,  ò  abbiano  valori  numerici  noti.  Dove 
si  trovano  i  punti  limite  t 

19)  Calcolare  la  potenza  della  proiettività  fra  punteggiate 

^xaf  -f  3»  +  7»'  +  ò  =  0, 

essendo  x^  af  ascisse  di  punti  corrispondenti. 

20)  Scrivere  la  equazione  della  proiettività  prodotto  delle  due  pro- 

lettivita:  X  =   ^^  ,  ^  »    »    =     ,.  ,     . . 

21)  Dimostrare  che  ogni  proiettività  può  riguardarsi  come  prodotto 
di  più  proiettività  appartenenti  ai  tipi  particolari  indicati  nell*es.  18). 

V.  —  22)  Se  di  due  punteggiate  o  fasci  di  rette  proiettivi  sovrap- 
posti si  conosce  un  elemento  unito,  Taltro  si  può  costruire  colla  sola 
riga.  (Si  proiettino  le  due  punteggiate  da  due  centri  allineati  col  punto 
unito  noto). 

23)  Una  proiettività  parabolica  tra  due  forme  sovrapposte  è  deter- 
minata, quando  si  conosca  l'unico  elemento  unito  U  ed  una  coppia  di 
elementi  corrispondenti  A,  A'\  costruire  colla  sola  riga  l'elemento  B* 
corrispondente  ad  un  elemento  B  assegnato. 

24)  In  particolare,  se  Z7  è  il  punto  all'infinito  di  una  retta,  si  può  : 
date  due  rette  parallele  r,  «  ed  un  segmento  AB  sopra  r,  costruire 
colla  sola  riga  sopra  r  un  segmento  A'W  «  AB^  di  cui  un  estremo  cada 
in  un  punto  assegnato  della  retta. 
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25)  Nelle  ipotesi  dell'esereisio  preoedente  bì  può  dunque  oostruire 
sopra  r,  colla  sola  riga,  un  segmento,  che  sia  somma  algebrica  di  quaa- 
tisivogliano  segmenti  comunque  assegnati  su  r. 

36)  N^la  stessa  ipotesi,  dati  su  r  cinque  punti  J.,  B,  0,  A\  R, 
costruire  sopra  r,  colla  sola  riga,  il  punto  C  tale  che 

jÌB  :  BO  »  A'B'  :  RC 

27)  Ripetendo  operazioni  come  quelle  dei  due  es.  precedenti,  si 
conclude  :  dati  sopra  una  retta  r  più  segmenti,  uno  dei  quali  si  assuma 
come  punita  di  misura,  mentre  gli  altri  abbiano  le  lunghesze  a,  b,  o,. . ., 
è  possibile  costruire  colla  sola  riga,  sulla  retta  r,  valendosi  di  una  pa- 
rallela a  questa»  ogni  segmento  il  cui  valore  si  ottenga  eseguendo  ope- 
rasioni  ra2Ìonali,'in  numero  finito,  sui  numeri  1,  a,  b,  e..., 

28)  Od  anche:  Dati  sopra  una  retta  r  due  o  più  punti,  due  dei 
quali  si  assumano,  rispettivamente,  come  origine  e  punto  unità  di  un 
sistema  di  ascisse,  mentre  gli  altri  abbiano  le  ascisse  a,  6,  o,.. .,  e  data 
tma  parallela' alla  retta,  è  possibile  costruire  colla  sola  riga,  sulla  retta 
primitiva,  ogni  punto  la  cui  ascissa  possa  ottenersi  mediante  operazioni 
razionali  eseguite  sui  numeri  1,  a,  b,  e... 

29)  Finalmente  se  si  sceglie  un  centro  di  proiezione  fuori  del  piano, 
ove  si  suppongono  es^uite  le  costruzioni  suddette,  e  da  quello  si  pro- 
iettano la  retta  r  e  le  figure  costruttive  sopra  un  nuovo  piano,  si 
ottiene  {nfi  153,  Oss.  II):  Dati  sopra  una  retta  tre  o  pia  punti,  dei 
quali  tre  si  assumano  come  punti  fondamentali  di  un  sistema  di  coor- 
dinate proiettive,  e  gli  altri  abbiano  le  coordinate  a,  b,  e, . . . ,  è  possi- 
bile costruire  colla  sola  riga,  su  queUa  retta,  ogni  altro  punto  la  cui 
coordinata  possa  ottenersi  mediante  operazioni  razionali  eseguite  sui 
numeri  1,  a,  b,  e, .  • . 

VI  —  30)  Quando  di  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  siano 
noti  i  punti  limite  J,  F  e  due  punti  corrispondenti  A,  A\  per  costruire 
ì  punti  uniti  si  conducano  due  segmenti  JJf  =  JJ.,  VMf  «■  VA!  per- 
pendicolari al  sostegno  comune,  e  diretti  in  uno  stesso  verso  o  in  verso 
opposto,  secondo  che  JA  ed  VA'  hanno  segno  opposto  od  uguale.  La 
circonferenza  descritta  su  MM'  come  diametro  passa  per  i  punti  uniti 
richiesti.  Si  deduca  di  qua  che  ima  proiettività  avente  la  potenza  po- 
sitiva è  certo  iperbolica. 

31)  Dati  due  fasci  propri  proiettivi  di  un  piano,  costruire  le  rette 
dell'uno  ohe  sono  parallele  alle  rette  corrispondenti  dell'altro. 

32)  Date  due  forme  proiettive,  se  un  elemento  mobile  descrìve  la 
primardi  un  determinato  verso,  Telemento  corrispondente  descrìverà  la 
seconda  in  un  determinato  verso.  Se  le  due  forme  sono  sovrapposte,  i 
versi  corrispondenti  possono  coincidere  (proiettività  etmooràA)  od  essere 
opposti  (pr.  dMcorcZd).  Mediante  considerazioni  intuitive  (che  possono 
rendersi  rigorose)  si  dimostra  che  una  pr.  discorde  è  iperbolica,  mentre 
una  pr.  concorde  può  essere  ellittica  o  iperbolica;  l'ultimo  caso  si  prQ- 
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senta,  ad  es.,  bo  osiate  neU'nna  forma  un  tratto  (in  senso  proiettivo) 
ohe  contenga  interamente  il  tratto  corrispondente  dell'altra. 

33)  Una  proiettività  aax  +  •  •  •  =^  0  tra  forme  sovrapposte  è  con- 
corde o  discorde,  secondo  ohe  aò — p-y  è  positivo  o  negativo.  Anche  da 
questa  osservazione  si  deduce  che  una  proiettività  discorde  è  iperholica. 

34)  In  una  proiettività  fra  due  forme  sovrapposte  è  costante  il 
doppio  rapporto  formato  dai  due  elementi  uniti  con  due  elementi  cor- 
ribpondenti  qualisivogliano  ;  quella  costante  dioesi  eiurctUerUUea  o  inffa- 
rianU  assolilo  della  proiettività.  Data  Tequasione  della  proiettività,  si 
calcoli  il  valore  della  caratteristica. 

36)  Costruire  una  proiettività  tra  formo  sovrapposte,  conoscendo 
gli  elementi  uniti,  supposti  reali  e  distinti,  e  la  caratteristica. 

36)  Riferendo  le  due  forme  proiettive  sovrapposte  ad  un  muco 
sistema  di  coordinate  proiettive,  di  cui  gli  elementi  0,  oo  cadano  negli 
elementi  uniti,  l'equazione  della  proiettività  assume  la  forma  op'  =  kaa^ 
dove  A;  è  la  caratteristica. 

37)  L'equazione  precedente  non  si  applica  ad  una  proiettività  pa- 
raholica;  l'equazione  di  questa,  assumendo  come  elemento  oo  di  un 
sistema  di  coordinate  proiettive  l'unico  elemento  unito,  assume  la  forma 
x'  ^x  +  cost. 

VII  —  38)  Se  ^,  B,  0.  D  sono  quattro  punti  armonici  di  una 
circonferenza  (n.^  177),  le  tangenti  al  cerchio  in  J.  e  B  si  segano  sulla 
retta  CD,  e  le  tangenti  in  C  e  D  si  segano  su  AB\  se  una  di  queste 
due  condizioni  è  soddisfatta,  è  soddisfatta  anche  l'altra,  ed  i  quattro 
punti  sono  armonici. 

39)  Dati  tre  punti  A,B,C  ài  una  retta  o  di  un  cerchio,  costruire 
la  proiettività  che  muta  A,  B,  0  in  B,  0,  A  rispettivamente.  Se  i 
punti  stanno  sul  cerchio,  dalla  costruzione  dell'asse  di  proiettività  si 
deduca  che  «  un  triangolo  iscritto  in  un  cerdhio  è  omologico  al  triangolo 
formato  dalle  tangenti  nei  vertici  del  primo  ».  (cfr.  n,^  152,  es.  15)). 

40)  Nella  costruzione  di  Steiner,  applicata  a  due  fasci  proiettivi 
sovrapposti,  quaU  particolarità  presenta  Tasse  di  proiettività,  quando 
i  due  fasci  sono  direttamente  od  inversamente  uguali  t 

41)  Le  infinite  tangenti  ad  un  cerchio  segano,  sopra  due  tangenti 
fisse,  punteggiate  proiettive.  Di  qua  si  può  ricavare  la  definizione  di 
doppio  rapporto  di  quattro  tangenti  ad  un  cerchio,  la  nozione  di  proiet- 
tività fra  una  serie  di  tangenti  ad  un  cerchio  ed  una  forma  di  prima 
specie,  o  fra  due  serie  di  tangenti,  ed  una  costruzione  dei  punti  uniti 
di  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte,  valendosi  di  un  cerchio  tan- 
gente al  comune  sostegno  ;  tutto  ciò  procedendo  in  modo  duale  a  quello 
seguito  nei  n.*  177,  178.  Si  giungerà  per  questa  via  al  teorema  di  Briàn- 
GUOK  sul  cerchio:  «  se  un  seilatero  è  circoscrìtto  ad  una  circonferenza, 
le  congiungenti  le  coppie  di  vertici  opposti  passano  per  uno  stesso 
punto  »  (cfr.  n.^  126,  es.  35)). 
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42)  Data  una  riga  a  due  orli  paralleli,  disponendo  lo  sixumento  in 
modo  che  gli  orli  passino  risx^ettivamente  per  due  pnnti  O  ed  J.,  la  cui 
dìBtangia  superi  la  larghezza  della  riga,  si  riesce  a  condurre  per  A  la 
tangente  al  cerchio  che  ha  O  per  centro  e  quella  larghezza  come  raggio. 
Approfittando  di  questa  osservazione  e  dell'es.  41),  si  costruiscano  i 
punti  uniti  di  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte,  valendosi  della 
sola  riga  a  due  orlL 

Vili  —  43)  Dati  quattro  numeri  complessi  Zj^—Xf^-\-  ty^  {h^l  ,2,3.4), 
poflsiamo  riguardarli,  sia  come  ascisse  di  quattro  punti  immaginari  di 
una  punteggiata»  sia  come  indici  di  quattro  punti  reali  1,  2,  3^  4  di  un 
piano  nella  nota  rappresentazione  di  Gauss  dei  numeri  complessi.  In- 
dicando, nell'ultima  ipotesi,  con  12,...  le  mutue  distanze  dei  quattro 
punti,  si  dimostri  che  il  doppio  rapporto  ^  =»  (0,,  z,,  0^,  z^)  è  un  numero 

13      I4 
(generalmente)  complesso,  che  ha  per  modulo  l'espressione  -=-  :  r=r 

23      24 
e  per  argomento  la  differenza  degli  angoli,  sotto  cui  il  segmento  21  è 
visto  dai  punti  3  e  4;  od  anche  l'angolo,  secondo  cui  si  segano  i  due 
cerchi  123»  124  (precisamente  l'angolo,  delle  due  tangenti  a  quelli  nel 
punto  2,  prese  nei  versi  231,  241  rispettivamente). 

44)  Segue:  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  il  doppio 
rapporto  A;  sia  un  numero  reale,  è  che  i  quattro  punti  1 ,  2,  3,  4  appar- 
tengano ad  uno  stesso  cerchio  (od  eventualmente  ad  una  retta»  dovendo» 
in  questa  teoria,  riguardarsi  le  rette  come  casi  particolari  di  cerchi);  e 
se  la  condizione  è  soddisfatta.  A;  è  precisamente  il  doppio  rapporto  dei 
quattro  punti  considerati  sulla  circonferenza  {nP  177)  ;  come  giaceranno 
dunque  i  quattro  punti  se  h  =  —  1  (es.  38))f  Se  A;  è  un  immaginario 
puro»  i  due  cerchi  123,  124  si  segano  ortogonalmente;  si  consideri  in 
particolare  il  caso  k  =  i, 

45)  Rappresentando,  come  sopra»  i  numeri  complessi  z,  z'  sui  punti 
reali  di  due  piani  ir,  it',  una  equazione  hilineare  cun'  +  ?<  +  f^  +  ^  b  0« 
dove  a»  p,  «f ,  ò  sono  numeri  reali  o  complessi,  definisce  una  corrispon- 
denza biunivoca  fra  i  punti  dei  due  piani  (riguardando  convenzional- 
mente, in  ciascuno,  i  punti  all'  infixiito  come  un  unico  punto,  immagine 
del  valore  infinito  di  0  o  z').  Questa  corrispondenza  ha  la  proprietà 
notevole,  dipendente  dal  carattere  invariante  del  doppio  rapporto»  di 
mutare  i  punti  di  un  cerchio  (o  in  particolare  di  una  retta)  di  -k,  nei 
punti  di  un  cerchio  (o  eventualmente  di  una  retta)  di  v'  ;  essa  dunque 
trasforma  cerchi  in  cerchi»  è  una  affinità  circolare,  secondo  la  denomi- 
nazione di  MoBius.  L'angolo  di  due  cerchi  arbitrari  dell'un  piano  è 
uguale  all'angolo  dei  cerchi  corrispondenti  dell'altro;  e  l'uguagliansa 
vale  anche  nel  segno,  se  come  versi  positivi  delle  rotazioni  si  conside- 
rano quelli  in  cui  crescono  gli  argomenti  dei  numeri  complessi  rappre- 
sentati sui  due  piani. 

46)  Se  la  equazione  bilineare  manca  del  termine  del  prodotto  ee\ 
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Taffinità  oìroolare  muta  ogni  retta  deirun  piano  in  una  retta  dell'altro» 
ed  ogni  figura  in  una  figura  sìmUe;  dicesi  perciò  simUUudine, 

47)  Nella  ipotesi  ohe  i  due  piani  ir,  n  siano  sovrapposti  insieme 
agli  assi  dei  numeri  reali  e  degli  immaginari  puri,  si  interpretino,  me- 
diante la  rappresentazione  sopra  nominata,  le  equazioni:  s^^z  +  a  {tra- 
sìazùmey  ohe  muta  ogni  figura  in  una  figura  uguale,  traslata  rispetto 
alla  prima),  e  =  he  (aimiUtudvne,  anzi,  quando  h  è  reale,  omotetia  rispetto 

airorigine)  g'  =  —  (ohe  muta  in  un  cerchio  ogni  retta  non  passante  per 

Torigine).  Si  confronti  quest'ultima  corrispondenza  colla  trasformazione 
per  in/v€f sione  (il9  61,  es.  16)),  che  inverte  il  segno  degli  angolL 

Capitolo  IV. 
Involuxione  sopra  una  forma  di  prima  spedo* 

180.  Deflnlzloiie.  —  Dobbiamo  occuparci  ora  di  un  caso 
notevole  di  proiettività  tra  forme  sovrapposte. 

Fu  già  osservato  (nP  167)  che,  date  due  forme  proiet- 
tive sovrapposte,  ogni  elemento  del  comune  sostegno  va 
considerato  due  volte,  secondo  la  forma  cui  esso  viene  at- 
tribuito, e  che  i  due  elementi  ad  esso  corrispondenti  nella 
proiettività  diretta  P  (conducente  dalla  prima  forma  alla 
seconda)  e  nell'inversa  R^^  (conducente  dalla  seconda  alla 
prima)  sono  generalmente  distinti  tra  loro.  Per  verificare  se 
si  presenti  questo  fatto,  o  Popposto,  in  un  caso  concreto 
assegnato,  conviene  proceder  cosi. 

Fissato  un  elemento  generico  A  sul  sostegno  comune,  si 
applichi  ad  esso  la  operazione  P,  la  quale  conduce  a  quel- 
Pelemento  A'  della  seconda  forma,  che  corrisponde  all'ele- 
mento A  della  prima.  Ora  si  applichi  nuovamente  la  ope- 
razione P  all'elemento  A^  (attribuito  dunque  queste  volta 
alla  prima  forma).  Si  arriverà  ad  un  elemento  A'\  che,  in 
generale,  è  distinto  dall'elemento  primitivo  J..  In  tal  caso 
la  proiettività  P,  conducente  da  A^  ad  A'',  è  distinta  daUa 
proiettività  inversa  P~^,  conducente  da  A^  ad  A. 

Si  supponga  al  contrario  che  A"  coincida  con  A.  Allora 
i  due  elementi  A^A'^  e^  A'  ù  corrispondono  in  doppio  modo. 
Con  ciò  si  viene  a  dire  che,  tanto  la  proiettività  P,  quanto 


mYOLVTaOÌKM  WOTRJL  tTKA  VOEMA  DI  PSIMA  SPBOnB 


la  inversa  P~~^  mutano  A  in  A'}  od  anche,  che  agli  ele- 
menti il  ed  J.'  della  prima  forma  corrispondono  ordinata- 
mente gli  elementi  A^  ed  A  della  seconda. 

Ad  es.  nelle  due  flgoie  qui  sotto,  Poperazione  P  si  com- 
pone della  proiezione  di  un  punto  di  «  da  ^  sopra  uo,  e  deUa 
successiva  proiezione  del  punto  cosi  ottenuto,  da  8^  sopra  u'; 
mentre  nell'operazione  R'^'  le  due   proiezioni  si  succedono 


^ 


u. 


A^^A" 


Ir- 


u 


in  ordine  inverso.  Ora,  nella  figura  di  sinistra  A"  differisce 
da  A.  Nella  figura  di  destra  A'^  coincide  con  A,  ed  i  punti  A^  A' 
si  corrispondono  in  doppio  modo.  Se  le  stesse  operazioni  di 
quest'ultima  figura  si  applicassero  ad  altri  punti  £,  C  . . . 
deUa  retta  ti,  si  otterrebbero  nuove  coppie  BB'^  CC'^ ...  di 
punti  corrispondentisi  in  doppio  modo. 

Un  secondo  esempio  di  proiettività  tra  forme  sovrap- 
I>oste,  ove  ogni  elemento  J.,  J3,  . . .  del  comune  sostegno  cor- 
risponde doppiamente  ad  un  altro  elemento  A'^  B\  ...  ,  si 
ottiene  cosi.  Fissiamo  sopra  una  retta  un  punto  0,  ed  assu- 
miamo come  operazione 
P  la  simmetria  rispetto 
ad  O,  la  quale  muta  i 


B      A 


0 


A'    B' 


punti  J.,  £, . . .  ,  della  retta  nei  propri  simmetrici  A'^  B'^ ... 
rispetto  ad  O;  qui  si  tratta  di  una  vera  proiettività,  anzi 
dì  una  uguaglianza  inversa,  giacché  si  ha  il  £  »  --  A'W ^  ecc. 
Ora  ai  punti  A\  B',  ...  si  applichi  di  nuovo  la  simmetria  P 
rispetto  ad  0.  Detti  A'%  B^%  ...  i  punti  a  cui  si  giunge,  sarà 
evidentemente  il^^=A|£^'=£,  . . .;  si  conchiude  che  le  cop- 
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pie  AA'^  BB%  ...  si  compongono  di  punti  corrispondenti  in 
doppio  modo. 

Gli  esempi  addotti  ci  autorizzano  a  dare  la  seguente 
definizione: 

8i  chiama  proiettività  involutoriaj  o  brevemente  invólu- 
zioney  una  proiettività  non  identica  tra  due  forme  di  prima 
specie  sovrapposte,  nella  quale  due  dementi  corrispondenti 
qy^lisivogliafw  si  corrispondono  sempre  in  doppio  modo.  Di 
due  elementi  A,  A^  corrispondentisi  in  una  involuzione,  è 
inutile  dire  se  A,  od  ^4^,  si  riguarda  come  appartenente  alla 
prima  o  alla  seconda  forma;  i  due  elementi  si  chiamano 
coniugati  nella  involuzione.  Ed  è  pure  inutile  nominare  le 
due  forme  sovrapposte,  quando  si  tratta  di  una  involuzione; 
si  parlerà  di  una  involuzione  sopra  una  punte^ata,  in  un 
fascio  di  rette  o  di  piani.  La  involuzione  determina  una 
distribuzione  degli  elementi  della  forma  in  coppie  (di  ele- 
menti coniu^aM)j  di  guisa  che  ogni  elemento  della  forma 
appartiene  ad  una  e  ad  una  sola  coppia,  e  i  due  elementi 
di  una  coppia  si  comportano  nello  stesso  modo  Puno  ri- 
spetto all'altro;  queste  coppie  si  sogliono  dire  brevemente 
coppie  dèlia  involuzione,  mentre  sarebbe  preferibile  chiamarle 
coppie  di  elementi  coniugati  in  una  proiettività  involutoria. 

Se  AA%  BB%  C0%  . . .  sono  più  coppie  di  una  involu- 
zione, si  ha  per  definizione 

AA'BB'GC  ...  T^A'AWBO^O  ...  , 

e  viceversa.  Posto  ora  che  da  questi  elementi,  situati  in 
una  forma  di  prima  specie,  si  ottengano,  mediante  opera- 
zioni di  proiezione  o  sezione,  nuovi  elementi  a,  a%  b,  b%Cy(/.. . 
di  una  nuova  forma  di  prima  specie,  si  avrà  ancora  (n.^  166) 

aa'bV  c&  .  • .  Xa'aVbcf  e  . .. 

Segue  di  qua  :  se  ad  una  involuzione  si  applicano  operazioni 
di  proiezione  o  sezione,  si  ottiene  una  nuova  involuzione. 

Osservazione.  —  La  definizione  delPinvoluzione  si  può 
anche  presentare  sotto  una  delle  forme  seguenti:  dicesi  in- 
voluzione ufM,  proiettività  non  identica  tra  forme  sovrapposte^ 
che  coincida  colla  sua  inversa,  o   che  abbia  per  quadrato  la 
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identità.  Il  primo  enunciato  afferma  che  P  e  P-^  applicate 
ad  nn  elemento  A  qualsiasi  conducono  ad  uno  stesso  ele- 
mento J.'  ;  il  secondo  che  l'operazione  P  -  P  =  P^  (nP  166, 
Obs.)^  la  quale  muta  Telemento  A  nell'elemento  A'^  sopra 
considerato,  è  Pidentità,  cioè  che  A'^  coincide  con  J.,  qua- 
lunque sia  A. 

Il  oonoetto  di  involimone  rìsale  a  Dbsabgues  (1039),  il  quale  sta- 
bili le  relasìoni  fra  tre  coppie  di  mia  involuaone.  La  trattazione  mo- 
derna qui  adottata,  risulta  dalle  ricerche  di  Chasuss  (1837),  Sbtdewitz 
(lSé4)  e  Staudt  (1847). 

181.  —  Proprietà  fondamentale  della  Involuilone.  —  Per 

riconoscere  se  una  proiettività  sia  involutoria,  occorre,  se- 
condo la  definizione,  verificare  se  ogni  coppia  dì  elementi 
corrispondenti  si  componga  di  elementi  corrìspondentisi  in 
doppio  modo.  In  realtà  si  può  limitare  la  verifica  ad  una 
sola  coppia,  in  virtù  del  teorema  seguente: 

8e  in  ima  'proiettività  fra  due  forme  di  prima  specie  sovrap- 
poste esiste  una  coppia  di  elementi  distinti^  che  si  corrispondano 
in  doppio  modo,  aUora  due  elementi  corrispondenti  qualisi- 
vogliano  si  corrispondono  in  doppio  modo,  e  la  proiettività  è 
invohitoria. 

Siano  Ay  A'  due  elementi  distinti,  che  si  corrispondano 
in  doppio  modo  nella  proiettività  P,  di  guisa  che  la  P  muti  A 
ed  il'  in  ^'  ed  ^,  rispettivamente.  Sia  B  un  altro  elemento 
arbitrario  che  la  proiettività  P  muti  in  B%  e  sia  X  Pelemento 
che  la  P  fa  corrispondere  a  f  ;  tutto  si  riduce  a  dimostrare 
che  X  coincide  con  B.  Infatti  si  ha,  in  causa  della  proiettività  P, 

(AA'BB')  =  {A'AB'X), 
ossia  (n.*"  147,  I) 

{AA'BB')  «  (AA'XB'), 
la  quale  fa  vedere  (n.''  144)  che  B  coincide  con  Z,  e.  d.  d. 

182.  Equailone  deir Involuzione.  —  Allo  stesso  risultato 
si  può  giungere  per  via  analitica;  si  ha  così  il  vantaggio  di 
vedere  quale  particolarità  presenti  Pequazione  bilineare  di 
una  proiettività,  quando  questa  è  involutorìa.  Siano  date 
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due  pnnteggiate  proiettive  e  sovrapposte,  riferite  ad  uno 
stesso  sistema  di  ascisse,  e  sia 

axx'  +  pa?  +  yx^  +  8  =  0 

la  equazione  della  proiettivìtà  che  le  collega.  Se  nella  nomi- 
nata proiettività  due  punti  distinti,  di  ascisse  y  e  y%  si  cor- 
rispondono in  doppio  modo,  sussisteranno  le  relazioni 

ayy'  +  ?y  +  Yy'+  8  =  0, 
ay'y  +  Py'  +  yy  +  8  =  0. 

Sottraendo  la  seconda  dalla  prima,  si  ha 

<J3~Y)  (»— y')-o, 

e  poiché  y  ={=  y\  dovrà  essere  ^  =  y*  Perciò,  nella  ipotesi  fatta, 
l'equazione  della  proiettività  si  riduce  alla  seguente 

(1)  axx'  +  p(a;  +  a?')  +  8  =  0. 

Ora  quest'ultima,  essendo  simmetrica  rispetto  ad  se  ed  o:^, 
determina  una  proiettività,  in  cui  due  punti  omologhi  qua- 
lisivogliano  si  corrispondono  in  doppio  modo,  cioè  una  invo- 
luzione. La  (1)  è  appunto  l'equazione  della  involuzione  (^). 

183.  Involuilone  determinata  da  due  coppie.  —  Una  in- 
voluzione è  determinala  da  due  coppie  di  elementi  coniugati. 

Siano  infatti  AA'^  BB'  due  coppie  date.  Esiste  (n.^  170) 
un'unica  proiettività  che  agli  elementi  A^  A\B  fa  corrispon- 
dere A'j  Jl,  B\  e  questa,  per  il  teorema  precedente,  è  invo- 
lutoria,  ed  ha  come  elementi  coniugati  A  e  A\  B  e  B\ 

Nella  dimostrazione  comparisce  la  ipotesi  che  A  qAA' 
siano  distinti,  mentre  B  e  B^  possono  anche  coincidere. 
Quella  ipotesi  è  però  superflua,  come  risulterà  dalle  consi- 
derazioni che  seguono. 

Proponiamoci  ora  di  scrivere  la  equazione  della  invo- 
luzione determinata  da  due  coppie  di  punti  di  una  retta. 
Osserviamo  a  tal  fine  che  una  involuzione 

(1)  axx'  +  p(a;  -f  re')  +  8  =  0 


(^)  Il  risultato  BUBsiste  per  una  qualsiasi  forma  di  prima  specie, 
sopra  cui  sia  fissato  un  sistema  di  coordinate  proiettive  {nfi  112,  Oss.  I). 
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è  pienamente  conosciuta,  allorché  siano  assegnati  i  valori  dei 
tre  coefficienti  (^j  fij  i;  anzi  basta  dare  i  rapporti  di  due  dei 
coefficienti  al  terzo.  Ciò  posto,  siano  y,  y'  e  Zj  z'  le  ascisse 
note  di  due  coppie  dì  punti  appartenenti  alla  nostra  involu- 
zione (1)  (ciascuna  coppia  essendo  costituita  da  punti  distinti 
o  coincidenti).  Dovranno  allora  sussistere  le  relazioni 

^    ^  1     cxZZf  +  ?{Z+   2?')  +  J«  0. 

Le  equazioni  (2),  lineari  ed  omogenee  rispetto  alle  inco- 
gnite a,  fij  ij  permettono  di  calcolar  queste,  a  meno  di  un 
fattore  arbitrario  non  nullo;  sostituendo  nella  (1)  i  valori 
trovati,  il  problema  sarà  risolto. 

Del  resto,  si  ottiene  subito  la  equazione  richiesta  della 
nostra  involuzione,  se,  insieme  alle  (2),  consideriamo  anche 
la  (1),  la  quale  dev'essere  soddisfatta  ogniqualvolta  x^  x'  sono 
ascisse  di  due  punti  coniugati  nella  involuzione  ;  avremo  cosi 
un  sistema  di  tre  equazioni  lineari,  omogenee  e  coesistenti 
per  valori  non  tutti  nulli  delle  tre  incognite  a,  p,  i.  Dovrà 
quindi  esser  nullo  il  determinante  formato  coi  coefficienti: 


xxf 

X  +  x'     1 

yy' 

y  +y'    1 

Zìi 

g+  z'    1 

(3)  yy   y  ^y   ^     =  o. 

zz^     z  +  z^    1 

La  equazione  (3),  bilineare  rispetto  alle  variabili  a?,  x\ 
rappresenta  appunto  la  nostra  involuzione. 

184.  Condizione  perebi  tre  coppie  di  elementi  apparten- 
gano ad  una  stessa  Involuzione.  —  La  relazione  (3)  può 
anche  riguardarsi  come  la  condizione,  affinchè  tre  coppie  di 
punti  XjX'-j  yjV^ì  z^z'  di  una  retta  appartengano  ad  una 
stessa  involuzione.  Ora  questa  condizione  può  mettersi  sotto 
un'altra  forma  utile  a  conoscersi. 

Supponiamo  che  le  tre  coppie  siano  rappresentate  dalle 
equazioni  di  secondo  grado 

i    al*    4-  6«    +  0    =  0, 
(4)  j    a'%^  -^Vt   -^  &  =0, 

22 
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aventi  per  radici,  rispettivamente,  a?,  a/  ;  y,  y'  ;  Zj  z'.  Possiamo 
nel  determinante  (3)  sostituire  ai  prodotti  ed  alle  somme 
delle  dette  radici  le  loro  espressioni  in  funzione  dei  coeffi- 
cienti delle  (4).  Con  ciò,  fatte  alcune  semplici  riduzioni, 
la  (3)  diviene 

(5)  a'    V     (f       -0, 


a 

b 

e 

a' 

V 

d 

a" 

h" 

e" 

che  è  adunque  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
le  tre  coppie  (4)  appartengano   ad  una  stessa  involuzione. 
Ora  la  (5)  ci  dà  pure  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente affinchè  esistano  due  numeri  a  e  /a,  tali  che  si  abbia 

Sostituendo  ad  a'%  V\  &'  i  loro  valori  nell'ultima  delle  (4), 
questa  prende  la  forma 

(Aa  +  /taO  t^  +  (a6  +  }iV)  <  +  (ac  +  }i&)  =  0, 
ossia 

(6)  A  (a<2  +  6e  +  e)  +  |x  (a'f'  +  Vi  -f  e')  =  0. 

In  parole:  AcAe  le  equazioni  di  due  coppie  di  una  invo- 
luzione^ la  equazione  di  ogni  terza  coppia  deUa  involuzione 
può  ottenersi  come  una  combinazione  lineare  dette  prime  due 
equazioni. 

Al  variare  dei  parametri  a  e  /&,  o  meglio  del  rapporto  —  , 

la  coppia  rappresentata  dalla  (6)  varia  e  può  portarsi  a 
coincidere  con  ogni  coppia  della  involuzione  determinata 
dalle  prime  due  coppie  (4).  Queste,  in  particolare,  corri- 
spondono, l'una  ai  parametri  a  ={=  0,  ju  =  0,  l'altra  ai  para- 
metri A  =  0,  /A  4=  0  (1). 


(')  Se  si  volesse  applicar  qui  un  linguaggio  introdotto  per  le  rette 
(n.o  21)  e  per  le  curve  (n^  49)  di  un  piano,  si  potrebbe  riguardare  la 
involuzione  sopra  una  punteggiata  come  un  ffiBoio  di  eoppie  di  punii. 

£  quasi  superfluo  avvertire  che  il  procedimento  ed  il  risultato  del 
testo  si  applicano  ad  una  forma  di  prima  specie  qualsiasi»  su  cui  si  sia 
fissato  un  sistema  di  coordinate  proiettive. 
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18S.  Teorema  di  Desabgxtes  sul  quadrangolo  completo. 

—  Proponiamoci  ora  di  costruire  Pinvoluzione  determinata 
da  dne  date  coppie  AA%  BB'  di  elementi  coniugati. 

Una  prima  soluzione  si  avrebbe  ricorrendo  alla  costru- 
zione generale  della  proiettività  tra  due  forme  di  prima 
Bi>ecie  sovrapposte  (n.°  169). 

Un'altra  costruzione  è  basata  sopra  un  teorema  di  De- 
SASGUES  (1639) y  che  si  enuncia: 


Le  tre  coppie  di  lati  op- 
posti di  un  quadrangolo  com- 
pleto sono  segate  da  una  tra- 
sversàlej  non  passante  per  nes- 
sun vertice^  in  tre  coppie  di 
punti  appartenenti  ad  una 
stessa  involuzione. 


Le  tre  coppie  di  vertici  op- 
posti di  un  quadrilatero  com- 
pleto sono  proiettate  da  un 
puntOj  rum  situato  sopra  nes- 
sun latOy  mediante  tre  coppie 
di  rette  a/ppartenenti  ad  una 
stessa  involuzions. 


Dimostreremo  ad  es.  il  teorema  di  sinistra. 

Sia  MNPQ  il  quadrangolo  completo;  la  trasversale  s 
seghi  le  coppie  di  lati  opposti  nelle  coppie  di  punti  AA%  BB% 
CC\  Si  tratta  di 
dimostrare  che 
queste  apparten- 
gono ad  una  stes- 
sa involuzione  sul- 
la s. 

Posto 

B  =  NQMP, 

proiettiamo  il 
gruppo  di  punti 
Jf ,  P,  B,  C  deUa 

retta  JfP,  sulla  trasversale  «,  dai  punti  N  eQ.  Otterremo 
le  due  quaterne  di  punti,  proiettive  e  sovrapposte, 

ABGC'aB'A'CC% 

da  cui  (n.»  147,  I) 

ABCC'aA'B'C'C. 

Quest'ultima  proiettività  è  involutoria  (n.°  181),  poiché  G 
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e  e  si  corrispondono  in  doppio  modo  (^);  d'altra  parte,  ai 
punti  J.,  B  corrispondono  rispettivamente  A\  B'\  quindi  AA% 
BB'j  CC^  sono  coppie  di  una  stessa  involuzione,  a  d.  d. 

Il  teorema  di  Desabgues  suggerisce  subito  il  modo  di 
costruire  sulla  punteggiata  (e  nel  fascio  di  rette,  se  si  ado- 
pera il  teorema  duale)  la  involuzione  determinata  da  due 
coppie  AA\  BB^  di  elementi  coniugati.  Del  punto  (7,  ad 
esempio,  si  domandi  il  coniugato  C\  Per  Ay  A'  e  0  si  con- 
ducano tre  rette  ad  arbitrio,  Pultima  delle  quali  incontri  le 
prime  due  nei  punti  distinti  N  e  Q.  Si  unisca  B  con  N 
e  B'  con  Q;  le  due  nuove  rette  segano  rispettivamente  le 
due  uscenti  da  ^',  ^  nei  due  punti  P  ed  M,  sulla  cui  con- 
giungente trovasi  il  punto  C^  richiesto.  Questa  costruzione 
si  eseguisce  colla  sola  riga  (^). 

186.  Elementi  doppi  di  una  Involuilone.  —  La  involu- 
zione, essendo  una  particolare  proiettività  tra  forme  sovrap- 
poste, possiede  due  elementi  uniti  (n.^  174)  o  doppij  come 
si  sogliono  chiamare,  in  ciascuno  dei  quali  due  elementi 
coniugati  vengono  a  coincidere.  La  involuzione  è  iperbolieaj 
parabolica  od  eUitUca^  secondo  che  i  due  elementi  doppi 
sono  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  o  immaginari  co- 
niugati. 

Se 

(1)  olxx^  H-  ^(a;  +  a?')  +  *  =  0 

è  la  equazione   della  involuzione  sopra  una  retta,   ed  y  è 
l'ascissa  di  un  punto  doppio,  si  avrà 

(2)  ay^  +  2py  +  (T  =  0, 


(^)  Qui  si  suppone  ohe  0  e  0*  siano  distinti;  se  però  coinoidessero, 
si  BoegUerebbero  altri  due  vertici  del  quadrangolo  come  centri  di  proie- 
zione, ecc. 

(*)  Dal  fatto  che,  dati  i  cinque  punti  A,  A',  B^  B*  e  0,  ^  deve 
arrivare  ad  uno  gtesso  punto  C,  comunque  si  disponga  degli  elementi 
arbitrari  della  costruzione,  segue:  se  due  qtiadrcmgoli  com/pleU  sano  così 
riferiUy  che  cinque  lati  deWwno  incontrino  gli  ofnologhi  laH  deWàUro  in 
cinque  ptmti  di  una  retta,  anche  gli  omologhi  sesti  lati  si  segheranno  in 
un  punto  di  queUa  retta;  proposizione  questa  che  si  sarebbe  potata  de- 
durre anche  dal  teorema  dd  tiiangoli  omologici  (v.  n.^  126,  es.  27)). 
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donde  

y  =  — 

L'inyoluzione  è  dunque  iperbolica^  parabolica  od  ellit- 
tica, secondo  che  ^^--  olì  è  positivo,  nullo  o  negativo.  ISeì 
secondo  caso  però,  osservando  che  il  binomio  fi^  —  olì  coin- 
cide col  binomio  ^y  —  olì  relativo  ad  una  proiettività  gene- 
rale (perchè  ora  ^  —  r)y  si  conclude  (n.''  172.  Oss.  II)  che  la 
involuzione  parabolica  è  degenere.  Ciò  si  verifica  pure  di- 
rettamente, perchè,  se  p^  —  a  J  =  0,  e  si  suppone  ad;es.  «  =t=  0, 
la  (1)  può  scriversi 

(aX  +  P)  {aa/  +  p)  =  0, 

e  fa  vedere  che  ogni  coppia  della  involuzione  parabolica  si 
compone  del  punto  fisso  x  ^ e  di  un  punto  x'  va- 
riabile da  coppia  a  coppia.  !N'el  punto  fisso  cade  Punico 
elemento  unito.  Di  questa  involuzione  degenere  non  ci  oc- 
cuperemo nel  seguito,  e,  parlando  di  involuzione,  intende- 
remo d'ordinario  che  si  tratti  di  involuzione  iperbolica  od 
ellittica. 

187.  Proprietà  fondamentale  degli  elementi  doppi  di  una 
Involinlone.  —  Siano  U,  7  gli  elementi  doppi  di  una  invo- 
luzione, iperbolica  od  ellittica,  ed  AA^  una  coppia  di  ele- 
menti coniugati  distinti. 

Sarà  per  ipotesi 

{UVAA')^{UVA'A)i 

si  conclude  {nP  148)  che  i  quattro  elementi  U,  7,-4,^4' 
formano  un  gruppo  armonico.  Dunque: 

I  due  elementi  doppi  di  una  involuzione  dividono  armo- 
nieamenie  ogni  coppia  della  involuzione. 

Dati  gli  elementi  doppi  17 ,  7  di  una  involuzione,  questa 
è  pienamente  determinata  ;  e  la  costruzione  dell'elemento  A'y 
coniugato  con  un  elemento  noto  A^  si  riduce  alla  costru- 
zione del  quarto  armonico  dopo  tre  elementi  dati.  Alla 
stessa   operazione  si  ridùce  la   costruzione  di  un  elemento 
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doppio  di  una  involuzione,  di  cui  si  conosca  l'altro  elemento 
doppio  ed  una  coppia  A  A', 

188.  Cottruilone  degli  elementi  doppi  di  una  Involuzlene. 

—  Supposto  che  Pinvoluzione  appartenga  ad  un  fascio  pro- 
prio di  rette  (al  qual  caso  ci  si  può  sempre  ricondurre 
mediante  una  operazione  preliminare  di  proiezione  o  sezione), 
si  ricorrerà  al  metodo  di  Steiner,  che  abbiamo  adoperato 
nella  ipotesi  di  una  proiettività  generale  (n.^  178). 

Due  fasci   col   centro  comune  B^  tra  i  quali  passi  una 
proiettività  involutoria 
(1)  aa'  hV  ...  A  a'aVh  . . . , 

segano  sopra  una  circonferenza,  passante  per  B^  due  pun- 
teggiate proiettive,  che  dì- 
remo  in  involuzianey 
(2)   AA'BB\..aA'AB'B... 
Posto  quindi 

M  =  AB''A'B, 
N  =  AB  'A'B', 
l'asse  di  proiettività  r 
(n.°  179)  sarà  la  congiun- 
gente i  punti  Jf  ed  ^,  e  si 
dirà  in  questo  caso  asse 
dHnvoluzione.  La  MN  sega 
la  circonferenza  nei  punti 
doppi  Uj  V  dell'involuzione  (2),  i  quali,  proiettati  da  8y 
danno  le  rette  doppie  ti,  v  richieste  dell'involuzione  (1). 
Secondochè  l'asse  d'involuzione  è  secante,  estemo  (o  tan- 
gente) rispetto  al  cerchio,  la  nominata  involuzione  è  iperbo- 
lica, ellittica  (o  parabolica). 

Oseervazione  I.  —  Se  consideriamo  sulla  circonferenza 
una  terza  coppia  dell'involuzione,  OC,  le  rette  AC  e  A'C\ 
BC  e  B'C  s'incontreranno  (come  AB  e  A'B')  sull'asse  di 
involuzione.  Perciò  (n.°  135)  i  triangoli  ABC  e  A'B'C  sono 
omologici,  coll'asse  di  omologia  r,  e  le  rette  AA'^  BB'  CC 
(e  le  analoghe  congiungenti  pimti  omologhi)  concorrono  in 
uno  stesso  punto  T,  che  dicesi  polo  ddla  involuzione  trac- 
ciata sulla  circonferenza. 
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Dato  comunque  il  polo,  la  involuzione  sulla  circonfe- 
renza è  determinata  Per  costruire  di  un  punto  C  il  ooniu- 
gato,  basterà  congiungere  T 
con  0,  e  determinare  l'ulte- 
riore intersezione  C^  della 
retta  col  cerchio.  In  partico- 
larcy  le  tangenti  che  escono 
dal  polo  Tj  supposto  esterno, 
hanno  come  punti  di  contatto 
i  punti  doppi  U ,  V  della  in- 
voluzione. Concludendo: 

Le  coppie  di  punti  di 
una  involuzione  giacente  sopra 
una  circonferenza  stanno  su 
rette  discenti  da  uno  stesso 
punto  {polo)f  il  quale  è  esterno^ 
intemo  (o  sulla  circonferenza) ^ 
secondo  che  la  involuzione  è  iperbolica^  ellittica  (o  parabolica). 

Osservazione  II.  —  Si  dice  che  due  coppie  di  punti  AA% 
B  B'  di  una  circonferenza  si  separano ^  se  per  andare  da  A 
ad  -4',  seguendo  la  circonferenza,  si  deve  oltrepassare  B  o  B' 
(cfr.  n.°  118);  le  due  coppie  son  proiettate  da  ogni  punto 
deUa  circonferenza  mediante  due  coppie  di  rette  che  si 
separano.  Ora  è  chiaro  che,  in  questa  ipotesi,  le  due 
corde  AA\  BB'  si  segano  nell'interno  del  cerchio;  è  dunque 
intemo  il  polo  dell'involuzione  che  le  due  coppie  determi- 
nano, e  la  involuzione  è  ellittica.  L'opposto  accade  se  le 
due  coppie  assegnate  non  si  separano.  Dunque:  una  invo- 
luzione è  ellittica  od  iperbolica^  secondo  che  due  sue  coppie 
quaUsivogliano  si  separano  o  non  si  separano.  Il  risultato  vale, 
qualùnque  sia  la  forma  cui  la  involuzione  appartiene  (^). 


C)  In  base  al  teorema  del  n.<>  187,  costruire  gli  elementi  doppi  della 
involuzione  determinata  dalle  coppie  AA\  BB\  vuol  dire  costruire  due 
elementi  che  dividano  armonicamente  le  coppie  dato.  Se  la  involuzione 
appartiene  ad  una  punteggiata,  si  può  dunque  applicare  la  costruzione 
indicata  nell'es.  43)  del  n.®  152.  Anche  per  questa  via  si  conferma  Tul- 
tima  Oss. 
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189.  PtrtiMlarltà  motriebe  di  una  Involuzione. 

a)  Sopra  una  retta,    sulla   quale  sia  fissato  un  sistema 
di  ascisse,  consideriamo  una  involuzione 

(1)  axx'  -\'  fi{x  +  a/)  +  ^^  0. 

Il  punto  all'infinito  a?  ^^  ±  oo  della  retta  ha,  come  coniu- 
gato, il  punto  di  ascissa  a?'  «  — ^  (n  ^  173),  il  quale  dicesi 

centro  dell'involuzione,  ed  è  proprio  se  a  4=  0-  I^^  questa 
ipotesi,  supposto  inoltre  che  la  origine  delle  ascisse  cada 
precisamente  nel  detto  centro,  sarà  p  =  0,  e  la  (1)  assumerà 
la  forma 


axx'  +  (J  =  0,     ossia  xx^  = =  costante. 

a 

Dunque:  in  una  involuzione  avMa  punteggiata,  è  costante  il 
prodotto  delle  distanze  del  e&ntro  da  due  punti  coniugati  quali- 
sivogliano;  quella  costante  dicesi  potenza  dell'involuzione, 
d'accordo  colla  definizione  di  potenza  di  una  proiettività 
data  nel  n.^  173,  giacché  ora  i  due  punti  limite,  ivi  con- 
siderati, coincidono  nel  cen- 
0  tro.  Una  involuzione  sulla 

o  ■         o     ■o—o   o     Q   O 

A         ,    V  A   B  V     B'       punteggiata  è  pienamente 

definita,  quando  se  ne  co- 
nosca il  centro  (proprio)  O  e  la  potenza  p,  ed  è  costituita 
dalle  coppie  di  punti  A,  A\  tali  che 

OA  .  OA'  =  p. 

Se  ?7  è  an  punto  doppio  della  involuzione,  sarà  017^  =  p  ; 
quindi  la  involuzione  è  iperbolica  (parabolica),  od  ellittica, 
secondo  che  la  potenza  è  positiva  (nulla),  o  negativa. 

h)  Se  invece  nella  equazione  (1)  è  Jt  =  0  e  P4=0>  il 
centro  è  improprio,  cioè  il  punto  all'infinito  della  retta  so- 
stegno è  doppio;  l'altro  punto  doppio  (proprio)  TJ  sarà  allora 
punto  medio  di  ogni  coppia  di  punti  coniugati  (n.°  187), 
Ciò  risulta  anche  osservando  che,  nell'ultima  ipotesi,  la  (1) 
diviene 

X  4-  x'  ^ 

P  (a?  +  a?')  +  ^  =  0,      ossia       — 5 —  "^  ""  28  "^  ^®*" 
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Questa  involuzione  iperbolica  sulla  punteggiata,  in  cui  due 
punti  coniugati,  come  A  ed  A\  o  B  e  B%  .. .  sono  sempre 
simmetrici  rispetto   ad  un  punto  fisso  U,  fu  già  portata 
come  esempio  di  involuzione 
(n.^  180),  e  detta  simmeiria 
sulla  retta.  Le  due  punteg- 
giate proiettive  sovrapposte 

AA'BB'  ...aA'AB'B  ...  y 

che   danno   luogo  alla   sim- 
metria, sono  uguali,  anzi  in- 
versamente    uguaUj     giacché 
segmenti  corrispondenti  sono 
uguali,  ma  di  segno  opposto. 
E  viceversa:  due  punteggiate 
inversamente    uguali    e    so- 
vrapposte  danno    luogo    ad   una   involuzione   simmetrica. 
e)  Passando  dalla  punteggiata  al  fascio  proprio  di  rette, 
osserviamo  che,  se  ad  ogni  retta  a  di  un  fascio  8  facciamo 
corrispondere  la  retta  a'  sinmietrica  di  a,  rispetto  ad  una 

retta  fissa  u  per  S  (in  guisa  adunque  che  sia  a^u  »  —  aù)j 
otterremo  nel  fascio  una  involuzione  simmetrioa^  le  cui  rette 
doppie  (reali)  sono  la  i«  e  la  perpendicolare  ad  u  condotta 
per  8.  Viceversa,  ogni  involuzione  (iperbolica)  nel  fascio, 
avente  le  rette  doppie  perpendicolari  fra  loro,  è  una  sim- 
metria (n.^^  187).  Due  fasci  sovrapposti,  corrispondentisi  in 
una  involuzione  simmetrica,  sono  inversamente  uguali;  e 
due  fasci  sovrapposti  inversamente  uguali  danno  sempre 
origine  ad  una  simmetria. 

Segando  una  simmetria  nel  fascio  colla  retta  allUnfinito, 
si  ottiene  su  questa  una  simmetria  o  uguaglianza  inversa^ 
cioè  una  involuzione  iperbolica,  i  cui  punti  doppi  indivi- 
duano direzioni  ortogonali. 

190.  Involuilone  clreolare.  —  È  ora  il  caso  di  do- 
mandarci se  due  fasci  sovrapposti  diirettamente  uguali  pos- 
sano trovarsi  in  involuzione,  mentre  il  fatto  analogo 
non    si   presenta    mai    per    le   punteggiate,    dove  l'ugua- 
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glianza  diretta  è  una  proiettività  parabolica  non  involutoria 
(n.*»  175,  a)). 

Tra  due  fasci  sovrapposti  aventi  il  centro  proprio  flf, 
passi   una  uguaglianza   diretta,  per  la  quale  ad  una  retta 

arbitraria  a  corrisponda  quella  retta 
a\  che  forma  con  a  Pangolo  costante 

aà'  =  w.  Volendo  ora  di  a',  conside- 
rata nel  primo  fascio,  la  retta  corri- 
spondente  a",  dovremo  fare  aV  =  «, 

e  quindi  (m/'  =  2  w.  Affinchè  la  proiet- 
tività sia  involutoria,  occorre  e  basta 
che  a^^  coincida  con  a  (senza  che 
a^  coincida   con  a);   ciò    si  ottiene  se 


2»  =  ?r,  ossia  (tf  == 
Si  conclude: 


2^ 


In  ogni  fascio  proprio  esiste  una  involuzione^  in  cui 
ciascuna  retta  ha  per  coniugaJta  la  retta  perpendicolare }  essa 
prende  il  nome  di  involuzione  di  angoli  retti  o  circolare.  Si 
può  affermare  che  una  involuzione  nel  fascio  è  circolare,  se 
in  essa  si  conoscono  due  coppie,  ciascuna  composta  di  rette 
perpendicolari  (n.°  183). 

La  involuzione  circolare  è  evidentemente  ellittica.  Poiché 
essa  rientra  come  caso  particolare  nelPuguaglianza  diretta 
fra  due  fasci  sovrapposti  (n.°  175,  6)),  le  rette  doppie  deUHn- 
vóluzions  circolare  sono  le  rette  isotrope  uscenti  dal  centro  del 
fascio  (n.°  39). 

Segando  la  involuzione  circolare  del  fascio  S  colla  retta 
all'infinito  del  piano,  otteniamo  su  questa  una  involuzione 
ellittica^  detta  circolare^  la  quale  è  proiettata  da  ogni  punto 
proprio  mediante  una  involuzione  circolare  di  rette.  Due 
punti  coniugati  nella  involuzione  circolare  sulla  retta  all'in- 
finito individuano  direzioni  perpendicolari  tra  loro,  e  vice- 
versa; quei  punti  dividono  armonicamente  i  punti  doppi, 
immaginari,  della  involuzione  stessa,  i  quali  sono  i  punti 
all'infinito  delle  rette  isotrope,  ossia  i  punti  ciclici  del  piano 
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(n.°  127,  Oss.).  Dunque  i  punti  oicliei  di  un  piano  dividano 
armonicamente  i  punti  alPinfinito  di  ogni  eoppia  di  rette  mu- 
tuamente perpendioolarij  traooicUe  sul  piano. 

OtMnraii^M.  —  Abbiamo  già  inoontrato  più  volte,  nello  studio  di 
proprietà  metriche,  la  nozione  di  rette  isotrope  e  di  punti  oiolioi.  Llm- 
portanza  di  questi  enti  sta  in  ciò,  ohe  i  punti  oiolioi,  insieme  alla  retta 
all'infinito  a  cui  appartengono,  permettono  di  stabilire  il  nesso  fra  le 
proprietà  proiettive  e  le  proprietà  metriche  delle  figure  piane  (ofr.  n.^  126). 
Precisamente:  ogni  proprietà  mètrica  di  una  -figura  piana  può  tnunoi<xrsi 
come  una  rétamenB  proiettiva  détta  figura  colta  retta  aXt^nfiniio  e  coi  pwiUi 
dotici  dot  piano;  e  fnceverta  (Catu&t,  1869;  Klbin,  1871-72).  Giustifi- 
chiamo con  qualche  esempio  questa  affermazione. 

a)  Due  rette  di  un  piano  sono  perpendicolari,  se  (i  loro  punti  all'in- 
finito) dividono  armonicamente  i  punti  ciclici. 

h)  Un  quadrangolo  semplice  (figura  che  ha  carattere  proiettivo)  ò 
un  parallelogramma,  se  i  punti  di  incontro  delle  coppie  di  lati  opposti 
appartengono  alla  retta  all'infinito  ;  se  questi  due  punti  inoltre  dividono 
armonicamente  i  punti  ciclici,  si  ha  un  rettangolo;  si  ha  invece  una 
losanga,  se  le  due  diagonali  dividono  armonicamente  i  punti  ciclici,  ed 
un  quadrato  se  le  due  condizioni  si  verificano  insieme. 

e)  una  curva  di  secondo  ordine  (figura  avente,  come  vedremo, 
carattere  proiettivo)  sega  la  retta  all'infinito  del  suo  piano  in  due  punti  ; 
se  questi  cadono  nei  punti  ciclici,  la  curva  ò  un  cerchio  (n.®  129,  Oss.), 
e  gode,  in  conseguenza,  di  spiccate  particolarità  metriche. 

d)  Abbiamo  visto  (n.o  175)  che  l'uguaglianza  diretta  tra  due  fasci 
sovrapposti  è  una  proiettività,  che  ha  come  rette  unite  le  rette  isotrope 
uscenti  dal  centro  comune;  e  viceversa.  Applicando  una  traslazione  ad 
uno  dei  fasci,  si  deduce  che  Veguaglianza  diretta  tra  due  fasci  di  un  piano 
è  una  proiettività,  in  cui  si  corrispondono  le  rette  isotrope  uscenti  dai 
rispettivi  eentri.  Limitando  l'osservazione  al  caso  che  si  considerino  due 
rette  a,  b  dell'un  fascio  e  le  corrispondenti  a\  h'  dell'altro,  risulta:  la 

condizione  perchè  due  angoli  ab,  aHb'  sia/no  uguali,  è  che  U  doppio  rap- 
porto formato  dai  lati  deH  primo  angolo  con  le  rette  isotrope  uscenti  dal 
vertice  di  esso  sia  uguale  al  doppio  rapporto  analogo  relativo  al  secondo 
angolo.  Segue  di  qua  che  il  doppio  rapporto  formato  da  due  rette  colle 
rette  isotrope  uscenti  dalla  loro  intersezione  dipende  esclusivamente 
dall'angolo  di  quelle  rette  e  non  dalla  loro  posizione.  L'osservazione  può 
confermarsi  direttamente  così. 

Fissato  nel  piano  un  sistema  cartesiano  ortogonale,  consideriamo 
le  rette  isotrope  uscenti  dall'origine,  insieme  a  due  rette  a,  ò,  pure 
uscenti  dall'origine,  e  formanti  gli  angoli  a,  p  coli' asse  x.  Le  quattro 
rette  hanno  le  equazioni  (n.^  39,  27) 

y  =  ta?,    y=:— t»,    y  =  »tga,    y  — «tgP, 
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e  formano  il  doppio  rapporto  (n.®  145,  e)) 

k-(t.-t.  !«,, tgp)  =  — izrji-  •■  -i-^l  ■ 

Moltiplioando  i  due  termini  della  prima  frazione  per  tooaa,  e  i 
due  termini  della  seconda  per  •  ooe  p,  quella  espreeaione  bì  trasforma  in 

, 006  tt  +  ^  fl^P  «  ^  eoa  p  +  »  Ben  ^ 

""  C08  ( —  «)  +  t  Ben  ( —  a)   '   cofl  ( —  p)  +  »  Ben  ( —  P)  ' 

e,  per  la  nota  regola  di  divisione  dei  numeri  oomplessi  scritti  sotto  forma 

trigometrioa» 

jfc  =  coB  2  (  X  —  p)  + 1  sen  2  (a  —  P), 
ossia 

k  sa  ooB  (—  2  <p)  +  i  Ben  (  —  2  ?p), 

dove  <p  =  P  —  a  indica  Tangolo  delle  due  rette  a,  h»  Dunque:  il  doppio 
rapporto  formaio  dai  laU  di  un  arsolo  coUe  rette  isotrope  uscmU  dal  ver- 
tice è  un  numero  eomplesao,  che  ha  per  Tnodulo  Vunità  e  per  argomento  U 
doppio  deU* angolo;  (il  segno  dell'argomento  non  ha  importanza,  dipen- 
dendo dalPordine  in  cui  si  considerano  le  due  rette  isotrope). 

L'ultima  formula  può  ancora  trasformarsi,  ricorrendo  alla  teoria 
delle  potenze  ad  esponente  complesso  (^)  ;  quella  formula  infatti  equivale 
aUa  seguente 

indicando  con  e  la  base  dei  logaritmi  naturali.  Prendendo  i  logaritmi 
dei  due  membri,  abbiamo 

—  2f?^logfc, 
e  finalmente 

cp  =  — -^  logfc  = -i- log  A;. 

L^ofngolo  di  due  rette  è  uguale  al  fattore  eostante  -^  moUvpUcfOo  per 

il  logaritmo  naturale  del  doppio  ra/pporto  formato  daUe  due  rette  cotte 
rette  isotrope  uscente  dal  vertice  deWangolo.  Questo  importante  teorema, 
dovuto  a  Laguerhe  (1853),  riconduce  la  nozione  metrica  di  angolo  alla 
nozione  proiettiva  di  doppio  rapporto  ("). 

191.  Coppia  comune  a  duo  Involuiioni  sovrappoito.  — 

Bitomiamo,  per  un  momento,   alla   teorìa  generale  dell'in- 


(1)  V.  ad  es.  Oapblli,  Istituzioni  di  AfMliti  algebrica  (Kapoll  ÌW2),  pag.  467.  400. 

(*)  A^chl  obiettasse  qui  che  il  doppio  rapporto  di  quattro  rette  fu  da  noi  definito  ricor- 
rendo al  concetto  di  angolo,  si  potrebbe  rispondere  che  lo  Staudt  è  riuscito  a  definire  il  doppio 
rapporto  di  quattro  elementi  di  una  forma  di  prima  specie  in  ba  e  a  noiionl  puramente  graflcho, 
Bensa  parlare  di  misura  di  segmenti,  angoli,  ecc.  Ha  noi  non  possiamo  riprodurre  qui  il  metodo 
seguito  dallo  Staudt,  e  rinviamo  chi  volesse  conoscerlo  ai  Beiirdg$  eur  Geometrie  à»  Lagé 
(Nttmberg,  1866-1860)  ;  v.  in  particolare  U  2»  fascicolo. 
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volnzione  per  risolvere  un  problema,  di  cni  spesso   incon- 
treremo un  caso  particolare  metrico. 

Baie  due  involuzioni  sopra  uno  stesso  sostegno^  costruire 
{ove  esista)  una  eoppia  ad  esse  comune. 

Snpposto  (come  è  lecito;  che  le  due  involuzioni  appar- 
tengano ad  uno  stesso  fascio  proprio  di  rette,  si  conduca 
per  il  centro  di  questo  una  circonferenza.  Otterremo  sopra 
di  essa  due  involuzioni,  di  cui  siano  P  e  Q  ì  poli  (nP  188, 
Oss.  I).  Se  queste  involuzioni 
hanno  una  coppia  XX^  co- 
mune, la  retta  XX^  dovrà 
passare  per  P  e  per  Q;  e  vice- 
versa, le  intersezioni  deUa 
retta  PQ  col  cerchio  forni- 
scono la  coppia  richiesta.  Essa 
si  compone  dì  due  pxmti  di- 
stinti se  PQ  è  secante;  di  punti  coincidenti  se  PQ  è  tangente; 
finalmente,  se  PQ  è  estema  al  cerchio,  manca  la  coppia 
comune  alle  due  involuzioni,  o,  meglio,  si  compone  di  ele- 
menti immaginari,  come  mostrerebbe  la  trattazione  ana- 
litica. 

Dimque:  Bue  involuzioniy  appartenenti  ad  una  stessa 
forma  di  prima  specie,  hanno  in  comune  una  coppia  di  ele- 
menti coniugati,  che  possono  essere  reali  e  distinti,  reali  e 
coincidenti,  o  immaginari;  il  primo  caso  si  presenta  certo,  se 
delle  due  involuzioni  una  almeno  è  ellittica,  perchè  allora  il 
corrispondente  polo  è  intemo  al  cerchio,  e  quindi  la  retta  PQ 
è  secante. 

192.  Rette  coniugate  e  perpendicolari  di  una  Invoiuiione 
nel  lascio.  —  n  corollario  metrico  si  riferisce  al  caso  che  le 
due  involuzioni  appartengano  ad  un  fascio  proprio  di  rette, 
ed  una  di  esse  sia  la  involuzione  circolare  (che  è  ellittica). 
Si  ha  allora: 

Una  involuzione  nel  fascio  proprio  di  rette  contiene  sempre 
t^na  coppia  di  rette  reali,  coniugate  nella  involuzione  e  per- 
pendicolari. Se. di  siffatte  coppie  ve  ne  fossero  altre,  la  in- 
voluzione sarebbe  circolare,  come  fu  già  osservato  (n.°  190). 
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*  I9S.  Cenno  sulla  rappretontazlane  geometrica  degli  eia- 
menti  Immaginari  sopra  una  torma  di  prima  specie.  —  Prima 
di  abbandonare  lo  stadio  delle  involuzioni,  vogliamo  accen- 
nare alla  via  proposta  dallo  Staudt  per  introdurre  nella 
geometria  sintetica  gli  elementi  immaginari,  dei  qnali  noi 
abbiamo  discorso  sinora  in  un  senso  puramente  analitico 
(n,«  38). 

La  forma  di  prima  specie  sia,  per  fissar  le  idee,  una 
punteggiata  propria,  sulla  quale  sia  stabilito  un  sistema  di 
ascisse.  Ad  ima  equazione  di  secondo  grado,  a  coefficienti 
reali, 

(1)  ax^  +  bx  +  0  ^  0 

corrisponde,  se  la  equazione  ha  radici  reali,  una  coppia  di 
punti  distinti,  o  coincidenti,  che  noi  possiamo  segnare  suUa 
retta,  punti  le  cui  ascisse  sono  le  radici  della  (1).  Se  in- 
vece la  (1)  ha  radici  immaginarie  (coniugate)  non  possiamo 
piti  rappresentare  graficamente,  nel  modo  ora  esposto,  queste 
radici,  o  i  punti  immaginari  coniugati  corrispondenti.  Cer- 
chiamo in  tal  caso  se  esista  sulla  forma  un  ente  reale  sif- 
fatto, che,  data  la  (1),  quell'ente  rimanga  individuato,  e 
viceversa.  Se  queste  condizioni  saranno  soddisfatte,  potremo 
assumere  Pente  stesso  come  immagine  geometrica  dell'equa- 
zione (1),  o  della  coppia  di  punti  immaginari  che  ad  essa 
corrisponde. 

Ora,  data  una  qualsiasi  equazione  quadratica  (1)  a  coef- 
cienti  reaU,  rimane  individuata  sulla  punteggiata  una  in- 
voluzione, i  cui  punti  doppi  sono  determinati  dalla  (1); 
questa  involuzione  ha,  come  si  vede  subito  (n.^  186),  Tequa- 
zione 

(2)  axx'  +  -y  (a?  +  a?0  +  0  =  0, 

ed  è  iperbolica,  parabolica,  o  ellittica,  secondo  che  la  (1)  ha 
radici  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie. 
Nell'ultimo  caso  possiamo  assumere  la  involuzione  eUittioa  (2) 
eome  immagine  geometrica  (o  come  definizione,  secondo  lo 
Staudt)  della  coppia  di  punti  immaginari  determinaii  daUa  (1). 


IMVOLX7ZIONB  SOPRA  UKA  FOBMA  Dt  PRIMA  8PB0IB  351 

La  involuzione  ellittica  è  un  ente  reale,  costituito  da  infi- 
nite coppie  di  pnnti  reali;  bastano  due  coppie  AA'^  BB' 
per  individuarla,  e  quindi  per  rappresentare  la  coppia  di 
punti  immaginari  corrispondente  ad  una  data  equazione  di 
secondo  grado. 

Si  osservi  poi  che  ogni  coppia  di  punti  immaginari 
coniugati  di  un  piano  appartiene  ad  una  retta  reale  (n.°  38), 
alla  quale  può  applicarsi  la  considerazione  che  precede.  Ne 
viene  che  le  infinite  coppie  di  punti  immaginari  coniugati 
di  un  piano  sono  rappresentate  dalle  infinite  involuzioni 
ellittiche  esistenti  sulle  singole  rette  (reali)  del  piano.  Quelle 
coppie  vengono  con  ciò  ad  esser  definite  in  modo  autonomo, 
indipendente  da  un  particolare  sistema  di  coordinate  fissato 
nel  piano;  mentre  la  definizione  analitica,  che  ne  fu  data 
al  n.°  38,  doveva  necessariamente  esser  coUegata  al  sistema 
di  riferimento. 

In  modo  analogo  si  procederà  per  rappresentare  (o  de- 
finire) una  coppia  di  elementi  immaginari  coniugati  (in  senso 
algebrico)  appartenenti  ad  un  fascio  di  rette  o  di  piani. 
Sempre  la  detta  coppia  di  elementi  si  rappresenterà  me- 
diante quella  involuzione  ellittica  nel  fascio,  che  ha  come 
doppi  gli  elementi  nominati.  In  particolare,  le  rette  iso- 
trope uscenti  da  un  pxmto  proprio  S  saranno  rappresen- 
tate dalla  involuzione  circolare  nel  fascio  >8f;  ed  i  punti 
cicUci  del  piano,  dalla  involuzione  circolare  sofia  retta  al- 
Pinfinito. 

Sugli  enti  immaginari  cosi  introdotti  si  possono  definire 
le  operazioni  geometriche  fondamentali.  Cosi,  per  esempio, 
data  sopra  una  retta  (reale)  una  coppia  di  punti  immagi- 
nari coniugati  Uy  F,  rappresentata  mediante  la  involuzione 
ellittica  AA\  BB\  la  coppia  di  rette  inoimaginarie  8TJj  8Vj 
proiettanti  quei  punti  da  un  punto  reale  8^  si  rappresen- 
terà mediante  la  involuzione  nel  fascio  8  determinata  dalle 
coppie  di  rette  8A,  8 A'  ed  SB,  8B\ 

OtMTìrazIoilt.  —  In  molte  questioni  due  elementi  immaginari  coniu- 
gati si  presentano  sempre  insieme,  e  sì  comportano  nello  stesso  modo, 
cosioohè  è  sufficiente  rappresentare  la  coppia  ohe  essi  formano  rìcor- 
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rendo  alla  involuzione  ellittica,  come  ora  si  disse.  In  altre  questioni 
però  occorre  definire  separatamente  ciascuno  dei  due  elementi  immagi- 
nari coniugati.  A  tal  fine  lo  Staudt  ha  proposto  di  considerare,  insieme 
alla  involuzione  ellittica,  uno  dei  due  versi  appartenenti  alla  forma  su 
cui  si  opera,  e  di  aggregare  quel  verso  ad  uno  dei  due  elementi  imma- 
ginari, e  il  verso  opposto  all'altro  elemento.  In  tal  guisa,  ricordando 
che  due  coppie  AA\  BB'  di  una  involuzione  ellittica  si  separano  e  quindi 
che  gli  elementi  ABA'R  si  succedono  in  un  verso,  e  gli  éiemeoitiAB'A'B 
nel  verso  opposto,  potremo  con  ABA'B'  rappresentare  uno  degli  ele- 
menti doppi  della  nostra  involuzione,  e  con  ARA'B  Taltro. 

EttrdlL  I.  -  *  1)  Costruire  sulla  punteggiata  {x  ed  x'  essendo  ascisse) 
le  involuzioni  rappresentate  dalle  equazioni  bilineari  a»'  =  4,  x  +  x  ^=2, 
o  dalle  combinazioni  lineari 

x(a?  —  1)"  +  |a(»  +  !)■  =  0,       ) aj«  +  f*(aj  +  1)  «  0,      >»•  +  fi  =  0; 

determinarne  analiticamente  il  centro  e  i  punti  doppi. 

2)  Scrivere  sotto  la  forma  bilineare,  o  sotto  forma  di  combinazione 
lineare,  la  equazione  della  involuzione  che  ha  il  centro  nel  punto  (di 
ascissa)  1,  e  come  coniugati  i  punti  +  2,  —  2;  oppure,  che  ha  quel  centro 
e  il  punto  doppio  +  3  ;  oppure,  che  ha  i  punti  doppi  —  1  e  +4. 

II.  —  3)  Se  AA\  BB',  CO'  sono  tre  coppie  di  punti  di  una  stessa 
involuzione,  si  ha 

(BOA')  {OAR)  (ABa)  =  1. 

4)  Se  AA'  e  BR  sono  coppie  di  elementi  corrispondenti  in  una 
Xiroìettività  tra  forme  sovrapposte,  i  cui  elementi  uniti  siano  Z7  e  F,  allora 
UV,  AR,  A'B  sono  tre  coppie  di  una  stessa  involuzione,  e  viceversa. 
Il  teorema  vale  anche  se  ^  e  F  coincidono.  Come  si  enuncia  il  teorema 
se  JL'  e  B  coincidono  t 

6)  Il  luogo  di  un  punto,  dal  quale  due  punteggiate  proiettive  non 
sovrapposte  di  un  piano  vengono  proiettate  mediante  due  fasci  di 
rette  in  involuzione,  è  Tasse  di  proiettività  delle  due  punteggiate  (n.<>  179, 
es.  4)).  Teorema  duale. 

6)  I  cerchi  passanti  per  due  punti  segano  sopra  una  trasversale 
coppie  di  una  involuzione,  il  cui  centro  si  trova  sulla  congiungente  i 
due  punti.  Dove  cadono  i  punti  doppi  della  involuzione  t  Valersi  del 
teorema  enunciato  per  costruire  sulla  punteggiata  una  involuzione  di 
cui  si  conoscano  due  coppie. 

7)  Data  una  involuzione  ellittica  sopra  una  punteggiata,  esistono 
sempre,  in  un  piano  per  questa,  due  punti,  da  ciascuno  dei  quali  la 
involuzione  è  proiettata  mediante  una  involuzione  circolare. 

8)  Data  una  involuzione  iperbolica  sopra  una  punteggiata,  qual*è 
il  luogo  di  un  punto,  da  cui  la  .involuzione  viene  proiettata  mediante 
una  involuzione  simmetrica  di  rette  t 

III  —  9)  Le  rette  polari  di  un  punto  (cfr.  n.^'  126,  es.  18)),  rispetto 
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alle  tre  coppie  di  lati  opposti  di  un  quadrangolo  oompleto,  passano  per 
uno  stesso  punto  (n.^  185). 

10)  I  poli  di  lina  retta,  rispetto  alle  tre  coppie  di  yertici  opposti 
di  un  quadrilatero  completo,  stanno  sopra  una  retta;  oome  si  enuncia 
questo  teorema  se  quella  retta  è  all'infinito  t 

11)  Il  teorema  di  Desargues  sul  quadrangolo  completo  (n.<^^  186) 
può  enunciarsi  cosi:  le  proiezioni  dei  yertici  di  un  triangolo,  da  un  punto 
qualunque  del  suo  piano,  sopra  una  trasversale  non  passante  per  nes- 
suno  dei  vertici,  sono  coniugate  in  una  involuzione  alle  intersezioni 
dei  lati  rispettivamente  opposti  del  triangolo  colla  stessa  trasversale. 
Sotto  questa  forma  il  teorema  può  facilmente  invertirsi:  «  se  delle  in- 
tersezioni dei  lati  di  un  triangolo  con  una  trasversale  si  costruiscono  i 
coniugati  in  una  qualsiasi  involuzione  su  quella,  questi,  congiunti  coi 
vertici  rispettivamente  opposti  del  triangolo,  danno  tre  rette  concorrenti 
in  un  punto  ».  Questioni  duali. 

12)  I  teoremi  inversi  di  quelli  di  Desargues  conducono  a  numerosi 
corollari,  quando  si  particolarizzi  l'involuzione;  corì  segue  subito:  le  tre 
altezze  di  un  triangolo  passano  per  uno  stesso  punto;  o,  dò  che  fa  lo 
stesso:  se  due  coppie  di  lati  opposti  di  un  quadrangolo  completo  si 
compongono  di  rette  perpendicolari,  anche  la  terza  coppia  di  lati  op- 
posti si  comporrà  di  rette  perpendicolari. 

13)  Se  in  un  quadrangolo  completo  le  bisettrici  dell'angolo  deter- 
minato da  due  lati  opposti  sono  parallele  alle  bisettrici  dell'angolo  di 
altri  due  lati  opposti,  anche  la  terza  coppia  di  lati  opposti  dà  luogo  a 
bisettrici  aventi  le  stesse  direzioni,  e  il  quadrangolo  è  iscrittibile  in  un 
cerchio;  e  viceversa. 

14)  Se  si  congiungono  i  vertici  di  un  triangolo  con  un  punto  del 
piano,  e  pel  punto  si  conducono  le  perpendicolari  alle  oongiungenti, 
queste  vanno  ad  incontrare  i  lati  rispettivamente  opposti  del  triangolo 
in  tre  punti  allineati. 

15)  Se  dai  vertici  di  un  triangolo  partono  tre  raggi  luminosi  con- 
correnti in  un  punto  di  una  retta  del  piano,  i  raggi  riflessi  da  questa 
(prolungati  se  occorre)  incontrerazmo  i  lati  opposti  del  triangolo  in  tre 
punti  allineati. 

16)  Dall'ultimo  teorema  si  può  dedurre  una  dimostrazione  del  teo- 
rema di  SiMSON  (cfr.  nfi  152,  es.  9)),  anzi  del  teorema  più  generale: 
e  se  da  un  punto  del  cerchio  circoscritto  ad  un  triangolo  si  conducono 
tre  rette  inclinate  ai  lati  di  questo  sotto  lo  stesso  angolo  (in  valore  e 
segno),  esse  determinano  sui  lati  tre  punti  allineati  ». 

17)  Se  due  quadrangoli  completi,  situati  in  un  piano,  sono  cosi 
riferiti  che  cinque  lati  dell'uno  siano  perpendicolari  ai  cinque  lati  omo- 
loghi dell'altro,  anche  i  sesti  lati  dei  due  quadrangoli  risulteranno  per- 
pendicolari tra  loro. 

18)  Se  due  triangoli  ABO,  A'B'(T  sono  così  situati  che  le  perpen* 
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dioolarì  oalate  dai  vertici  A,B,0  del  primo  sui  lati  B'O',  0'A\  A'B'  del 
secondo  passino  per  uno  stesso  punto,  anche  le  perpendicolari  calate 
dai  vertici  A'y  B\  C  del  secondo  sui  lati  BO,  OA,  AB  del  primo  passe- 
ranno per  uno  stesso  punto  (cfr.  n.^'  33,  es.  0)). 

IV  —  19)  Una  involuzione  circolare,  o  simmetrica,  in  un  fascio 
proprio  di  rette  sega  sopra  una  circonferenza,  condotta  per  il  centro 
del  fascio,  una  involuzione  che  può  chiamarsi  collo  stesso  nome.  Dove  sta 
il  polot  Dove  Tasse  t 

20)  Le  tangenti  ad  un  cerchio  nelle  coppie  di  punti  di  una  invo- 
luzione si  segano  sull'asse  (n.^  188).  Viceversa:  «  se  dai  ponti  di  una 
retta  si  conducono  le  tangenti  ad  un  cerchio,  le  coppie  di  punti  di  con- 
tatto appartengono  ad  una  involuzione,  di  cui  la  retta  è  Tasse  ». 

21)  Se  J.,  B,  0  sono  tre  elementi  di  una  forma  di  prima  specie 
(ad  es.  punti  di  una  circonferenza),  ed  A\  B\  0'  sono  i  coniugati  ar- 
monici di  quelli  rispetto  alle  coppie  BO,  OA,  AB  ordinatamente,  le 
coppie  AA\  BB'y  OC  appartengono  ad  una  stessa  involuzione,  ed 
i  gruppi  AA'B'0\  BB'0'A\  OCA'W  sono  armonici  (cfr.  n.o  179, 
es.  38),  39)). 

y  —  22)  Dati  due  angoli  retti,  a  lati  non  paralleli,  ed  un  paral- 
lelogramma, costruire  colla  sola  riga  la  retta  uscente  da  un  punto  dato 
e  perpendicolare  ad  una  data  retta  (es.  12)  e  n.^  126,  es.  26)). 

23)  In  particolare:  dato  un  quadrato,  condurre  colla  sola  riga  da 
un  punto  dato  la  perpendicolare  ad  una  retta  assegnata  (Stbinbb).  (Si 
supponga  anzitutto  che  la  retta  passi  per  il  centro  del  quadrato,  e  che 
il  punto  cada  nel  centro  stesso;  per  la  intersezione  della  retta  con  un 
lato  si  conduca  la  perpendicolare  a  questo  lato  fino  ad  incontraro  il  lato 
opposto,  poi  la  parallela  ad  una  diagonale  del  quadrato...), 

24)  Dato  un  quadrato,  bisecare  colla  sola  riga  un  angolo  retto  (il 
cui  vertice  può  supporsi  cada  nel  centro  del  quadrato). 

26)  Dato  un  quadrato  ed  un  angolo  aò,  costruire  colla  sola  riga 

un  angolo  a'V  =  oò.  di  cui  sia  assegnato  un  lato  a'  ed  il  vertice.  (Sup- 
posto che  i  due  angoli  abbiano  lo  stesso  vertice,  tutto  si  riduce  a  co- 
struire la  involuzione  simmetrica  di  cui  a'ò  è  una  coppia;  ora  le  rette 
perpendicolari  ad  a'  e  &  costituiscono  una  seconda  coppia  della  detta 
involuzione.. .). 

26)  Dato  un  quadrato,  verificare  coUa  sola  riga  se  due  dati  segmenti 
ABy  EF  siano  uguali;  (si  costruisca  un  parallelogramma  ABCD,  di  cui 
il  lato  BG  sia  uguale  e  parallelo  ad  EF,  e  si  considerino  le  diagonali. . .). 

27)  Dato  un  quadrato,  e  determinato  un  cerchio  coli* assegnarne  il 
centro  O  ed  un  punto  A,  oppure  tre  punti  A,  B,Cf  costruire  colla  sola 
riga  Tulteriore  intersezione  del  cerchio  con  una  retta  arbitraria  con- 
dotta per  A;  variando  la  retta  si  ottengono,  senza  compasso,  quanti 
punti  si  desiderano  del  detto  cerchio. 
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VI.  Problemi  di  secando  grado  (^).  —  28)  In  ogni  involuzione  ellit- 
tioa  esiate  ona  coppia  di  elementi  coniugati  e  reali,  che  divide  anno* 
nioamente  un'altra  coppia  aesegnata  della  involuzione. 

29)  Data  una  proiettività  tra  due  fasci  propri  di  rette,  determi- 
nare (analìticamentie  e  graficamente)  una  coppia  di  rette  perpendicolari 
dell'un  fascio,  a  cui  corrisponda  una  coppia  di  rette  pure  perpendicolari 
dell'altro  fascio  ;  esiste  in  ciascun  fascio  una  sola  coppia  di  rette  reali 
soddisfacenti  al  problema»  a  meno  che  i  due  fasci  non  siano  uguali. 
(Nella  risoluzione  grafica  conviene  supporre  collocati  i  due  fasci  in  po- 
sizione prospettiva). 

30)  L'esercizio  precedente  permette  di  risolvere  i  problemi  seguenti: 
«  dato  un  fascio  di  rette  ed  un  fascio  proiettivo  di  piani»  segare  que- 
st'ultimo con  un  piano,  in  modo  da  ottenere  un  fascio  di  rette  uguale 
al  fascio  dato  {nfi  126,  es.  10))  »»  e  in  particolare  «  segare  un  prisma 
triangolare  con  un  piano,  in  guisa  da  ottenere  un  triangolo  simile  ad 
un  triangolo  dato  i»;  «  dati  due  fasci  propri  proiettivi  di  rette»  collocarli 
in  tal  posizione  da  formare  una  involuzione  {ufi  181)  ». 

31)  Date  due  punteggiate  proiettive  non  sovrapposte»  per  un  punto 
assegnato  nel  loro  piano  condurre  una  trasversale  che  le  seghi  in  punti 
coiTispondenti;  problema  duale. 

32)  Problemi  di  Apollonio:  fissati  su  due  rette  distinte  due  punti 
Af  B\  condurre  per  un  punto  dato  nel  loro  piano  una  trasversale  se- 
cante le  due  rette  in  punti  X,  X'  tali,  ohe  sia  AX  +  BX'  »  A;»  oppure 

AX 
AX  •  IffX'  =  io  {eeé^  spatii),  oppure  ^—,  =  k  {seetio  raiionis);  h  è  una 

costante  assegnata»  nusura  di  un  segmento  o  di  un'area  nei  primi  due 
oasi.  (Preso  un  punto  M  ad  arbitrio  sulla  prima  retta,  si  costruisca  M' 
sulla  seconda,  in  guisa  che  sia  verificata  la  prima,  o  la  seconda  o  la 
terza  relazione;  al  variare  di  Jlf  e  di  Jf'  sorge  una  proiettività»  facil- 
mente costruibile,  tra  le  due  punteggiate  ;  con  ciò  si  è  ricondotti  all'es.  31). 
Questo  metodo,  che  approfitta  di  uno  o  più  tentativi  per  risolvere  il  pro- 
blema» dicesi  di  falsa  posizione), 

33)  Per  un  punto  del  piano  condurre  una  retta,  che  formi  con  due 
rette  date  un  triangolo  di  area  data. 


(})  Dioetl  di  »e:ondo  grado  un  problema,  la  coi  rifloluzione,  condotta  analltioamente,  di- 
penda dalla  rlaolnsiooie  di  una  eqnasione  quadratica.  Tale  è  la  rioeroa  degli  elementi  uniti  di 
una  proiettività  tia  forme  Boyrapposte;  ed  a  questo  problema  si  dimostra  poterai  ricondurre  ogni 
altro  problema  di  secondo  grado.  Un  problema  di  secondo  grado  ammette  due  solusioni,  che 
possono  essere  o  reali  e  distinte,  o  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie.  Per  posisioni  particolari 
dei  dati  possono  andie  esistere  inilnite  soluaioni;  ciò  accade  quando  l'equaiione  suddetta  si 
lidooe  ad  una  Identità.  dCaggioii  notizie  trovansi  nell'articolo  Sui  probimni  gmnnttrieit  inserito 
alla  fine  di  questo  Volume). 
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34)  Bate  due  rette,  per  un  punto  assegnato  nel  loro  piano  condurre 
due  trasyersali  che  intercettino  su  quelle  due  segmenti  di  date  lun* 
ghesze. 

86)  Data  in  un  piano  una  retta  e  due  punti  fuori  di  essa,  costruire 
sulla  retta  un  segmento  che  venga  visto  dai  due  punti  sotto  angoli 
assegnati. 

36)  In  un  triangolo  ABO  iscrivere  un  parallelogramma  di  area 
assegnata,  avente  due  lati  sopra  AB,  ^0  ed  un  vertice  sopra  BC  Iscrì- 
vere nel  triangolo  un  rettangolo  d*area  assegnata,  un  cui  lato  cada 
su  AB  ed  i  due  vertici  del  lato  opposto  su  OA^  OB, 

37)  In  una  proiettività  fra  punteggiate  sovrapposte  determinare 
(analiticamente  e  graficamente)  due  punti  corrispondenti  che  abbiano 
una  data  distanza.  Qual'ò  il  minimo  valore  assoluto  della  distanza  di 
punti  corrispondenti  in  una  proiettività  ellittica  t 

38)  Dati  due  fasci  di  rette  proiettivi,  non  sovrapposti,  segarli 
con  una  trasversale  in  guisa  da  ottenere  due  punteggiate  simili  (n.^  179, 
es.  31))»  od  anche  due  punteggiate  inversamente  (es.  6)),  o  direttamente 
uguali. 

39)  Date  due  punteggiate  proiettive  u,  u'  su  rette  distinte,  proiet- 
tare la  u  sul  sostegno  della  u'  da  un  punto  tale,  che  la  nuova  punteg- 
giata risulti  direttamente  od  inversamente  uguale  alla  u\ 

40)  Date  due  coppie  di  elementi  AA',  BB'  sopra  una  forma  di 
prima  specie,  costruire  una  proiettività  parabolica»  in  cui  ui  e  B  abbiano 
per  corrispondenti  A'  qB'  (es.  4)).  Come  applicazione:  dati  due  angoli 
collo  stesso  vertice,  condurre  per  un  dato  punto  una  tal  trasversale»  che 
le  corde  intercettate  entro  agli  angoli  risultino  direttamente  uguali. 

41)  Dati  tre  segmenti  sopra  una  retta»  costruire  un  punto  dal  quale 
i  segmenti  siano  visti  sotto  angoli  uguali  (n.^  161,  es.  44)). 

42)  Data  una  proiettività  ellittica  sopra  una  retta,  esistono  in  ogni 
piano  per  la  retta  due  punti,  da  ciascuno  dei  quali  quella  proiettività 
vien  proiettata  mediante  una  eguaglianza  diretta  nel  fascio. 

43)  Costruire  un  triangolo,  i  cui  vertici  cadano  su  tre  rette  date 
^if  ttf >  tt3,  ed  i  cui  lati  passino  per  tre  punti  dati  ^9,,,  8^,  8^^,  (Preso  ad 
arbitrio  un  punto  Mi  su  ii|,  si  costruiscano  If,,  If.»  Ìf/su  «„  u„  «i, 
in  guisa  che  i  lati  deUa  spezzata  Mi  M^  M^  Af  /  passino  ordinatamente 
per  8it,  5|„  8^1,  e  si  osservi  che,  al  variare  di  Af]»  M/  descrive  una 
punteggiata  proiettiva  e  sovrapposta  a  quella  descritta  da  Jlf,). 

44)  Il  problema  precedente  ha i  seguenti  oasi  particolari  notevoli: 
quando  le  tre  rette  concorrono  in  un  punto»  poiché  allora  una  soluzione 
è  degenere,  e  l'altra  può  costruirsi  linearmente;  quando  i  tre  punti  sono 
allineati»  perchè  si  presenta  un  fatto  analogo  ;  quando  ambedue  le  con- 
dizioni sono  verificate  insieme»  perchè  allora  si  hanno  due  soluzioni  dege- 
neri» e  in  generale  nessuna  vera  soluzione»  a  meno  che,  per  una  posi- 
zione particolare  dei  dati»  non  esista  una  vera  soluzione»  nel  qual  caao 
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etuBtono  infiBÌte  solnzìoni  oostitnite  da  triangoli  a  due  a  due  omologici 
rispetto  al  centro  «lU.u,  e  all'aBse  Si^S^JS^^  ;  finalmente  quando  le  tre 
rette  u  e  i  tre  punti  8  cofitituiscono  due  triangoli  tali,  che  i  lati  del 
secondo  passino  per  i  vertici  del  primo  (precisamente  8^8 1^  per  il  punto 
u^u,,  ecc.)»  perchè  allora  il  problema  ammetto  infinito  solusioni,  come 
afferma  l'enunciato:  4  se  di  due  triangoli,  il  primo  ò  iscrìtto  nel  secondo» 
esistono  infiniti  triangoli  iscritti  nel  primo  e  circoscrìtti  al  secondo  •. 

45)  Siano  dato  n  retto  u^,  u,,. . . ,  «n;  da  un  punto  incognito  X,  di  u, 
parto  un  raggio  luminoso  Xi  in  direzione  assegnata»  il  quale  si  rifletto 
sopra  u^;  il  raggio  riflesso  x^  (o  il  suo'prolungamento)  si  rifletto  sopra  u,, 
e  coid  YÌa  finché  Fultimo  raggio  riflesso  Xn  incontra  di  nuovo  u,;  determi- 
nare Xi  in  guisa,  ohe  l'incontro  avvenga  precisamento  in  X,.  £  possi- 
bile detorminare  la  direzione  di  x^  in  modo  che  risulti  x^  ~ — iriTu, 
(mod.  -n),  sicché  Xn,  riflettondosi  sopra  Uj,  venga  a  fornire  di  nuovo  a^i. . . , 
ed  il  poligono  venga  percorso  infinito  volto  dal  raggio  luminoso  t  (In 
quest'ultima  ricerca  occorre  distinguere  il  caso  di  n  pari  da  n  dispari). 

46)  Iscrivere  in  uu  cerchio  un  n.gono  semplice»  i  cui  lati  passino 
ordinatamente  per  n  punti  assegnati.  Osservando  che  il  problema  bì 
riduce  a  detorminare  i  punti  uniti  della  proiettività  prodotto  di  n  invo- 
luzioni note»  esaminare  quando  esistano  infinito  soluzioni  (e  la  proiet- 
tività  risulti  l'identità).  Perchè  ciò  avvenga,  si  possono  prendere  ad 
arbitro  n — 2  degli  n  punti»  purché  i  rimanenti  due  vengano  scelti  con- 
venientomento  sopra  una  retta  che  rimane  allora  detorminata.  Esami- 
nare» in  particolare»  i  casi  n  =  3»  4»  ed  il  caso  di  n  pari»  quando  gli  n 
punti  dati  si  trovano  sopra  una  retta. 

VII.  BappresentiJUfione  geometrica  degli  elementi  immaginari.  — 
47)  Dato  due  involuzioni,  entrambe  iperboliche  od  ellittiche»  sopra  due 
retto  distinto,  determinare  nel  loro  piano  un  punto,  dal  quale  le  coppie 
dell'una  involuzione  vengano  proiettato  nelle  coppie  dell'altra.  (Il  pro- 
blema ammetto  due  soluzioni  reali  X,  F,  che  si  ottengono  subito  se  le 
involuzioni  sono  iperboliche,  mentre,  quando  siano  ellittiche»  conviene 
costruire  in  ciascuna  due  coppie  separantìsi  armonicamento  (es.  28))»  e 
formanti  due  gruppi  prospettivi).  Problema  duale. 

48)  Nel  caso  di  involuzioni  ellittiche  il  problema  precedento  può 
enunciarsi:  date  due  coppie  di  punti  immaginari,  coniugati  MM^,  NN^ 
sopra  due  retto  distinte»  determinare  le  quattro  rette  congiungenti  i 
punti  dell'una  coppia  coi  punti  dell'altra;  queste  rette  sono  immaginarie» 
ma  MN,  M^N^  sono  immaginarie  coniugate,  secantisi  in  un  punto  reale  X» 
e  possono  definirsi  medianto  una  involuzione  ellittica  nel  fascio  X  ;  simil- 
mento  MN^,  M^  si  segano  in  un  punto  reale  F,  ecc.  Caso  particolare: 
JV»  Jfo  siaBO  i  punti  ciclici  del  piano.  Casi  particolari  del  problema  duale  : 
una  o  tutto  e  due  le  coppie  si  compongano  di  retto  isotrope  uscenti  da 
punti  reali. 

49)  Segnate  in  un  piano  due  rette  perpendicolari  Ox,  Oy,  i  due 
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numeri  eompleaBi  coniugati  a  +  òt,  a  —  òi  si  possono  rappresentare  in 
due  modi  diversi:  sia,  con  Gauss,  mediante  due  punti  reali  P  e  Q  àék 
piano,  sia,  seguendo  Stattdt,  mediante  quella  involuzione  ellittica  sulla 
retta  Ox,  i  cui  punti  doppi  U,  V  hanno  per  ascisse  quei  numeri  Si 
dimostri  ora  che  P  e  Q  sono  precisamente  i  due  punti  dai  quali  la 
involuzione  ellittica  su  Ox  è  proiettata  mediante  una  involuzione  cir- 
colare (es.  7))  ;  od  anche,  i  due  rimanenti  vertici  del  quadrilatero  com- 
pleto, di  cui  una  coppia  di  vertici  opposti  sta  in  ^,  7,  e  Faltra  nei 
punti  ciclici  del  piano  (cfr.  n®  39,  es.  13)). 

50)  Data  una  proiettività  P  fra  due  punteggiate  sovrapposte,  si 
costruiscano  di  ogni  punto  A  i  corrispondenti  Ai  ed  A^i  nella  P  e  nella 
inversa  P—^,  e  sia  ^^  il  coniugato  armonico  di  A  rispetto  ad  A^^  A-^i* 
Si  dimostri  analiticamente  che  le  infinite  coppie  AA^,  che  si  ottengono 
al  variare  di  A,  costituiscono  una  involuzione  avente  come  doppi  i  punti 
uniti  della  proiettività.  Questa  involuzione  {unita  per  la  P)  rappresenta 
i  detti  punti  uniti,  quando  siano  immaginari. 

51)  Date  due  involuzioni  sopra  uno  stesso  sostegno,  determinare 
quella  terza  involuzione,  i  cui  elementi  doppi  costituiscono  la  coppia 
comune  alle  due  involuzioni  date;  (della  involuzione  richiesta,  che  è 
unita  per  una  certa  proiettività,  si  possono  costruire  linearmente  quante 
coppie  si  vogliono). 


Capitolo  V. 
Proiettività  tra  torme  di  seeonda  specie. 

194.  Definiiione  di  proiettività  tra  due  torme  di  secondi 
specie.  —  Fra  due  forme  di  seconda  specie  possono  stabilirsi 
delle  corrispondenze  biunivoche,  che  hanno  la  massima  ana- 
logia colle  proiettività  tra  forme  di  prima  specie. 

L'esempio  più  semplice  è  fornito  dalla  proiezione  di  nn 
piano  n  sopra  im  nuovo  piano  ft',  da  im  centro  che  non  ap- 
partenga a  nessuno  dei  due  piani  (n.  120).  Ad  ogni  punto 
e  ad  ogni  retta  di  ^  corrisponde  rispettivamente  un  punto  ed 
una  retta  di  ^\  e  viceversa;  ad  una  punteggiata  corrisponde 
ima  punteggiata  proiettiva  a  quella,  ad  un  fascio  di  rette  un 
fascio  proiettivo.  Le  stesse  proprietà  sussistono  ancora,  se  si 
passa  da  un  piano  ad  un  altro  mediante  più  operazioni  suo- 
cessive  di  proiezione  o  sezione. 

D'altra  parte,  mutando  i  nomi  delle  forme  di  seconda 
specie  che  si  vogliono  considerare,  ed  in  conseguenza  i  nomi 
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dei  rispettivi  elementii  si  ottengono  nuove  comsx>ondenze, 
che  effettivamente  possono  costruirsi  (come  si  vedrà),  sebbene 
in  modo  meno  semplice  di  quelle  sopra  indicate.  Tutte  queste 
corrispondenze  rientrano  nella  famiglia  delle  proiettività^  la 
cui  definizione  risulta  dal  seguente  enimciato: 

Bue  forme  di  seconda  specie  2,  2^  diconsi  riferite  prò- 
ieUivamenie  (o  proiettive),  quando  ad  ogni  elemento  di  2,  o  2)% 
corrisponde  un  unico  demento  di  2^,  o  Z,  ed  inoltre  agli  ele- 
menti di  ogni  forma  di  prima  specie  contenuta  in  Jl,  o  Ii\ 
corrispondono  in  S^,  o  2,  dementi  di  una  forma  di  prima 
specie  proiettiva  a  queUa;  due  tali  forme  di  prima  specie, 
come  pure  i  loro  sostegni,  diconsi  corrispondenti  nella  pro- 
ìettività  fra  2  e  2'. 

È  bene  avvertire  sin  d'ora  che  le  parole  proiettiva  a 
gudktj  con  cui  termina  la  definizione,  potrebbero  sopprimersi, 
giacché,  come  vedremo,  la  proiettività  tra  forme  corrispon- 
denti di  prima  specie  segue  dalle  premesse.  Ma  poiché,  per 
giustificare  questa  asserzione,  dovremo  ricorrere  a  nozioni 
che  non  sono  essenziali  per  il  nostro  corso,  e  poiché,  d'altra 
parte,  la  proprietà  in  questione,  sebbene  importante  sotto 
Paspetto  teorico,  non  interviene  nelle  applicazioni  che  seguono, 
sembra  lecito  ed  opportxmo  di  conservare  alla  definizione 
la  forma  sopra  adottata. 

195.  Coliineazloni  e  correliiioni.  —  È  bene  distinguere 
i  vari  casi,  cui  la  definizione  precedente  dà  luogo. 

a)  Se  le  forme  di  seconda  specie  sono  due  piani  pun- 
teggiaii  n,  n,  allora  la  proiettività  muta  ogni  punto  A  di  ^  in 
un  punto  ^'  dì  tt',  ed  i  pxmti  di  una  punteggiata  di  t  nei 
punti  di  una  punteggiata  proiettiva  di  t'.  Alla  retta  b,  sostegno 
di  queUa,  corrisponde  dunque  una  retta  b%  sostegno  di  questa; 
e  se  il  punto  A  appartiene  a  &,  anche  il  pxmto  A'  apparterrà 
a  b\  Segue  che  alle  rette  del  fascio  A  corrispondono  le  rette 
del  fascio  A\  Ed  i  due  fasci  risultano  proiettivi,  giacché  essi 
segano  rette  corrispondenti,  che  non  passino  per  i  centri,  in 
punteggiate  corrispondenti,  quindi  proiettive.  Ma  una  corri- 
spondenza, che  muti  ogni  retta  di  ^  in  una  retta  di  rr%  ed 
ogni  fascio  di  ;r   in  un  fascio  proiettivo  di  jt',  é,  per  defini- 
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zione,  una proiettivìtà  tra  i  piani  rigati  n^  n.  Concludiamo 
ohe  una  proiettivìtà  fra  due  piani  punteggiati  trae  con  sé 
una  proiettività  fra  i  piani  stessi,  riguardati  come  rigati,  e 
viceversa;  è  dxmque  opportuno  riunire  le  due  proiettività 
sotto  un  unico  nome.  Una  siffatta  corrispondenza  si  suol 
chiamare  collineaaiane  (od  omografia)  fra  i  due  piani  n^  n^;  e 
si  può  definire  direttamente  dicendo,  che  essa  fa  corrispondere 
ad  ogni  punto  e  ad  ogni  retta  di  ^,  rispettivamente  un 
punto  ed  una  retta  di  n\  ad  ogni  punteggiata  e  ad  ogni 
fascio  di  TT,  una  punteggiata  proiettiva  ed  un  fascio  proiet- 
tivo di  n\  L'es.  del  n.°  194  si  riferisce  appunto  ad  una  col- 
lineazione. 

b)  Se  una  delle  forme  è  un  piano  punteggiato  e  l'altra 
un  piano  rigato,  la  proiettività  muta  ogni  punto  ed  ogni 
retta  di  ciascim  piano  rispettivamente  in  una  retta  ed  in  un 
punto  dell'altro  piano,  ogni  punteggiata  in  un  fascio  proiet- 
tivo ad  essa,  ogni  fascio  in  una  punteggiata  proiettiva.  La 
corrispondenza  prende  in  til  caso  il  nome  di  correlazione 
(o  reciprocità)  tra  i  due  piani;  è  indifferente  quale  dei  due 
si  riguardi  come  punteggiato  o  rigato.  Porteremo  in  seguito 
esempi  di  correlazioni. 

e)  Una  proiettività  fra  due  stelle  /9,  S' dicesi  coUineazionej 
se  ad  ogni  retta  o  piano  di  8  corrisponde  rispettivamente 
una  retta  od  un  piano  di  8%  ed  alle  rette  od  ai  piani  di  un 
fascio  corrispondono  rette  o  piani  di  un  fascio  proiettivo.  Una 
particolare  collineazione  fra  due  stelle  5,  8^  si  ottiene,  riguar- 
dando come  corrispondenti  due  elementi  (rette  o  piani),  che 
proiettino  da  /8f,  8'  uno  stesso  elemento  (punto  o  retta)  di 
un  piano  ausiliare. 

d)  Una  proiettività  fra  due  stelle  8^  8^  dicesi  invece  cor- 
relazione^  se  alle  rette  e  ai  piani  di  8  corrispondono  rispet- 
tivamente i  piani  e  le  rette  di  /S',  ed  agli  elementi  di  un 
fascio  corrispondono  gli  elementi  di  un  fascio  proiettivo. 
Una  particolare  correlazione  (ortogonale)  fra  due  stelle 
proprie  /8,  8'  si  ottiene,  come  vedremo,  facendo  corrispon- 
dere ad  ogni  retta  o  piano  per  5,  il  piano  o  la  retta  per- 
pendicolare condotta  per  8\ 
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e),  f)  Finalmente  tra  un  piano  n  ed  una  stella  8^  si  può 
fissare  una  proiettività  in  modo,  che  ai  punti  ed  alle  rette 
di  n-  corrispondano  rispettivamente  le  rette  ed  i  piani  di  8' 
{coUineazione)y  oppure  corrispondano  i  piani  e  le  rette  di  8^ 
{corr dazione). 

Il  concetto  di  corrispondenza  proiettiva  fra  due  piani  fu  stabilito 
in  tutta  la  sua  generalità  dal  Mdsins  (1827),  Casi  particolari  erano  noti 
anche  prima;  ad  es.,  sotto  Taspetto  metrico,  Tuguaglianza,  la  simili- 
tudine, e  raffinità  (considerata  già  da  Eulebo,  1748)  ;  e,  sotto  l'aspetto 
proiettivo,  la  relazione  prospettiva  fra  due  piani,  la  omologia,  e  la  pola- 
rità rispetto  ad  una  conica  (studiate  principalmente  dal  Pongelet,  1822). 

i96.  Prodotto  di  proiettività.  —  Segue  subito  dalla  defi- 
nizione che  due  forme  di  seconda  specie^  riferite  proiettivamente 
ad  una  terza  forma^  sono  riferite  proiettivamente  fra  di  loro. 
In  altre  parole,  chiamando  proiettività  Poperazione  con  cui  si 
passa  da  una  prima  forma  ad  una  seconda  forma  proiettiva 
(operazione  distinta  dalla  inversa j  con  cui  si  ritorna  dalla  se- 
conda alla  prima),  ed  estendendo  il  concetto  di  prodotto  di 
operazioni,  già  introdotto  a  proposito  delle  forme  di  prima 
specie  (n.o  166,  Oss.),  possiamo  dire:  il  prodotto  di  due  o  piti 
proiettività  tra  forme  di  seconda  specie  è  ancora  una  proiettività; 
ed  è  precisamente  una  eollineazione  od  una  correlazione^  se- 
condo che  il  numero  delle  correlazioni^  che  entrano  come 
fattori,  è  pari  o  dispari. 

*  197.  Teorema  di  Staudt  euiii  proiettività  tra  torme 
di  seconda  specie.  —  Abbiamo  già  affermato  che  la  definizione 
di  proiettività  tra  forme  di  seconda  specie,  da  noi  adottata, 
contiene  un  condizione  superflua.  Sussiste  infatti  il  seguente 
notevolissimo  teorema: 

Una  corrispondenza  tra  due  forms  di  seconda  specie^  la 
quale  muti  ogni  elemento  {reale)  delPuna  in  un  unico  elemento 
{reale)  delVàltraj  ed  ogni  forma  di  prima  specie  di  queUa  in  una 
forma  di  prima  specie  di  questa,  determina  una  proiettività  tra 
le  dette  forme  di  prima  specie. 

Si  tratti,  ad  es.,  di  due  piani  punteggiati  n-,  n'  cosi  riferiti, 
che  ad  ogni  punto  J.  e  ad  ogni  punteggiata  r  di  ^r,  corri- 
sponda xm  punto  A^  ed  una  punteggiata  r'  din^  ;  quindi  ad 
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Ogni  retta  di  n  una  retta  di  ^^  ad  un  triangolo  o  quadrangolo... 
di  ;r,  un  triangolo  o  quadrangolo...  di  n\  Si  tratta  dì  dimo- 
strare che  le  due  punteggiate  r,  r'  sono  riferite  proiettivamente. 

Dalla  ipotesi  segue  anzitutto  ohe  la  corrispondenza  fra  le 
due  punteggiate  è  biunivoca. 

Per  affermare  che  si  tratta  di  una  proiettivìtài  occorre- 
rebbe dimostrare  che  il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  ar- 
bitrari di  T  uguaglia  il  doppio  rapporto  dei  corrispondenti 
punti  di  /.  Ma  cosi  procedendo,  si  urterebbe  in  una  difGl- 


coltà  grave,  dipendente  dal  fatto  che  il  doppio  rapporto  fu 
da  noi  definito  partendo  da  nozioni  metriche,  mentre  la  ipotesi 
del  teorema  è  di  natura  puramente  grafica.  La  difficoltà  si 
supera,  purché  si  ricordi  il  teorema  di  Staudt  sulle  forme  di 
prima  specie  (n.o  171),  il  quale  afferma  che  ima  corrispon- 
denza biunivoca  fra  due  punteggiate  è  proiettiva,  se  muta  ogni 
gruppo  armonico  dell'una  in  un  gruppo  armonico  dell'altra; 
e  si  ricordi  inoltre  che  il  grappo  armonico  può  definirsi  grafi- 
camente servendosi  del  quadrangolo  completo  (nP  149). 
Siamo  adunque  condotti  a  chiederci  se  a  quattro  punti  armo- 
nici A,  £,  0,  D  di  r,  corrispondano  quattro  punti  armonici 
A\  B',  C%  B'  di  r'. 

Ora,  se  i  punti  A^Bj  G^B  sono  armonici,  si  può  costruire 
(in  infiniti  modi)  in  ^r  un  quadrangolo  completo,  di  cui  due 
lati  opposti  passino  per  A^  due  lati  opposti  per  jB,  egli  altri 
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due  lati  passino  per  C  e  D  rispettivamente.  La  corrispondenza,  • 
dì  cui  parla  PenonciatOy  mnta  il  detto  quadrangolo  in  un 
quadrangolo  completo  di  n%  di  cui  due  lati  opposti  passano 
per  A'j  due  lati  opposti  per  B'j  un  quinto  lato  per  0'  e  il  sesto 
per  I/;  ma  allora  A\  B\  C%  B'  sono  quattro  punti  armonici, 
come  si  voleva  dimostrare.  E  quindi  si  conclude  che  le  due 
punteggiate  r,  r'  sono  riferite  proiettivamente. 

198.  Determinaiione  •  cottruiioiie  di  una  proiettivltà  tra 
due  torme  di  seconda  tpecte.  —  H  teorema  del  n.<>  170,  se- 
condo il  quale  una  proiettivìtà  tra  due  forme  di  prima  spedo 
è  determinata  da  tre  coppie  di  elementi  omologhi,  si  estende 
nel  modo  seguente  alle  corrispondenze  che  ora  stiamo  esami- 
nando: 

Aasegnaie  sopra  due  forme  di  seconda  specie  due  quaterne 
di  elementi  A,  B,  C,  D  e  A',  B',  G^  D^  tali  che  i  quattro  èie* 
menti  di  una  stessa  formai  abbiano  lo  stesso  nomSj  e  di  essi  mai 
tre  a/ppartengano  ad  una  forma  di  prima  specie^  rima/ne  indivi- 
duaia  una  proiettivUà  pa  le  due  forme  primitivcj  che  fa  corri- 
spondere ad  A,  B,  C,  D,  rispettivamerUe  A%  B%  0%  D\ 

Noi  dimostreremo  in  primo  luogo  che,  anmiessa  l'esistenza 
dì  una  siffatta  proiettivìtà,  essa  è  unica  ;  in  secondo  luogo,  che 
quella  proiettivìtà  certo  esiste.  E  ragioneremo  nella  ipotesi  che 
gli  elementi  nominati  siano  punti  di  due  piani  punteggiati  ^,  rr'  ; 
ma  il  ragionamento  potrà  estendersi  a  tutti  gli  altri  casi  con 
semplici  cambiamenti  di  parole. 

1)  Ammettiamo  che  esista  una  proiettivìtà,  anzi  una  colli- 
neazione,  fra  i  piani  ^,  fr\  la  quale  muti  i  vertici  di  un  qua- 
drangolo il  JB  C  D  nei  vertici  di  un  quadrangolo  A^  B'  C  D';  e 
siano  P,  P'  due  punti  corrispondenti  arbitrari  dei  due  piani. 
Posto,  ad  es.,  che  P  non  appartenga  al  lato  A  P,  sussisteranno, 
per  definizione,  le  proiettivìtà  tra  fasci 

a)  A  (B  CDP)  A  A'(B'  C'B'P% 

P)  B{A  CDP)  A  B'(A'  G'D'P% 

le  quali,  dato  P,  individuano  le  rette  A'P\  B'P',  e  quindi  il 
punto  P'  in  ^'.  Non  possono  dunque  esistere  due  diverse  col- 
lineazioni  soddisfacenti  alle  condizioni  imposte. 
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2)  Astraendo  ora  dalla  ipotesi  che  esista  la  coUineazione, 
si  osservi  che  sempre  le  a)  e  fi)  fissano  una  corrispandenza^ 
biunivoca  tra  i  piani  /r,  n^  descritti  dai  punti  P,  P',  corrispon- 
denza che  muta  i  punti  -A,  P,  0,  D  nei  punti  A'j  B\  0',  2)', 
ed  ogni  punto  P,  fuori  di  J.  P,  in  un  punto  P',  fuori  di  A'  P' 
(e  viceversa).  Fanno,  tutto  al  più,  eccezione  i  punti  generici 
di  ^P  ed  il' P',  giacché  le  a),  p)  non  determinano  veramente 
una  corispondenza  biunivoca  tra  queste  due  punteggiate;  ma 
una  tale  eccezione  verrà  tolta  tra  poco. 

La  corrispondenza  biunivoca  fra  n^  n'  è  tale,  che,  %e  tZ 
ptinto  P  descrive  una  retta  r  in  n-,  il  punto  P'  descrive  pure  una 
retta  r'  in  7r\  Oiò  è  evidente  se  r  passa  per  A  (o  per  P)  ed  è  ad  es. 
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la  -AP,  giacché  ad  essa  corrisponde  la  retta  A^P'  in  n\  Nella 
ipotesi  opposta,  si  noti  che,  mentre  P  descrive  la  punteggiata  r, 
le  rette  J.  P,  P  P  generano  due  fasci  proiettivi  (anzi  prospettivi) 

A  {BP...)  À  B{AP...). 

Ma  allora,  applicando  ai  due  fasci,  rispettivamente,  le  proiet- 
tività  a),  ^),  risultano  proiettivi  in  n^  i  due  fasci 

A'(B'P\..)  A  B'iAT...), 

anzi  prospettivi  perchè  hanno  unita  la  retta  A^B^;  quindi  il 
luogo  del  punto  P'  è  una  retta  r",  che  corrisponde  alla  retta  r 
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di  ^.  Le  due  punteggiate  r ,  r^  sono  inoltre  pnnettivej  perchè 
sezioni  dei  fasci  proiettivi  a). 

Ed  ora  siamo  in  grado  di  completare  la  corrispondenza 
biimivoca  tra  i  due  piani  punteggiati  n^  n\  facendo  vedere 
come  di  ogni  punto  QùìAB^bì  possa  assegnare  U  punto  cor- 
rispondente Q^  di  A'  B\  C!ondotte  infatti  per  Q  più  rette  r,  9, . . . 
in  ^,  e  dette  r^jS%...  le  rette  corrispondenti  in  n^j  si  osservi 
che  queste  passano  per  uno  stesso  punto  Q^  di  A'B'  ;  giacché, 
se  ad  es.  il  punto  r"  a*  non  cadesse  su  A^B%  il  punto  corri- 
spondente Q  =  r  9  non  cadrebbe  su  A  B^  contro  la  ipotesi. 

C!on  ciò  risulta  dimostrato  che  la  corrispondenza  stabi- 
lita fra  i  due  piani  /r,  n  mediante  le  a)  e  p)  possiede  tutti 
i  caratteri  della  collineazione.  E  si  ha  pure  il  modo  per 
eostfuire  effettivamente  una  collineazione  tra  n^  n\  quando 
si  conoscano  due  quadrangoli  corrispondenti. 

Costruzioni  analoghe,  a  cui  si  arriva  con  semplici 
cambiamenti  dei  nomi  degli  elementi  e  delle  forme,  si  ap- 
plicano agli  altri  casi  di  proiettività  tra  forme  di  seconda 
specie. 

*  Osservazione.  —  Bicorrendo  alle  coordinate  proiettive, 
8i  può  dimostrare  la  parte  2)  del  teorema  precedente  con 
una  considerazione  immediata.  Si  stabiliscano  infatti  nei 
piani  n^  n'  due  sistemi  di  coordinate  proiettive  (a?,  y,  z)  e 
{^jy\^)j  assumendo -à B C  ^A'B'C  come  triangoli  fonda- 
mentali, D  eD^  come  punti  unità.  Allora  le  relazioni 

a?'  «  a?,      y'  ^  ìfj      2^  =  z, 

{o  an"  :  y^  :  s^  ^  X  :  y  :  Zj  che  è  lo  stesso,  data  Pomogeneità) 
determinano  una  corrispondenza  biunivoca  tra  i  punti  dei  due 
piani,  la  quale  trasforma  ABCDìn  A'B'C^ D\  La  corrispon- 
denza inoltre  muta  una  retta  ax  +  by  +  ez  »  0  di  fr  in  una 
retta  ax'  +  6y'  +  02'  =  0  di  /r'.  Tanto  basta  per  affermare 
che  si  tratta  di  una  collineazione,  se  si  vuol  profittare  del  teo- 
rema n.°  197.  Se  poi  non  si  vuol  ricorrervi,  si  osserverà  che, 
presi  quattro  punti  allineati  in  ^r,  e  costruiti  i  corrispondenti 
punti  in  ?r',  che  hanno  le  stesse  coordinate  di  quelli,  il 
doppio  rapporto  dei  primi  quattro  punti  è  certo  uguale  al 
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doppio  rapporto  degli  nltimi  quattro,  poiché  esso  dipende 
soltanto  dalle  dette  coordinate  (n.^  145,  b)). 

*  199.  Equaiionl  delia  eoilinetiiom  tra  due  plani.  —  Se 

due  forme  di  seconda  specie  sono  riferite  proiettivamente, 
e  sn  ciascuna  di  quelle  è  fissato  un  sistema  di  coordinate 
proiettive,  si  può  chiedere  di  qual  tipo  siano  le  relazioni 
che  legano  le  coordinate  di  elementi  corrispondenti  nelle  due 
forme.  Noi  tratteremo  la  questione  nella  ipotesi  che  si  ab- 
biano due  piani  collineari;  ma  estenderemo  subito  il  risul- 
tato ad  ogni  altro  caso. 

Siano  adunque  n^  e  ;r'  i  due  piani  collineari,  e  P  {Xy  y,  z)j 
P'  (a/,  y%  z')  siano  due  punti  corrispondenti  di  essi,  riferiti 
a  due  sistemi  di  coordinate  proiettive  omogenee.  Notiamo 
anzitutto  che,  se  i  punti  fondamentali  ed  unità  nei  due  piani 
si  corrispondono,  le  relazioni  richieste  si  riducono  alle  pro- 
porzioni (n.°  198,  Oss.) 

Se  invece,  come  generalmente  succede,  i  sistemi  di  riferi- 
mento sono  indipendenti,  potremo  considerare  in  n'  un  si- 
stema ausiliare  di  coordinate  proiettive  (a;i,  ^i,  ^i),  che  abbia 
i  punti  fondamentali  ed  unità  nei  punti  corrispondenti  ai 
punti  fondamentali  ed  unità  di  n.  Allora  le  coordinate  ausi- 
liari (a?!,  yij  Zi)  di  P'  saranno  uguali,  o  proporzionali,  alle 
coordinate  (a?,  y,  z)  di  P;  mentre,  per  passare  dalle  coordi- 
nate ausiliari  (xi,  yi,  zi)  alle  coordinate  primitive  («',  y',  s^) 
dello  stesso  punto  P',  bisognerà  ricorrere  alle  formolo  per 
la  trasformazione  delle  coordinate  proiettive,  formolo  le  quali 
(n.°  160)  costituiscono  una  sostituzione  lineare  ed  omogenea, 
a  determinante  non  nullo,  fra  le  teme  di  variabili  x\j  yi,  zx 
ed  afy  y%  zf.  Si  conclude  in  fine  che  : 

Ogni  coUineazione  fra  due  pitmiy  sopra  cui  siano  fissati 
sistemi  di  coordinate  proiettive  ed  omogenee,  è  rappresentata 
da  relazioni  del  tipo 

Qx'  =  aiix  +  ai2y  +  a^^z, 
(1)  {     Q y' '^  Oiix  +  a^^y  +  a^^z, 

QZ^  »  azix  +  a^^y  4-  <hz^f 
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doi^  Q  ^  im  eoeffieienie  di  praporssianalità  quàlsiaH^  purché  non 
rnillOj  e  fe  aijL  sono  nove  costaniij  soggette  alla  condizione  che  U 
determinanU  di  terzo  ordine  A,  da  esse  formatOj   sia  diverso 
da  zero: 
(2)  A  4=  0. 

E,  più  generalmente,  si  xmò  dire  che  le  (1),  colla  condi- 
zione (2),  definiscono  nna  proiettività  fra  due  forme  qnalisi- 
Togliano  di  seconda  specie,  purché  si  riguardino  {Xj  y,  z)  ed 
(^9  y%  zf)  come  coordinate  proiettive  degli  elementi  che  si 
suppongono  generare  le  due  forme. 

Ossenrailone.  —  Si  noterà  che  le  stesse  equazioni  (1)  (for- 
manti, come  si  disse,  una  sostituzione  lineare  ed  omogenea 
fra  due  terne  di  variabiU)  danno  luogo  a  due  interpretazioni 
geometriche;  giacché  esse  servono  a  rappresentare,  sia  una 
trasformazione  di  coordinate  proiettive  in  una  unica  forma 
di  seconda  specie,  sia  una  proiettività  fra  due  forme  di 
seconda  specie.  La  ragione  di  questa  doppia  interpretazione 
risulta  dalle  cose  dette. 

200.  Aneora  sulle  equaiioni  della  eolllneaiione.  —  Dimo- 
striamo ora  direttamente,  sebbene  ciò  risulti  dal  n.^  prece- 
dente, che  ire  relazioni  del  tipo  (dove  p  è  un  fattore  di  pro- 
porzionalità, non  nullo) 

(1)  I     QV'  =  atix  +  a^^y  +  a^zz^ 

(        QZf    =«3,0?   +   «32^  +  «332?, 

cótta  condizione  che  il  determinante  della  aik  non  sia  nullo^ 

(2)  ^  H=  0, 

definiscono  sempre  una  coUineazione  pa  i  piani  n  en  ^  descritti 
rispettivamente  dai  punti  P  a  P'  aventi  le  coordinate  cartesiane 
omogenee  (a?,  y,  z)  e  (a;',  y',  z^). 

Osserviamo,  in  primo  luogo,  che  a  tre  numeri  x,  y,  z, 
non  tutti  nulli,  corrispondono,  in  virtù  delle  (1),  tre  numeri 
x'j  y\  zf^  definiti  a  meno  del  fattore  di  proporzionalità  p,  e 
certo  non  tutti  nulli,  giacché  per  la  (2)  i  tre  trinomi  a  se- 
condo membro  delle  (1)  non  possono  annullarsi  insieme. 
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Dunque  ad  ogni  punto  P  di  ft  corrisponde  un  punto  P'  di  n^. 
Se  poi  risolviamo  le  (1)  rispetto  Bd  Xjjfj  z  (per  il  che 
basta  sommare  membro  a  membro  le  (1),  dopo  averle  molti- 
plicate rispettivamente  per  i  complementi  algebrici  degli  ele- 
menti di  una  verticale  nel  determinante  A)^  otteniamo  le 
relazioni 

(3)  I     ay  «  ^12»'  +  Afzy'  +  ^82«', 

(     az  =  AisX^  +  A^zy'  +  A^z', 

(dove  Aik  è  il  complemento  algebrico  dioa^eo»  —  èun 

coefficiente  di  proporzionalità  non  nullo) ,  le  quali  esprimono 
le  coordinate  di  un  punto  P  di  tt,  in  funzione  delle  coordi- 
nate del  punto  corrispondente  P'  di  n'^  e  fanno  vedere  che 
ad  ogni  punto  di  n   corrisponde  un  punto  di  n. 

Dimostriamo,  in  secondo  luogo,  che  ad  ogni  retta  dell'un 
piano  corrisponde  una  retta  nell'altro  piano.  Consideriamo 
a  tal  fine  una   retta,  ad  es.  sul  piano  n\  la  quale  abbia 
l'equazione 
r')  u'x'  +  v'y'  +  u)W  «=  0 

(e  quindi  le  coordinate  u^v'jW^).  Mentre  il  punto  (x\y'j7f) 
descrive  questa  retta,  il  punto  corrispondente  (a?,  j^,  z)  descrive 
in  n  quel  luogo,  la  cui  equazione  si  ottiene  sostituendo  nella  r^), 
al  posto  di  x%  y'y  z\  i  loro  valori  espressi  dalle  (1). 

Ordinando,  la  nuova  equazione  si  presenta  sotto  la  forma 

t)       {a\\u'  +  0^'^  +  aziVo')x  +  (ai2v'  +  (hs.'o'  +  a^vi/)y 

+  {fl\%u'  +  Oast?'  +  aviVD')z  =  0, 

e  rappresenta  quindi  una  retta  del  piano  n  ;  anzi  quella  retta, 
le  cui  coordinate  ii,  t?,  vo  sono  espresse  dalle 

I     TU  =  aiit*'  +  ihi'o'  +  031 1(?', 
(*)  j     T  t?  =  a^jj  u'  +  a^^v'  +  a3jW?^ 

(     xw  =  a^^u'  +  a^gi?'  +  a,3W?', 

(dove  T  è  un  coefficiente  di  proporzionalità  non  nullo).  Ed  in 
modo  analogo  si  ricaverebbero  le  coordinate  u'^  t?',  u/  in  fun- 
zione delle  li,  1?,  w. 
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Resta  finalmente  da  far  vedere  che  forme  corrispondenti 
nei  due  piani  sono  proiettive^  per  il  che  basta  provare  che 
due  quaterne  di  punti  allineatii  corrispondentisi,  hanno  lo 
stesso  doppio  rapporto.  Presi  infatti  quattro  punti  allineati 
in  vj  di  coordinate 

(a?,  y,  «),     (a?i,  yi,  «i),     {x  +  Axi,...),    (x  +  toi,..,), 

e  calcolate  (mediante  sostituzione  nelle  (1),  ove  si  ponga, 
com'è  lecito,  q  ==  1)  le  coordinate  dei  corrispondenti  punti 
di  n^f  si  trova  che,  dette  (x%  y',  «')  e  {xiy  y/,  «i')  le  coordi- 
nate dei  primi  due  tra  questi  punti,  le  coordinate  dei  due 

rimanenti  sono  {xf  +  Aa?i',...)>  (^'  +  fcci',...)-  Or*  ^  doppio 
rapporto,  sia  della  prima,  sia  della  seconda  quaterna  di  punti. 


vale  -rr-  (n.^  145,  b)).  Sussiste  quindi  l'uguaglianza  prevista. 

Bimane  cosi  pienamente  dimostrato  che  le  relazioni  (1) 
definiscono  una  collineazione  fra  i  piani  jt,  tc'.  Se  poi  si 
volesse  far  vedere  che  ogni  collineazione  tra  i  due  piani  può 
esser  rappresentata  a  quel  modo,  basterebbe  provare  che  si 
possono  calcolare  i  nove  coefficienti  oa  delle  (1)  in  guisa, 
che  a  quattro  punti  dati  arbitrariamente  in  jc  corrispondano 
quattro  punti  dati  arbitriamente  in  Jif.  Trasformiamo  a  tal 
fine  le  (1)  in  coordinate  non  omogenee,  il  che  si  ottiene 
dividendo  membro  a  membro  la  prima  e  seconda  per  la  terza, 

e  ponendo,  ad  es.,^  =  Z',  ^  ^  r,  -^  =  Z,  -^  =  Y  (i): 


X' 


«11 X  +  a^^Y  +  «13 


asiX  +  a«2  Y  +  «ss 

Osserviamo  poi  che  le  (10  dipendono  effettivamente  da  otto 
costanti,  giacché  si  possono  dividere  i  due  termini  di  ciascuna 
frazione  per  uno  stesso  dei  coefficienti,  che  entrano  a  deno- 
minatore, purché  non  sia  nullo.  Ora,  ogniqualvolta  si  stabi- 


(*)  È  evidente  l'analogia  di  queste  forinole  colla  (1')  del  n.^  172, 
rappresentante  la  proiettività  ira  due  forme  di  prima  specie. 
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lisca  che  ad  un  punto  dato  (X,  Y)  di  jc  debba  corrispondere 
un  punto  dato  {X'^  Y')  in  n%  si  ottengono  due  equazioni  lineari 
fra  quelle  otto  costanti  (come  risulta  dalle  (1')  liberate  da 
frazioni).  Se  adunque  fossero  date  quattro  coppie  di  punti 
corrispondenti,  avremmo  otto  equazioni  lineari  rispetto  ad 
otto  quantità,  le  quali,  in  tal  guisa,  sarebbero  generalmente 
determinate. 

OtterYailone  I.  —  Lo  stesso  procedimento,  col  quale,  data 
l'equazione  di  una  retta  in  uno  dei  due  piani,  si  ottiene 
l'equazione  della  retta  corrispondente  nell'altro,  permette 
di  trovare  la  equazione  di  quella  curva  dell'un  piano,  che 
corrisponde  ad  una  curva  assegnata  nell'altro.  Poiché  tutto 
si  riduce  ad  eseguire  una  sostituzione  lineare  sulle  coordi- 
nate omogene  di  punti,  si  conclude  (cfr.  n.°  44)  che  il 
grado  di  una  equazione  algebrica  non  si  altera,  e  quindi 
Vordine  di  una  curva  algebrica  non  viene  alterato  da  una 
eoUineazUme  ;  o,  brevemente,  Vordine  è  un  carattere  proiet- 
tivo della  curva.  In  particolare:  un  cerchio,  trasformato 
mediante  una  coUineazione  (od  una  proiezione),  dà  una  curva 
di  secondo  ordine. 

Dualmente,  adoperando  le  formolo  (4),  anziché  le  (1), 
risulta  che  la  clasae  di  un  inviluppo  algebrico  di  rette  non 
viene  alterata  da  una  coUineazione,  è  un  carattere  proiettivo 
dell'inviluppo.  Ed  è  pur  chiaro  che  la  tangente  ad  una  curva, 
od  il  punto  di  contatto  di  xm  inviluppo,  si  mutano,  mediante 
una  coUineazione,  nella  tangente,  o  nel  punto  di  contatto, 
della  curva  o  dell'inviluppo  trasformato. 

*  OtSMTYailoM  II.  —  Ifell'esaminare  la  coUineazione  de- 
finita daUe  (1),  noi  abbiamo  escluso  la  ipotesi  J.  »  0,  giacché 
questa  conduce  ad  una  coUineazione  degenercy  che  è  priva  di 
interesse  per  il  seguito  del  corso.  Basti  qui  notare  che,  se  ^  »  0, 
ma  non  sono  nuUi  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  di  A 
(caratteristica  —  2),  esiste  in  jc  un  punto  singolare  8j  a  cui 
corrisponde  ogni  punto  di  n%  mentre  per  o^i  altro  punto 
di  JC,  U  punto  corrispondente  è  determinato  ed  appartiene 
ad  una  certa  retta  singolare  s'  di  tc^.  Viceversa,  ad  un  punto 
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generico  di  n'  corrisponde  solo  il  pnnto  S  ìa  n^  ma  ad  un 
punto  di  nf  preso  sopra  s^  corrispondono  tutti  i  punti  di  una 
retta  uscente  da  8. 

Se  poi  sono  nulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  di  A 
(caratteristica  =  1),  allora  ad  un  punto  generico  di  jc  corri- 
8I>onde  un  imico  punto  singolare  8^  Ai  nf;  mentre  i  punti 
di  JCy  che  appartengono  ad  una  retta  aingoiare  s,  hanno  il 
corrispondente  indeterminato.  Viceversa,  ad  un  punto  generico 
dì  ^  corrisponde  su  9t  ogni  punto  della  retta  singolare  s;  ed 
al  punto  singolare  8'  di  n'  corrisponde  ogni  punto  di  n. 

201.  Alllnltik.  —  Vogliamo  ora  esaminare  alcune  parti- 
colarità metriche  della  collineazione  tra  due  piani  tc,  9t^.  Bi- 
prendiamo  perciò  le  equazioni  (1)  del  numero  precedente,  che 
legano  le  coordinate  cartesiane  omogenee  di  punti  corrispon- 
denti. 

Alla  retta  all'infinito  z'^0  ài  n^  corrisponde,  nel  piano  jt, 
una  retta  di  equazione  Osix  +  ossy  +  as^  —  0,  detta  rMa  limite 
o  di  fuga  (cfr.  nP  120).  E  similmente  alla  retta  all'infinito 
di  7c  corrisponde  la  retta  limite  di  3i\  Le  due  rette  limite 
sono  generalmente  proprie,  ed  hanno  proprietà  facili  a  sta- 
bilirsi, suUe  quali  però  non  vogliamo  fermarci. 

Interessa  invece  esaminare  la  ipotesi  che  le  rette  limite 
siano  improprie,  vale  a  dire  che  le  rette  aUHnfinito  dei  piani  jc,  n' 
H  corrispondano.  In  tal  caso  la  collineazione  prende  il  nome 
di  afflnità^  ed  afflni  diconsi  i  due  piani.  Per  stabilire  im'affi- 
nità  fra  due  piani  jc,  jc',  basta,  ai  tre  vertici  (propri),  e  quindi 
ai  tre  lati,  di  un  triangolo  in  jc,  far  corrispondere  in  jc'  i  tre 
vertici  (propri),  e  quindi  i  tre  lati,  di  un  triangolo. 

Ifell'afflnità,  punteggiate  corrispondenti  r,  /  sono  simili, 
(n.°  173,  &)),  è  dunque  costante  il  rapporto  di  similitudine 
fra  due  segmenti  corrispondenti  qualisivogliano  delle  due 
punteggiate.  A  rette  parallele  di  jc  corrispondono  in  jc'  rette 
parallele,  ad  un  parallelogramma  im  parallelogramma.  Quindi 
a  due  segmenti  equipollenti  (n.°  24)  fra  loro  in  :c,  corrispon- 
dono due  segmenti  equipollenti  fra  loro  in  jc';  ossia  il  rap- 
porto di  similitudine,  relativo  a  due  punteggiate  corrispon- 
denti r,  r',  non  varia,  se  r ,  e  quindi  r',  si  muove  parallela- 
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mente  a  sé  stessa;  ma  varia,  generalmente,  col  variare  della 
direzione  di  r  o  di  r'. 

Le  equazioni  dell'affinità  fra  due  piani,  in  coordinate 
cartesiane  omogenee  (poiché  a  sr'  »  0  corrisponde  z  ^  0)  si 
riducono  al  segaente  tipo 

ossia,  dividendo  membro  a  membro  la  prima  e  la  seconda 


X      y      x'    y' 


zT'  zf' 


le 


per  la  terza,  e  sostituendo  ai  rapporti  —, 

coordinate  cartesitme  ordinarie  a?,  y,  x\  y\ 

x'  ==  a\\X  +  o,\zy  +  a^g, 
y'  =  ojia?  +  Oa^y  +  o^,, 

dove  an  =  —, . .  •  sono  sei  costanti. 

ass 

Le  equazioni  si  semplificano  ulteriormente  se  si  suppone, 
come  è  lecito,  che  agli  assi  coordinati  a?'  =  0,  y'  ==  0  di  n'  corri- 
spondano in  7c  gli  assi  coordinati  a?  —  0,  y  =  0;  quelle  f or- 
mole  infatti  acquistano  Paspetto 
(2)  t/f  =  ww?,    y'  «=  wy, 

dove  m,  n 
sono  due  co- 
stanti (  rap- 
porti di  simi- 
litudine rela- 
tivi alle  rette 
corrisponden- 
ti a?,a?',ody,y', 
rispettiva- 
mente). Le  (2) 

lasciano  vedere  che,  per  passare  da  ogni  punto  P  di  tc 
al  pimto  corrispondente  P^  di  n'^  basta  alterare  Pascissa 
di  P  in  tm  rapporto  costante,  e  l'ordinata  di  P  in  un  altro 
rapporto  costante.  Per  assegnare  i  valori  dei  due  rapporti, 
basterebbe  dare,  oltre  alle  due  coppie  x,  x^  ed  y,  y'  di  rette 
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Gorrìspondenti,  due  punti  corrispondenti  non  situati  su 
quelle  rette. 

Un'altra  proprietà  notevole  dell'affinità  è  la  seguente: 

E  costante  il  rapporto  fra  le  aree  di  figure  corrispondenti 
in  una  affinità. 

Basterà  dimostrare  il  teorema  per  le  aree  triangolari, 
giacché  ogni  poligono  può  spezzarsi  in  triangoli,  e  Parca  di 
una  figura  curvilinea  può  riguardarsi  come  limite  di  aree 
di  poligoni  iscritti. 

Siamo  dunque  (a?,  y),  («i,  yi),  (a?2,  ìfz)  i  vertici  di  un 
triangolo  in  ^;  Parca  sarà  data  (n.''  33)  da 


Ben  xy 


X 
Xi 

X2 


y 

Vi 

yt 


1 
1 
1 


n  triangolo  corrispondente  in  n%  se  l'affinità  è  rappresentata 
dalle  (2),  avrà  i  vertici  {mx,  ny ),...,  e  quindi  l'area 


^,  ^  sen  a?Y 


mx 

mx\ 

fnx2 


ny  1 
nyi  1 
nys      1 


Portando  in  evidenza  i  fattori  m,  n,  e  dividendo  membro  a 
membro  l'ultima  relazione  per  la  precedente,  troviamo 

A'  sen  xfy' 

A  sen  xy    ' 

la  quale  dimostra  il  teorema.  Se,  in  particolare,  questo  rap- 
porto vale  ±  1,  l'affinità  dicesi  equivalente. 

202.  Simliltttdine  ed  ttgiiacllania.  —  Un  caso  notevole  di 
affinità  fra  due  piani  ^,  n'  si  presenta,  quando  ogni  a/ngolo 
di  n  uguaglia  U  corrispondente  a/ngolo  di  n^.  Allora  ogni  trian- 
golo di  fl-  è  simile  al  triangolo  corrispondente  di  t^;  e  quindi 
il  rapporto  di  due  segmenti  eorrispon^dewti  dei  due  pia/ni  (ossia 
il  rapporto  dì  similitudine  delle  punteggiate  a  cui  quei 
segmenti  appartengono)  è  costa/ntey  indipendente  dalla  dire- 
zione dei  segmenti  stessi.  Una  siffatta  collineazione,  che  non 
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altera  i  valori  degli  angoli  né  i  rapporti  fra  segmenti,  dicesì 
stmilUudine  (^). 

Biferiti  due  piani  simili  a  due  sistemi  corrispondenti 

di  assi  coordinati  (xy  »  ^V^)9  e  assunta  una  stessa  unità 
di  misura  p^  valutare  i  segmenti  dell'uno  e  dell'altro  piano, 
le  equazioni  della  similitudine  sono 

ocf  =  mxy    y'  =  my, 

dove  m  è  il  rapporto  costante  fra  due  segmenti  corrispon- 
denti del  secondo  e  del  primo  piano;  il  rapporto  costante 
fra  aree  corrispondenti  si  riconosce  essere  m^. 

Se  m  B  1,  i  due  piani  diconsi  uguaiij  e  con  un  movi- 
mento nello  spazio  è  possibile  sovrapporre  le  figure  dell'uno 
alle  figure  corrispondenti  dell'altro. 

Ottenrailone.  —  Poiché  una  similitudine  muta  ogni 
angolo  retto  di  ^  in  un  angolo  retto  di  n'^  essa  trasformerà 
involuzioni  circolari  di  n  in  involuzioni  circolari  di  »',  rette 
isotrope  in  rette  isotrope,  e  finalmente  i  punti  ciclici  di  n 
nei  punti  ciclici  di  n^  (n.°  190). 

Viceversa,  una  coUineaziane  tra  dm  pianij  che  muti  i 
punti  ùidioi  délVy/no  nei  punti  eicliei  delPaUrOj  è  una  eimUi' 
tttdine.  Segue  dalla  ipotesi  che  alla  retta  all'infinito  e  ad  un 

angolo  retto  xy  àxn  corrispondono  in  ji^  la  retta  all'infinito 

ed  un  angolo  retto  ^^  Scelti  i  lati  dei  due  angoli  come 
assi  cartesiani  nei  due  piani,  le  equazioni  della  collineazione 
(che  è  una  particolare  affinità)  saranno  del  tipo 

(1)  a:'  =  mxj       y'  =  ny. 

Ora  le  (1)  mutano  la  retta  isotropa  a/  +  ty'  =  0  di  k' 
nella  retta  mx  +  iny  =  0  di  Jt,  la  quale  deve  pure  esser 


(*)  Si  oflseryerà  ohe  l'affinità  fra  due  piani  tr,  1r^  determinata  col- 
rassegnare  due  triangoli  BimUi  oorrìspondenti  (n.^  201),  è  una  similitu- 
dine;  di  qua  segue,  in  base  ad  una  oonsiderasione  di  geometria  elementare, 
ohe  fra  due  piani  7t,  tt'  si  può  stabilire,  in  due  modi  diversi,  una  simi- 
litudinoi  per  la  quale  a  due  punti  assegnati  di  ir  oorrìspondano  due  punti 
assegnati  di  n'. 
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isotropa,   in  virtù  della  iiK)te8Ì.   Sarà  dunque  —  =  ±  1;  ed 

fi 

allora  le  (1)  rappresentano  una  similitudiney  e.  d.  d.  {^y, 

20S.  ElemMti  uniti  di  una  collinMiloM.  —  Vogliamo  ora 
oocuparci  di  questioni  relative  alle  particolari  posizioni,  ohe 
possono  avere  due  forme  dello  stesso  nome  (in  particolare 
due  piani)  collineari.  Chiameremo  al  solito  (n.o  167)  unito  un 
elemento  comune  alle  due  forme  e  tale  che,  considerato  in 
una  di  esse,  abbia  per  corrispondente  sé  stesso  nell'altra. 
E  iK)tremo  supporre  che  le  due  forme  abbiano  sostegni 
distinti,  oppure  siano  sovrapposte  i  notando  che,  nell'ultima 
ipotesi,  ogni  elemento  del  sostegno  comune  deve  esser  con- 
siderato due  volte,  secondo  la  forma  a  cui  si  vuole  attri- 
buire quell'elemento. 

Balla  definizione  di  elemento  unito  segue  che,  se  P  e  Q 
sono  due  punti  uniti  in  una  collineazione  fra  due  piani,  la 
retta  PQ  ò  pure  unita;  ed  i  punti  dei  due  piani,  apparte- 
nenti a  questa,  si  corrispondono  in  una  proiettività,  di  cui 
P  eQ  sono  punti  uniti.  In  generale,  nessun  altro  punto  della 
retta  è  unito;  ma  se  vi  è  un  terzo  punto  unito,  ogni  altro 
punto  è  unito  (n.°  167),  e  la  retta  è  luogo  di  punti  uniti. 

Questa  osservazione  (insieme  alle  analoghe)  dà  luogo 
all'enunciato  :  se  in  una  eoUineazione  tra  due  forme  di  seconda 
specie  sono  uniti  due  elementi  distinti^  dello  stesso  nome,  il 
sostegno  detta  forma  di  prima  specie  a  cui  quegli  elementi 
appartengono  è  pure  unito.  8e  quest^uUima  forma  possiede  tm 
terzo  elemento  unito^  ogni  aUro  suo  demento  è  unito. 

Introducendo  ora  la  ipotesi  esplicita  che  le  due  forme 
dì  seconda  specie  siano  sovrapposte,  possiamo  stabilire  il 
seguente  teorema: 

8e  in  una  eoUineazione  tra  due  forme  di  seconda  specie 
sovrapposte^  sono  uniti  quattro  dementi  détto  stesso  nomcy  dei 
quali  tre  qualtmque  non  appartengano  ad  una  forma  di  prima 


(')  D  segno  ambiguo  del  rapporto  m  i  n  dipende  eeolusivameate 
i  veni  ohe  si  fissano  come  positivi  sugli  assi  x^  y,  x^  y'. 
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specie,  ogni  aUro  elemento  è  unito,  e  la  ooUineazione  è  la 
identità. 

Infatti,  se  ì  quattro  elementi  uniti  sono  A,  B,  0,  D,  noi 
sappiamo  (n.o  198)  che  esiste  una  sola  collineazione  la 
quale  fa  corrispondere  nd  A,  B,  C,  D,  considerati  come  ele- 
menti della  prima  forma,  gli  elementi  stessi  nella  seconda 
forma.  Ma  una  collineazione  soddisfacente  a  queste  condi- 
zioni è  evidentemente  VidentUà,  che  fa  corrispondere  ad 
ogni  elemento  l'elemento  stesso:  dunque  la  nostra  collinea- 
zione è  l'identità. 

Se  quindi  dalle  nostre  ricerche  escludiamo  la  identità, 
la  ipotesi  di  quattro  elementi  omonimi  uniti  in  una  colli- 
neazione porta  di  conseguenza  che  almeno  tre  fra  quelli, 
ad  es.  ^,  jB|  0,  appartengono  ad  una  stessa  forma  di  prima 
specie,  la  quale  allora  avrà  unito  ogni  altro  elemento.  Al- 
l'infuori  di  questa  forma,  vi  sarà  al  più  un  ulteriore  ele- 
mento unito  dello  stesso  nome  di  A,  B,  C. 

204.  nani  prospettivi.  —  Fu  già  notato  (n.*  120,  194) 
che  la  proiezione  di  un  piano  jc  sopra  un  piano  distinto  n% 
da  un  centro  8  non  appartenente  a  nessuno  dei  due  piani, 

dà  luogo  ad  una  particolare 
collineazione  (prospettiva)  fra 
i  piani  stessi,  nella  quale  sono 
uniti  tutti  i  punti  della 
nn\  Viceversa: 

8e  in  una  ooUineazione 
fra  due  piani  distinti  sono 
uniti  tutti  i  punti  della  retta 
comune  intersezione ,  le  con- 
giungenti  i  punti  deWun  piano 
coi  punti  corrispondenti  del- 
Voitro  passano  per  uno  stesso 
punto,  ed  i  due  piani  sono  prospettivi  rispetto  a  questo  punto 
(centro  di  prospettiva). 

Siano  3t,  ji'  i  due  piani,  w  =  JtJt'  la  retta  di  punti  uniti. 
Presi  sopra  3t  e  fuori  di  u  due  punti  arbitrari  A,  B,  e  detti 
A%  B'  i  corrispondenti  in  n\   osserviamo  anzitutto  che  le 
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rette  corrispondenti  A  B,  A'  B'  segano  u  in  uno  stesso  punto; 
infatti  il  punto  d'incontro  ài  AB  con  u^  essendo  unito,  deve 
appartenere  anche  ad  A^B'.  Segue  che  le  rette  AA'^  BB% 
giacendo  in  un  piano,  si  segano.  Dunque  le  rette  congiun- 
genti i  punti  di  jc  coi  punti  corrispondenti  dì  n*  si  segano 
a  due  a  due;  e  poiché  non  sono  tutte  in  uno  stesso  piano, 
dovranno  tutte  passare  per  uno  stesso  punto  (n.o  124,  y'))^ 
e.  d.  d. 

Onervailona  I.  —  Da  questo  teorema,  analogo  a  quello 
del  n.°  168  sulle  punteggiate  prospettive,  si  deduce  simil- 
mente che  8%  può  sempre  passare  dalVuno  alV altro  di  due 
piani  collineari^  mediante  un  numero  finito  di  proiezioni  e 
sezioni.  Lasciamo  al  lettore  la  cura  di  dimostrare  tale  pro- 
prietà, seguendo  le  traccie  indicate  nell'es.  12)  dopo  il  n.^  209. 

Osservazione  II.  —  Facendo  ruotare  uno,  ^',  di  due  piani 
prospettivi  ^,  n%  intomo  alla  comune  intersezione  u  (senza 
che  le  figure  di  n^  subiscano  alterazioni),  i  piani  rimangono 
collineari,  e  conservano,  come  uniti,  tutti  i  punti  di  u; 
quindi  sono  sempre  prosi>ettivi  rispetto  ad  un  centro,  che 
si  muove  al  variare  di  ^.  Quando  però,  dopo  una  conve- 
niente rotazione,  il  piano  n^  viene  ad  adagiarsi  su  ;r,  non 
potremo  più  chiamare  prospettivi  i  due  piani,  almeno  nel 
senso  sopra  adottato;  ma  dovremo  dire  che  i  due  piani 
sovrapposti  sono  ancora  collineari,  ed  hanno  come  uniti 
tutti  i  punti  di  una  retta  u,  senza  che  per  questo  siano 
uniti  tutti  gli  altri  punti  dei  piani  stessi. 

206.  OmolocUi  piana.  —  L'ultima  osservazione  ci  con- 
duce allo  studio  di  \m  tipo  particolare  di  collineazione,  non 
identica,  tra  due  piani  sovrapposti,  in  cui  sono  uniti  tutti 
i  punti  di  una  retta,  o,  dualmente,  tutte  le  rette  di  un  fa- 
scio. I  due  casi  non  differiscono  però,  in  virtù  del  seguente 
teorema  : 

Se  in  una  ooUineazione^  non  identica^  fra  due  piani  so- 
vrapposti sono  uniti  tuMi  i  punti  di  una  retia^  sono  pure 
unite  tutte  le  rette  di  un  fascio  ]  e  viceversa. 

Basterà  dimostrare  la  proposizione  diretta,  poiché  da 
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questa  si  deduce  Pinversa  per  dualità  piana.  Sia  u  la  retta 
luogo  di  punti  uniti;  presi  due  punti  corrispondenti  di- 
stinti Aj  A^  nei  piani  fr^  n'^  e  detto  U  il  punto  (unito)  in 
cui  la  congiungente  AA'  sega  i»,  si  osservi  che  alla  retta  AV 
di  n  corrisponde  in  ^^  la  retta  A'  Uj  cioè  la  retta  stessa.  È 
dunque  unita  ognuna  delle  infinite  rette  congiungenti  punti 
omologhi  distinti;  e  di  qua  segue  (n.^  203),  poiché  la  colli- 
neazione  non  è  Pidentità,  che  sono  unite  tutte  le  rette  di  un 
fascio,  e.  d.  d. 

IHoeH  omologia  (pia/m)  una  coUineazionej  non  idenitea^ 
fra  due  piani  aovrappostij  in  cui  sono  uniti  Udii  i  punti  di 
una  retta  e  tutte  le  rette  di  un  fascio;  quella  retta,  luogo  di 
punti  uniti,  dicesi  asse  di  omologia^  ed  il  punto,  centro  del 
fascio  di  rette  unite,  dicesi  centro  di  omologia. 

In  una  omologia  piana,  di  centro  8  ad  asse  u,  sono 
uniti  tutti  i  punti  dell'asse  u,  ed  il  centro  S  (generalmente 
estemo  ad  u),  perchè  in  /S  si  segano  due,  anzi  infinite  rette 
unite  (n.°  203);  e  sono  unite  tutte  le  rette  per  il  centro  S, 

e  Passe  u.  All'in- 
fuori  di  questi,  Po- 
mologia non  pos- 
siede altri  elementi 
uniti.  Oiò  è  chiaro 
intanto  se  8  non 
appartiene  ad  u, 
giacché  una  colli- 
neazione  non  iden- 
tica, fuori  di  una 
retta  di  punti  uniti, 
ha  al  piti  un  punto  unito;  e  dualmente  (n.<>  203).  Se  poi  8 
cade  in  i»,  si  osservi  che,  ammessa  Pesidtenza  di  un  punto 
unito  T  fuori  di  Uj  ogni  retta  per  T,  congiungendo  questo 
punto  unito  ad  un  punto  unito  di  u,  sarebbe  unita,  e  quindi 
fuori  del  fascio  8  ài  retta  unite,  esisterebbero  elEettivamente 
infinite  rette  unite,  il  che  non  è  possibile. 

206.  Proprietà  fondamentale  e  costruiione  di  uno  omo- 
logia. —  Vale  il  teorema: 
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Pijmti  distinti  corrispondentisi  in  una  omologia  sono  aUi- 
neati  col  centro;  rette  distinte  corrispondentisi  si  sega/no 
svJVasse. 

Infatti,  se  Aj  A'  sono  due  punti  corrispondenti,  ed  a,  a' 
due  rette  corrispondenti  in  una  omologia  di  centro  8  ed 
asse  Uj  la  retta  S^  A  (uscente  dal  centro)  è  unita,  e,  poiché 
contiene  Ay  conterrà  pure  A^;  similmente  il  punto  uà  (dei- 
Passe)  è  unito  e,  appartenendo  ad  a,  apparterrà  pure  ad  a\ 

Una  omologia  è  individuataj  quando  di  essa  si  conoscano 
U  centrOj  Vasse  e  due  elementi  corrispondenti  distinti,  che 
possono  essere  o  punti  aUineati  col  centro,  o  rette  seca/ntisi 
suWasse. 

Ammesso  in  primo  luogo,  che  esista  una  omologia 
avente  il  centro  8,  Passe  u,  e  due  punti  corrispondenti  di- 
stinti A,  A'  allineati  con  8,  vedremo  che  in  un  unico  modo 
si  può  costruire  quel  punto  B'  di  n\  che  corrisponde  ad 
un  dato  punto  di  n.  Infatti  B'  deve  appartenere  alla  retta  8B, 
ed  inoltre  alla  retta  omologa  di  ^IJB,  che  passa  per  A' 
e  per  la  intersezione  di  ^jB  con  u.  La  costruzione  indi- 
cata cadrebbe  solo  in  difetto,  quando  quel  punto,  sia  D  ad  es., 
di  cui  si  chiede  Pomologo  D',  fosse  scelto  sopra  la  retta  8  A  ; 
ma  allora  basterebbe  servirsi  in  quella  costruzione,  anziché 
della  coppia  A  A',  di  una  coppia  ausiliare  di  punti  corri- 
spondenti BB\  fuori  della  retta  8A.  ^  poi  di  una  retta  a 
si  chiedesse  la  corrispondente  a',  basterebbe  di  un  punto  di  a 
costruire  il  corrispondente,  e  congiungerlo  col  punto  uà. 

Dimostriamo,  in  secondo  luogo,  che  esiste  effettiva- 
mente una  omologia,  di  cui  sono  assegnati  arbitrariamente 
il  centro  8,  Passe  u  e  due  punti  corrispondenti  A,  A^  alli- 
neati con  /Sf,  ma  non  cadenti  né  in  8,  né  sopra  u.  A  tal 
fine  costruiamo  (il  che  può  farsi  in  infiniti  modi)  due  trian- 
goli ABC,  A'B'C  omologici  rispetto  al  centro  8,  ed  ai- 
Passe  u,  aventi  due  vertici  omologhi  in  A,  A']  e  conside- 
riamo la  collineazione  ben  determinata,  che  fa  corrispon- 
dere le  due  quaterne  di  punti  8 ABC,  8A'B'C'  (n.°  198). 
Questa  ha  come  unite  tre  rette  8  A  A',  8BB%  8CC',  e 
quindi  le  infinite  rette  del  fascio  8  ;  é  dunque  ima  omologia 
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di  centro  8,  di  cui  Passe,  dovendo  contenere  i  punti  di  in- 
contro di  rette  omologhe  AB  -  A'B%AG  •  A'G\  BC  •  B'G% 
coincide  con  u.  Esiste  per  conseguenza  Pomologia  in  discorso. 

207.  Carattorittica  di  una  omolocla.  —  Dalla  costruzione 
precedente  segue  che,  detti  CT,  F,  . . .  i  punti  in  cui  le  rette 
8AA\  8BB%  . . .  segano  Passe  u,  Qono  prospettivi  i  gruppi 
di  punti  8UAA%  8VBB%  ...;  mentre  il  gruppo  8UDD' 
è  prospettivo  al  secondo  di  quelli.  Valgono  dunque  le  ugua- 
glianze di  doppi  rapporti 

(8UAA')  =  (aVBB')  =  {8UDD')  =  . . .  ; 

donde  il  teorema: 

In  una  omologia  è  costante  il  doppio  rapporto  formato 
da  due  punti  omologhi  qualunque,  dal  centro  e  daUa  interse- 
zione della  oongiungente  i  due  punti  ooWasse;  ed  ha  lo  stesso 
valore  il  dappio  rapporto  formato  da  due  rette  omologhe,  daUa 
congiungente  la  loro  intersezione  col  centro,  e  dàlVasse,  perchè 
due  rette  omologhe  a,  a'  segano  una  retta  per  8  in  due 
punti  omologhi. 

Queto  doppio  rapporto  costante  dicesi  caratteristica  od 
invariante  assoluto  della  omologia.  La  caratteristica  ha  pure 
un  significato  per  le  omologie  speciali  aventi  il  centro  sul- 
Passe;  ma  per  queste  ha  sempre  il  valore  +  1. 

Una  omologia  non  speciale  è  determinata  e  può  co- 
struirsi, quando  sia  dato  il  centro,  Passe  e  la  caratteristica. 

208.  Proprietà  e  particolariti  motrlcbo  di  una  omolocla. 

—  Alla  retta  all'infinito  di  due  piani  jc,  jtf  sovrapposti,  le- 
gati da  una  omologia,  corrispondono  rispettivamente  in  j^ 
e  71  due  rette  i'  ed },  generalmente  proprie,  dette  rette  limite 
dei  rispettivi  piani;  queste  sono  parallele  alPasse  (n.^^  206). 
Inoltre,  poiché  nella  proiettività  che  la  omologia  subordina 
sopra  una  retta  qualsiasi  uscente  dal  centro  8,  i  punti  uniti 
stanno  'm  8  e  sopra  u,  mentre  i  punti  limite  appartengono 
ad  j  ed  i',  segue  (n.°  176)  la  seconda  parte  del  teorema: 

In  una  omologia  le  rette  limite  sono  parallele  aJVasse;  e 
la  retta,  che  biseca  la  striscia  compresa  fra  quelle,  dista  ugual- 
mente {in  versi  opposti)  dal  centro  e  dalPasse. 
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Le  rette  limite  sono  improprie  se  la  retta  all'infinito  è 
unita;  e  ciò  può  accadere: 

a)  quando  la  retta  all'infinito  è  asse  dì  omologia; 

b)  quando  il  centro  di  omologia  è  improprio; 

e)  quando  le  due  particolarità  si  presentano  insieme. 

Esaminiamo  staccatamente  queste  ipotesi. 

a)  Se  Passe  di  omologia  è  improprio^  rette  corrispon- 
denti sono  parallele,  ed  angoli  corrispondenti  sono  uguali; 
ì  due  piani  n,  n'  sono  9vìimM  (n.°  202),  ma,  per  mettere  in 
luce  il  parallelismo  accennato,  si  suol  dire  che  sono  9imili 
e  aimilmente  posti,  od  omotetici. 

Se  i9  è  il  centro  (supposto  proprio)  di  omologia,  o  di 
omotetia f  eà  Aj  A^;  B,  B^;  . ..  sono  coppie  di  pimti  corri- 
spondenti, si  ha 

8A        8B 


8A'      BB' 


caratteristica. 


Questo  rapporto  costante  si  chiama  rapporto  di  omotetia,  e  la 
omotetia  è  diretta  od  inversa,  secondo  che  il  rapporto  è  po- 
sitivo 0  negativo.  H  rapi>orto  tra  le  aree  di  figure  corri- 
spondenti (come  sono  ad  es.  i  trian- 
goU  8 AB,  8A'B')  è  il  quadrato  del 
rapporto  di  omotetia. 

Preso  8  come  origine  di  un  si- 
stema di  coordinate  cartesiane  non 
omogenee,  e  dette  {x,  y),  {^,  y')  le  co- 
ordinate dì  due  punti  corrispondenti, 
la  omotetia  è  rappresentata  dalle 
equazioni 

x'  «  mx,      y'  =  my, 

dove  —  è  il  rapporto  di  omotetia. 
m 

Se  il  rapporto  vale  -~  1,  la  omotetia  si  riduce  alla  sim- 
mstria  rispetto  ad  un  centro  8;  figure  corrispondenti  sono 
direttamente  uguali,  ed  una  di  esse  può  sovrapporsi  all'altra 
mediante  la  rotazione  di  un  angolo  piatto  intorno  ad  8. 

(Talvolta  si  chiama  pure  omotetia  una  collineazione  fra 
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dne  piani  parallèli  ditUntij  in  coi  rette  oomspondentì  sono 
parallele.  In  una  siffatta  collineasione,  caso  particolare  di 
similitndiney  sono  evidentemente  uniti  i  punti  all'infinito 
comuni  ai  dne  piani;  e  qnindi  i  piani  stessi  sono  prospet- 
tivi (n.«  204)). 

ò)  Se  il  centro  di  una  omologia  è  improprio,  ^009  ^ 
Passe  proprio,  u,  la  omologia  prende  il  nome  di  affinità 
omotogiea.  Le  rette  conginngenti  punti  omologhi  sono  tutte 

imirallele  fra  loro;  ed  è  co- 
stante fl  rapporto  delle  di- 
stanze di  due  punti  omologhi 
ilyil'dall'asse,  perchè,  detta  U 
la  intersezione  di  ^1-^'  col- 
Passe,  la  caratteristica,  o  rap- 
<^ — parto  di  affinUàj  diviene 

Lo  stesso  rapporto  intercede 
fra  le  aree  di  figure  corrispon- 
denti. 
Oasi  particolari  si  presentano  quando  la  direzione  di  i8  00 
è  normale  all'asse  (affinità  ortogonale) ^  o  quando  il  rapporto 
di  affinità  vale  —  1  {simmetria  obliqiM).  Se  queste  due  condi- 
zioni si  verificano  insieme,  si  ha  la  simmetria  ortogonale  ri- 
spetto ad  un  asse;  due  Agore  corrispondenti  sono  inversa- 
mente uguali,  e  per  ottenerne  la  sovrapposizione  bisogna 
far  ruotare  di  un  diedro  piatto  il  piano  dell'una  intorno 
all'asse. 

Un  altro  caso  particolare  {affinità  omologica  speciale)  si 
presenta  quando  il  centro  8^^  è  il  punto  alPinfinito  dell'asse. 
Per  rappresentare  analiticamente  una  affinità  omologica 
non  speciale,  assumiamo  Passe  di  affinità  come  asse  delle  x, 
ed  Sfx^  come  direzione  dell'asse  y,  in  un  sistema  di  coordi- 
nate cartesiane  non  omogenee;  troveremo  subito  le  equa- 
zioni 

3/  ^  Zj      y'  =  ny, 

essendo  n  il  rapporto  di  affinità  sopra  menzionato. 
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e)  Se  finalmente  il  centro  di  omologìa  S^^  e  Passe  sono 
impropri,  tntte  le  rette  ^4^',  ££',...  congiungenti  punti 
corrispondenti  sono  parallele,  e  sono  pure  parallele  rette 
corrispondenti,  come  AB  e  A'B\  Segue  che  i  segmenti 
AA%BB%..  .j  congiungentì  punti 
omologhi,  sono  uguali,  paralleli  ed 
ugualmente  diretti,  o,  breyemente, 
equipoUentiì  altrettanto  dicasi  di 
segmenti  corrispondenti,  come  A  B 
ed  A'B\  Ed  equipollenza  può 
chiamarsi  questa  speciale  omologia. 
Figure  corrispondenti  ^4  jB  • . .  ed 
A^B\  . .  sono  eguali,  e  per  sovrap- 
porre la  prima  alla  seconda  basta 
efEettuare  una  traslazione  del  piano 
8u  sé  stesso  nella  direzione  di  8^^ 
(movimento  in  cui  tutti  i  punti 
descrivono  segmenti  equipollenti). 

Bif  erendo  il  piano  a  coordinate  cartesiane  di  cui  Passe  x 
passi  per  /S^q  ,  la  equipollenza  sarà  rappresentata  da  rela- 
zioni del  tipo 


X' 


X  +  a,     y'  -=  y 


{a  costante)  ;  o,  se  gli  assi  coordinati  sono  scelti  comunque, 

x'  ^  X  +  a,      y'  =  y  +  b 

{a  e  b  costanti). 

*  209.  Dotormlnailono  mMlltica  dogli  Momanti  uniti  di 
una  eoiiineaiiono  Ira  piani  tovrappaiti.  —  Eiprendiamo  in 
esame  una  collineazione  qualsiasi  fra  due  piani  sovrap- 
posti 7c,  n',  e  proponiamoci  di  determinare  gli  elementi  uniti, 
che,  in  generale,  saranno  in  numero  finito  (al  più  tre  punti 
e  tre  rette;  {nP  203)).  Volendo  conduite  la  ricerca  per  via 
analitica,  riferiamo  i  due  piani  ad  uno  niesso  sistema  di 
coordinate  omogenee,  ad  es.  cartesiane.  Indichiamo  con 
{Xy  y,  z)  le  coordinate  di  un  pimto  di  jc,  con  (:r%  y%  z^)  le 
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coordinate  del  ponto  corrispondento  di  tc',  e  ricordiamo  le 
equazioni  della  collineazione  (n.^  200): 

(     f  «'  =  anx  +  aiay  +  aisZj 
(     p^  =  OnX  +  Oasy  +  Osa*. 

Se  re,  y,  9  sono  le  coordinato  di  un  punto  unito  nella 
collineazione,  noi  potremo  nelle  (1),  al  posto  di  x^,  y%  z%  seri* 
vere  x,  y^  z.  Con  ciò,  portando  tutti  i  termini  in  uno  stosso 
membro,  le  (1)  divengono 

^     (an  —  p)x  +        oity        +         ai8«       =  0, 

(2)  Ofxx        +    (osB  — p)y   +         <hzz       =0, 

(  aux        +         Oaay         +  (oss  —  p)«  =  0. 


Si  tratta  di  ricavare  x^  y,  z  (o  meglio,  i  rapporti 


X 


y_ 

z 


) 


(3) 


«0. 


dalle  equazioni  (2),  che  contongono  inoltre  la  incognita  ausi- 
liare p.  Cominciamo  a  calcolare  quest'ultima,  osservando  che, 
se  esisto  un  punto  unito,  le  (2)  devono  coesistore  per  valori 
non  tutti  nulli  di  a;,  y,  z  (coordinato  del  punto),  e  quindi 
deve  aversi 

dn  —  p  (ii2  (hs 

€lf%\  0^22  —   P  ^28 

Oai  Osa         (hs  —  p 

Questa  equazione  è  di   terzo  grado  in  p^  e  fornisce  tre 
radici 

(*)  Plì    PZ9    P8. 

Sostituendo  nelle  (2),  al  posto  di  p^  uno  dei  valori  tro- 
vati, ad  es.  Pi,  una  fra  le  (2)  diviene  conseguenza  delle 
rimanenti  due,  per  Pannullarsi  del  determinanto  (3);  e  queste 
due  (siano,  per  fissar  le  idee,  le  due  prime),  risolte  rispetto 
ad  a;,  y,  Zj  forniscono  le  coordinate  richieste  di  un  punto 
unito: 
(5)  xi  :  yi  :  «1  = 


ai2         ^13 

(h2  —  Pi    <H9 


ais   aii  —  pi 

023         (hi 


«11  ■—  Pi 

«21 


«12 
«22 Pi 


/ 
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Sostituendo  poi,  al  posto  di  p^^  successivamente  P2  e  p,, 
le  (5)  daranno  le  coordinate  {x^j  y^j  z^)  e  {x^^  y^^  z^)  di  altri 
due  punti  uniti.  Si  conclude: 

Una  ooUineazione  fra  due  piani  sovrapposti  haj  in  generale^ 
tre  punti  uniti^  e  (per  dualità)  tre  rette  unite. 

Del  resto,  la  determinazione  delle  rette  unite  si  potrebbe 
ricavare  dalle  relazioni  (4)  stabilite  al  n.°  200,  le  quali  le- 
gano le  coordinate  (u,  t?,  w),  {u%  t/,  v>')  di  rette  corrispon- 
denti nei  due  piani.  Bipetendo  il  ragionamento  ora  fatto, 
8i  trova  che  le  coordinate  di  una  retta  unita  devono  sod- 
disfare alle  equazioni 

1{au  —  p)u  +  a^iv  +  asiK?  =  0, 
aisiU  +  (^22  —  p)v  +  aagw  «  0, 
a^9U     +        a2zv      +  (088  —  p)uo  =  0, 

dove  p  è  radice  della  equazione  che  si  ottiene  da  queste  me- 
diante eliminazione  di  ti,  t?,  w.  Ora,  poiché  la  equazione  in  p 
coincide  colla  (3),  si  conclude  che  ciascuna  radice  p  della  (3) 
fornisce,  secondo  che  vien  sostituita  nelle  (2)  o  nelle  (2^9  le 
coordinate  di  un  punto  o  di  una  retta  unita.  E  si  vede  cosi 
che  ad  ogni  punto  unito  è  associata  una  retta  unita,  e  vice- 
versa (^). 

Accenniamo  ora  brevemente  ai  vari  casi  che  si  possono 
presentare,  in  relazione  colle  radici  dell'equazione  cubica  (3), 
a  coefficienti  reali. 


(*)  Per  quanto  riguarda  la  mutua  posizione  dei  punti  e  delle  rette 
in  questione,  ai  può  dimostrare  che  un  punto  ed  una  retta,  corrispon- 
denti a  due  diverse  radici  p^,  p,  della  (3),  ai  appartengono.  Si  sostitui- 
scano infatti  nelle  (2),  al  posto  di  p,  x,  y,  e,  i  simboli  pi,  Xi,  y^,  i0„  otte- 
nendo le  relazioni  che  chiameremo  (2o),  e  si  sostituiscano  nelle  (2'),  al 
posto  di  p,  u,  V,  to,  i  simboli  p,,  u,,  v^,  w^  ottenendo  certe  relazioni  (2^'); 
poi  si  moltiplichino  le  (2o)  per  «,,  v,»  w..  rispettivamente,  e  si  sommino 
membro  a  membro.  Risulterà,  tenuto  conto  delle  (2/), 

(p«  —  fi)  (»«  «1  +v,yi-h  «9  «i)  =  0, 

la  quale,  poiché  P9  4=P>*  dimostra  che  il  punto  unito  («i,  pi,  «,)  appar- 
tiene alla  retta  unita  (tt.,  v,,  wj. 

26 


380  FABTB  m,  GAP.  ▼,  K. 


1)  Le  tre  radici  Pij  Pì,  p,  possono  esser  reali  e  distinte; 
in  tal  caso  i  punti  uniti  U,,  Uj,  U,  iono  reali  e  disiintij  ver- 
tici di  un  triangolOy  i  cui  lati  Ui,  U2,  03  (opi>osti  ad  Uij  U29  U^) 
Simo  le  rette  unite. 

2)  Delle  tre  radici,  una  pi  è  reale,  e  due  p2>  ps  sono  im- 
maginarie coniugate;  allora  un  punto  unito  TJi  è  reale^  e  gli 
aUri  due  112,  Us  sono  immaginari  coniugati  ;  una  retta  unita 
ui  =  U2  Uà  è  reale,  non  passante  per  Ui,  e  le  altre  due  U£  = 
Ui  U3,  Us  ^  U2  Us  sono  immaginarie  coniugate. 

3)  Delle  tre  radici  pi,  ps,  psf  due  sono  reali  e  coincidenti 
pi  =  P2,  la  rimanente  ps  è  reale  e  distinta  da  queste;  allora 
dei  tre  punti  uniti  (certo  reali)  due  coincidono  in  Ui  =  U2, 
mentre  Us  è  distinto  da  questi,  e  delle  tre  rette  unite  due  Ui  =  172  Us, 
U2  =  Ui  XJs  coincidono,  mentre  VaJtra  Us  è  distinta  da  queste  e 
passa  per  i  punti  uniti  coincidenti. 

4)  Le  tre  radici  pi,  p^,  pz  sono  reali  e  coincidenti;  allora 
i  tre  punti  uniti  coincidono  in  un  punto  reale  XJi  ^  XJj  =  XJs, 
e  le  tre  rette  unite  coincidono  in  una  retta  reale  u^  =  U2  =  Uj 
passante  per  Vunico  punto  unito. 

5)  Può  anche  succedere  che  una  radice  della  equazione  (3), 
ad  es.  pi,  annulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  del  deter- 
mitante  (3),  nel  qual  caso  pi  è  radice  almeno  doppia  (e 
quindi  reale),  pi  =  p2,  giacché  essa  annulla  pure  la  prima 
derivata  del  polinomio  (3)  (la  quale  è  data  dalla  somma  dei 
complementi  algebrici  relativi  agli  elementi  della  diagonale 
principale).  Sostituendo  pi  al  posto  di  p  nelle  (2),  due  di 
quelle  equazioni  divengono  conseguenze  della  rimanente,  di 
guisa  che  ogni  sistema  di  valori  (x,  y,  z)  soddisfacente  questa, 
soddisfa  certo  le  altre  due,  e  fornisce  quindi  un  punto  unito. 
Esistono  adunque  infiniti  punti  uniti  appartenenti  ad  una 
retta,  rappresentata  da  quella  equazione.  E  dualmente  esi- 
stono (come  risulta  sostituendo  pi  al  posto  di  p  nelle  (2^) 
infinite  rette  unite  appartenenti  ad  un  fascio.  Il  centro  del 
fascio  è  pure  un  punto  unito,  che  si  riconosce  corrispondere 
alla  terza  radice  ps,  pure  reale,  della  equazione  (3).  In  questo 
caso  adunque  la  collineazione  è  una  omologia  (n.o  206),  e 
precisamente  una  omologia  generale  (col  centro  fuori  dell'asse) 
se  Ps  =f=  Pu  speciale  se  ps  ^^  pj  «:  p^. 
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EtereltL  I.  —  l)  Costruire  (^)  la  oollineazione  fra  dne  piani  sovrap- 
posti determinata  dà  due  quadrangoli  corrispondenti  ABOD,  A'WCB', 
supponendo:  a)  che  siano  uniti  tre,  due,  o  uno  dei  punti  dati;  h)  che 
i  quattro  punti  Ay  B,  A\  f  siano  allineati. 

2)  Costruire  l'affinità  Ira  due  piani  determinata  da  due  triangoli 
corrispondenti  ABO,  A'B'O'  ;  nella  ipotesi  che  i  due  piani  siano  sovrap- 
posti, si  supponga  che  sia  unito  il  punto  J.,  o  la  retta  AB^  o  le  due 
rette  AB,  AC 

3)  Costruire  una  omologia  determinata:  a)  mediante  il  centro,  l'asse 
e  due  elementi  omologhi;  b)  due  triangoli  omologici  corrispondentisi. 

4)  Costruire  una  omologia  speciale,  o  di  data  caratteristica  (in  par- 
ticolare == —  1),  conoscendo  :  a)  due  punti  corrispondenti  e  l'asse;  h)  due 
rette  corrispondenti  e  il  centro;  e)  due  coppie  di  punti  corrispondenti 
su  rette  distinte;  d)  due  coppie  di  rette  corrispondenti  uscenti  da  punti 
distinti. 

6)  Costruire  una  omologia  che  trasformi  un  dato  quadrilatero  in: 
a)  un  parallelogramma;  b)  un  rettangolo;  e)  una  losanga;  d)  un  qua* 
drato. 

6)  Una  omologia  trasforma  un  cerchio  in  una  ellisse,  parabola»  od 
iperbole,  secondo  che  la  retta  limite  del  piano,  cui  appartiene  il  cerchio, 
è  estema,  tangente,  o  secante  rispetto  al  cerchio.  Costruire  efFettiva- 
mente  più  punti  e  più  tangenti  della  curva  nei  tre  casi.  In  particolare, 
costruire  gli  asintoti  della  iperbole;  dove  deve  trovarsi  il  centro  di  omo- 
logia, perchè  questi  riescano  perpendicolari  (e  quindi  la  iperbole  sia 
equilatera)  f 

II.  —  7)  In  una  collineazione  fra  due  piani  ir,  V  sovrapposti,  occorre 
distinguere  la  operazione  diretta  K,  con  cui  si  passa  da  ^  a  ir',  dalla  opera- 
zione inversa  #r— i,  con  cui  si  passa  da  ir'  a  ir.  La  collineazione  (supposto 
ohe  non  sia  l'identità)  dicesi  involutoria  quando  ogni  punto  ha  lo  stesso 
corrispondente  in  #C  e  #C— i  ;  quando  dunque  K  =  #r— i  (cfr.  n.^  180).  Una 
omologia  di  caratteristica  —  1  (n.^  207)  è  evidentemente  una  coUinea- 
zione  involutoria.  détta  omologia  armonica  (od  involutoria).  Casi  parti- 
colari di  essa  sono  la  simmetria  rispetto  od  un  punto,  e  la  simmetria 
obUqua  od  ortogonale  rispetto  ad  una  retta  (n.®  208). 

8)  Ora  vale  il  teorema  inverso  :  «  Ogni  collineazione  involutoria  fra 
piani  sovrapposti  è  una  omologia  armonica  ».  (Risultano  unite  infatti 
tutte  le  rette  congiungenti  punti  corrispondenti;  quindi  n.^  203). 

9)  Teorema  di  Chasles:  Se,  di  due  piani  prospettivi,  uno  ruota 
intomo  alla  comune  intersezione,  esso  rimane  prospettivo  all'altro;  ed 
U  centro  di  prospettiva  descrive  un  cerchio,  il  cui  piano  è  normale  alla 


(1)  Vuol  dlie  ohe  di  più  punti  o  rette  assegnate  nell'an  plano,  ai  ebledooo  gli  elementi 
oorrtspondentl  nell'altro;  in  partioolare  te  rette  Umite. 
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detta  intenesione»  ed  il  oai  centro  trovaai  sulla  retta  limite  del  piano 
fiflao  (ofr.  11.0  179^  es.  2)). 

10)  Se,  di  due  piani  Boyrappo8ti«  legati  da  una  omologia  invola- 
toria  ad  asse  proprio,  ai  fa  ruotare  uno  di  un  diedro  piatto  intomo 
all'aaae,  ai  otterrà  in  fine  una  omologia  speciale  ;  e  viceversa.  In  parti- 
colare, una  simmetria  obliqua  rispetto  ad  un  asse  si  muta  in  una  affi- 
nità omologica  speciale. 

11)  La  simmetria  obliqua  rispetto  ad  un  asse  e  la  affinità  omolo- 
gica speciale  sono  trasformasioni  eqw/vcdewU^  le  quali  cìqò  non  alterano 
il  valore  delle  aree  ;  e  sono  le  sole  affinità  omologiche  dotate  di  questa 
proprietà.  Si  dimostri  ciò  anche  analiticamente,  scrìvendo  le  equasioni 
deUe  coUineazioni  nominate. 

12)  Si  può  sempre  passare  dall'uno  all'altro  di  due  piani  collineari 
ir,  ir'  mediante  un  numero  finito  di  proierioni  e  sesioni;  si  trattino  suo- 
cessivamente  i  seguenti  casi,  di  cui  ciascuno  può  ricondursi  al  precedente 
mediante  una  proiezione:  a)  tutti  i  punti  della  retta  irir'  sono  uniti  (n.o204); 
h)  un  punto  della  retta  ir  ir'  è  unito;  e)  nessun  punto  della  retta  ir  ir'  è 
uziito;  d)  ì  due  piani  sono  sovrapposti. 

13)  Dati  due  piani  collineari  non  affiini,  si  determini  nell'uno  una 
punteggiata  od  un  fascio  di  rette,  a  cui  corrisponda  nell'altro  una  pun- 
teggiata uguale  od  un  fascio  uguale.  Ciascuno  dei  due  problemi  ammette 
sempre  due  soluzioni. 

14)  In  base  all'esercizio  precedente,  si  dimostri  ohe  due  piani  col- 
lineari non  affini  possono  sempre  situarsi  in  tal  posizione,  da  riuscire 
prospettivi  od  omologici. 

16)  Due  piani  simili  possono  sempre  situarsi  in  tal  posizione  da 
divenire  omotetici. 

16)  Due  piani  affini  (non  simili)  non  sempre  possono  sovrapporsi  in 
modo  da  dar  luogo  ad  una  affinità  omologica;  ciò  è  possibile  soltanto  (ed  in 
infiniti  modi)  se  il  rapporto  di  similitudine  relativo  a  due  convenienti 
direzioni,  corrispondentisi  nei  due  piani,  vale  1.  Ora,  date  le  equazioni 


dell'affinità  a'  ■»  mx,  y'  —  ny,  dove  si  può  supporre  »y  =  xy  =  -^,  si 

esamini  come  vari  quel  rapporto,  mentre  rette  corrispondenti  ruotano 
intomo  alle  origini;  si  dimostri  che  vi  sono  due  direzioni  ortogonali,  a 
cui  corrisponde  un  valore  massimo  o  minimo  di  quel  rapporto,  e  ohe 
esistono  punteggiate  uguali  nei  due  piani,  quando  dei  due  numeri  m,  n 
uno  sia  (in  valore  assoluto)  ;g  1  e  l'altro  ^  1. 

17)  La  condizione  del  precedente  esercizio  è  sempre  soddisfatta 
quando  l'affinità  tra  i  due  piani  sia  equivalente.  Dunque:  due  piani  affini 
equivalenti  possono  sempre  sovrapporsi  in  modo  da  dar  luogo  ad  una 
affinità  omologica,  che  sarà  (es.  11))  o  una  simmetria  (generalmente) 
obliqua,  od  una  affinità  omologica  speciale.  L'affljùtà  equivalente  ira 


i 


■■^M 


Tì^^^r^^ 
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dne  piani  non  difierìaoe  dalla  simmetria  obliqua  rispetto  ad  una  retta, 
se  non  per  la  mutua  posizione  dei  due  piani 

III.  —  18)  Se  due  figure  piane  sono  omologiche  ad  una  terza  figura 
rispetto  ad  uno  stesso  asse  (o  oentro),  esse  sono  pure  omologiche  fra 
loro  rispetto  a  questo  asse  (o  centro)  ;  ed  i  tre  centri  (o  assi)  di  omologia 
appartengono  ad  una  stessa  retta  (o  punto),  a  meno  che  non  coincidano. 
La  prima  parte  dell'enunciato  può  presentarsi  cosi:  due  omologie  aventi 
lo  stesso  asse  (o  centro)  danno  per  prodotto  una  omologia  avente  quel- 
Tasse  (o  centro).  Quale  relazione  passa  fra  le  caratteristiche  delle  tre 
omologie  f  In  particolare»  se  le  due  prime  omologìe  sono  speciali,  anche 
il  prodotto  sarà  una  omologia  speciale;  come  si  enuncia  questo  corol« 
lario  se  Tasse  delle  omologie  speciali  è  all'infinito  t 

19)  Due  cerchi  non  concentrici  di  un  piano  si  corrispondono  in  due 
diverse  omotetie,  i  cui  centri  diconsi  centri  di  Hmilitudvne  dei  due  cerchi, 
e  precisamente  centro  di  similitudine  interno  od  estemot  secondo  la  posi- 
zione che  occupa  rispetto  ai  centri  dei  cerchi  stessi  (cfr.  n.^  61,  es.  14)). 

20)  Tre  cerchi,  presi  a  due  a  due,  determinano,  in  generale,  tre 
coppie  di  centri  di  similitudine;  i  tre  centri  estemi  sono  allineati,  e  due 
centri  interni  sono  allineati  col  centro  esterno  relativo  alla  rimanente 
coppia  di  cerchi  (es.  18);  cfr.  n.*'  61,  es.  16)). 

21)  Se  ABO  è  un  triangolo,  il  prodotto  di  una  omologia  avente  il 
centro  A  e  Tasse  BO,  per  uxia  omologia  avente  il  centro  B  e  Tasse  OA, 
è  una  coUineazione  avente  il  triangolo  ABO  come  unito;  ma  se  le  due 
omologie  hanno  la  stessa  caratteristica  k,  il  prodotto  è  una  omologia  di 

centro  0,  asse  AB  e  caratteristica-^.  Vale  dunque  il  terema:  il  pro- 
dotto di  tre  omologie  aventi  ordinatamente  come  centri  i  vertici  di  un 
triangolo,  come  assi  i  lati  opposti,  ed  aventi  la  stessa  caratteristica,  è 
Tidentità.  Caso  particolare  X;  »  —  1  ;  caso  che  B  e  C  siano  punti  im- 
propri, ad  es.  in  direzioni  ortogonali. 

IV.  —  22)  Una  coUineazione,  che  trasformi  v/n  parallelogramma 
di  ir  in  im  parallelogramma  di  ir^  è  una  affinità  C);  ed  è  una  simili- 
tudine, se  trasforma  tm  quadrato  in  un  quadrato.  Una  coUineazione, 
ohe  trasformi  gU  angoli  retti  di  tt  negU  angoU  retti  di  ir',  è  pure  una 
simiUtudine. 

23)  Un'affinità,  che  trasformi  un  cerchio  in  un  cerchio,  è  una  simi- 
litudine. Ed  una  coUineazione,  che  muti  un  cerchio  di  ^  in  im  cerchio 
di  ir'  e  il  centro  del  primo  cerchio  nel  centro  del  secondo,  è  pure  una 
simiUtudine;  (si  dimostri  anzitutto  ohe  si  corrispondono  i  punti  aU'in- 
finito  di  diametri  corrispondenti). 


■  > . 

'■t  ^ 


(})  S'InUnde  dira  ohe  bMta  la  conotoeiii*  di  dm  panUetognnml  oontepaodeatl,  ptr 
«ntrin  che  I»  ooDìiimiIoiiì  è  im'*iBAità  ;  aMlogMnente  ptr  gU  eamuMi  inctiMlii. 
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24)  Una  oollìneasione,  che  trsAfomii  i  oerehl  di  ^  nei  cerchi  di  ir', 
è  UBA  snnilitadiiia  ;  (può  U  rette  limite  di  ir  cMcr  propria  T). 

25)  Due  stelle  proprie  collmeeri  dieonsi  ngojUi,  se  l'angolo  di  dae 
rette  qnaliaiyoglìaao  deU'ima  stella  è  uguale  all'angolo  deDe  rette  eor- 
rìspondenti  dell'altra;  e  quindi  diedri  corrispondenti  sono  ngnalL  Ora 
si  dimostri  che  dae  stelle  sono  ngnali,  se  ad  ogni  triedro  trirettangolo 
dell'una  ooirisponde  on  triedro  trirettangolo  dcH'altra. 

Y.  —  26)  La  ngnaglianaa  fra  dne  piani  sovrapposti  è  dinUa  od 
invenOf  secondo  che  angoli  corrispondenti  hanno  lo  stesso  segno  o  segni 
opposti.  Nel  primo  caso  i  punti  ciclici  sono  uniti,  nel  secondo  caso  eaei 
si  corrispondono  doppiamente. 

27)  Valendosi  delle  equasioni  dell'uguaglianza  diretta  od  inversa 
(n.^  36)  tra  piani  sovrapxKMti  (o  ricorrendo  a  considerasioni  sintetiche), 
si  determinino  gli  elementi  uniti.  Si  troverà,  nel  primo  caso,  un  solo 
punto  unito  reale  e  proprio,  a  meno  che  non  siano  uniti  tutti  i  punti 
all'infinito  (eqwipolUnta).  Nel  secondo  caso  si  troveranno  due  punti  uniti 
distinti,  reali  ed  impropri,  e  due  rette  unite  distinte  (di  cui  una  all'in- 
fijùto),  a  meno  che  non  siano  uniti  tutti  i  punti  di  una  retta  (nmms- 
irta  ortogonale).  Si  ritrovano  cosi,  come  casi  particolarì  della  ricerca 
del  n."  200,  i  risultati  sulle  figure  direttamente  o  inversamente  uguali 
di  un  piano,  enunciati  negli  es.  8),  9),  10)  del  n.®  39. 

28)  Due  stelle  proprie  uguali,  concentriche,  ammettono  sempre  una 
retta  (reale)  unita  tale,  che  facendo  ruotare  una  stella  di  un  diedro  con- 
veniente intomo  a  quella  retta,  essa  viene  a  coincidere  coU'altra  stella, 
elemento  per  elemento;  ogni  rotasione  di  una  figura  intomo  ad  un  punto 
equivale  dunque  ad  una  rotazione  intomo  ad  una  retta  uscente  dal  punto. 
Se  abe. . .,  a'ftV. . .  sono  due  figure  appartenenti  a  due  stelle  (concen- 
triche o  distìnte),  e  tali  ohe  ah  -Jla'V,  oc  -_~:  aV, . . .  (mod.  n),  si  può,  con 
un  movimento  conveniente,  sovrapporre  Tuna  figura  all'altra;  ma  que- 
st'ultimo fatto  vale  per  figure  composte  di  irUere  rette,  e  può  cadere  in 
difetto  per  figure  composte  di  semirette  (ad  es.  per  i  triedri  della  geo- 
metria elementare). 

29)  Le  affinità  fra  due  piani  sovrapposti  si  distinguono  in  dirette 
ed  inverse,  secondo  che  aree  di  figure  corrispondenti  hanno  segni  uguali 
od  opposti  Date  le  equazioni  di  una  affinità  (riferite  ad  un  unico  si- 
stema di  assi),  dal  segno  di  un  certo  determinante  si  deduce  se  l'affi- 
nità è  diretta  od  inversa.  Ogni  affinità  inversa  subordina  sulla  retta 
all'infinito  una  proiettività  discorde  (n.<>  179,  es.  32)),  ed  ha  quindi 
airinfinito  due  punti  uniti,  sempre  reali  e  distinti  fra  loro;  un'affinità 
diretta  può  non  avere  punti  uniti  reali  all'infinito,  od  averne  uno  solo, 
od  averne  due. 

VI.  —  30)  Se  i  punti  uniti  di  una  collineazione  fra  due  piani  so- 
vrapposti sono  reali  e  distinti,  assumendo  quelli  come  punti  fondamen- 
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• 

tali  di  QQ  0ÌBtema  di  coordixiate  proiettive,  le  equazioni  della  eolliaea 
sione  prendono  la  forma 

(a,  h,  e  costanti,  p  coefi.  di  proporzionalità). 

31)  Se  dei  tre  punti  uniti  uno  solo  è  reale,  con  una  scelta  conve- 
niente del  triangolo  fondamentale,  ai  possono  ricondurre  le  equazioni 
deUa  oollineazione  al  tipo 

^x'^ax — hy,    ^y'  =  hx-\-  ay,    p/  =  oa5. 

32)  Se  dei  tre  punti  uniti  due  coincidono,  si  possono  scrivere  le 
equazioni  della  oollineazione  sotto  la  forma 

p«'«a«,     py'  =  6y,     p«'  =  oy  +  &8. 

33)  Se  i  tre  punti  uniti  coincidono,  le  dette  equazioni  possono  scrì- 
versi sotto  la  forma 

paj'  =  aa?,    py'=6«+ay,    p**  =  co?  +  dy  +  a*. 

34)  Scelto  come  punto  (0,0,1)  il  centro  di  una  omologia,  le  equa- 
zioni dell'omologia  assumono  la  forma 

^x'  =  ax,    py'  —  oy,    p«'  =  6a5  + oy +  d0; 

qual*è  Tasse  di  omologia  f 

36)  Se  l'asse  di  omologia  non  passa  per  il  centro,  assumendolo 
come  retta  0  =  0,  le  equazioni  si  semplifloano  e  divezvgono 

pa5'  =  a«,    py'  =  ay,    p/  =  fea:; 

qual  valore  ha  la  caratteristica? 

36)  Se  invece  l'asse  passa  per  il  centro,  si  possono  ricondurre  le 
equazioni  al  tipo 

^z'  =  ax,    ^y'  =  ay,    pg'  =  hy-^ae. 

VII.  Sidle  affinUà  circolari.  •—  36)  Dicesi  (con  Mòbius)  affinità 
circciare  una  corrispondenza  biunivoca  fra  due  piani  punteggiati  ir,  ir% 
la  quale  trasformi  i  punti  di  un  qualsiasi  cerchio  di  ir  nei  punti  di  un 
cerchio  di  i:\  e  viceversa.  In  questa  teoria  le  rette  vengono  ad  essere 
riguardate  come  cerchi  particolari;  l'affinità  circolare  trasformerà  dunque 
una  retta  in  un  cerchio  o  in  una  retta.  Ora,  se  ogni  retta  di  -k  viene 
trasformata  in  una  retta  di  r',  l'affinità  circolare  è  una  particolare  ool- 
lineazione (n."^  197).  e  precisamente  una  similitudine  (es.  24)). 

37)  Se,  al  contrario,  le  rette  di  ir  vengono  trasformate  in  cerchi  di  ?;', 
dovranno  questi  segarsi  a  due  a  due  in  un  solo  puoto  variabile  al 
variare  dei  detti  cerchi,  e  precisamente  in  quel  punto  che  corrisponde 
alla  intersezione  delle  rette  corrispondenti.  Segue  che  i  cerchi  nominati 
passeranno  tutti  per  uno  stesso  punto  O'  di  V,  detto  punto  centrale  (o 
fondamentale);  il  punto  O'  fa  eccezione  alla  univocità  deUa  corrispon- 
denza fra  n'  e  ir,  giacché  il  suo  corrispondente  in  ir  è  indeterminato,  e 
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predsam^ite  (oome  rànlterà  dal  seguito)  solla  retta  all'infinito  (*).  Si- 
milmente alle  rette  di  n  oorrìspondono  in  ir  oerohi  paflBanti  per  nn  ponto 
coltrale  P. 

38)  Una  particolare  affinità  dicolare  fra  due  piani  sovrapposti  ir,  k' 
è  la  inver$iane  o  inufarmazùme  per  raggi  vettori  reeiproei  (n.»  61,  es.  16», 
nella  quale  i  punti  eentrali  O'  e  P  vengono  a  coincidere  nel  centro  d*èn- 
versione.  Quella  trasformatone  coincide  colla  propria  inversa,  è  invo- 
lutorìa. 

39)  Ciò  posto,  e  detta  T  una  affinità  circolare  qualsiasi  ohe  traaf ormi 
il  piano  ir  nel  piano  (arbitrario)  r',  si  consideri  in  ir'  una  inversione  I 
avente  come  centro  fl  punto  centrale  (XàiT^esi  formiil  prodotto!  •  I. 
Questo  prodotto  è  una  coUineasione,  ansi  una  similitudine  S  (es.  36)); 
dunque  T  •  I  =  S,  e  moltiplicando  ancora  per  I  (a  destra  in  ciascun 
membro),  e  ricordando  che  I'  =  1  (identità),  si  ha  infine  T  =  S  •  I;  ogni 
affinità  eiroólare  pud  riguardarsi  come  prodotto  di  una  sinUUtudine  per 
una  inversione.  Il  rapporto  di  similitudine  dipende  dal  raggio  del  ceiobio 
d'inversione,  e,  scegliendo  questo  opportunamente,  quel  rapporto  può 
rendersi  uguale  ad  1.  Dunque:  due  piani  legati  da  una  affinità  eireolare 
possono  sempre  sovrapporsi  in  modo,  che  la  earrispondenea  divenga  una 
inversione:  e  viceversa.  L'affinità  circolare  differisce  dall'inversione  sol- 
tanto per  la  mutua  posizione  dei  sostegni. 

40)  Seguono  le  proprietà:  Vaffinità  oircoìare  è  una  trasformaeione 
conforme  (o  isogonale);  vale  a  dire  l'angolo  di  due  cerchi  (o  curve)  in  i: 
uguaglia  l'angolo  dei  cerchi  (o  curve)  corrispondenti  in  ir'  (n.^  61,  es.  20)). 
Alle  rette  uscenti  dal  punto  centrale  P  in  ir,  corrispondono  le  rette  uscenti 
dal  punto  centrale  O'  in  «';  e  l'angolo  di  due  delle  prime  rette  uguaglia 
l'angolo  corrispondente.  Inoltre,  sopra  due  rette  corrispondenti  l'affinità 
circolare  subordina  punteggiate  proiettive,  aventi  in  P,  O'  rispettiva- 
mente i  punti  limite  (donde  risulta  che  a  P  di  ir  corrispondono  i  punti 
all'infinito  di  it%  ecc.).  Il  prodotto  delle  distanee  di  punti  corrispondenti 
dei  due  piani  dai  rispettivi  pumti  centrali  è  eosto/nte. 

41)  Una  trasformazione  biunivoca  fra  due  piani  punteggiati  ir,  ir', 
la  quale  trasformi  le  rette  di  ir  nei  cerchi  di  ir'  passanti  per  uno  stesso 
punto  0\  colla  condizione  che  l'angolo  di  due  rette  qualisivogliano  di  -k 
sia  uguale  all'angolo  dei  cerchi  corrispondenti  di  ir',  è  una  affinità  cir- 
colare. (Si  moltiplichi  infatti  la  trasformazione  nominata  per  una  inver- 
sione di  centro  O'  in  ir';  il  prodotto  è  una  similitudine). 

42)  Sappiamo  già  (n.^  179,  es.  46))  che,  se  sopra  due  piani  ir,  ir'  si 
rappresentano  i  numeri  complessi  esax-j-iy,   z'  =  x'  +  iy'  nel  solito 


(>)  L»  eooexlone  potrebbe  togUent  quando  si  tlgnanUsaoio  oonTeintonalmente  i  punti 
all'infinito  di  ciascun  plano,  ad  cs.  di  ir,  oome  riuniti  in  un  punto  aìTif^tmUo  O^,  corrispondente 
di  O'  ;  e  le  rette  di  ir  come  oerohi  passanti  per  0^  •  Old  ai  suol  fare  talvolta  in  questa  teoria, 
o  quando  si  rappresentano  sul  piano  i  numeri  oompleMl  secondo  Gaubb. 
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modo,  una  equarìone  bilineore  (o  trasformazione  lineare)  fra  g,  z'  rap* 
presenta  mia  affinità  oiroolare  fra  ì  due  piani.  Ora  sussiste  pure  la  pro- 
posizione inversa.  Supposto  infatti  ohe  ir  e  ?:'  siano  legati  da  una  affinità 
oiroolare,  si  assumano  anzitutto  oome  punti  z  »  0,  ;»'  =  0  i  punti  cen- 
trali O,  2^;  si  consideri  poi  un  piano  ausiliare  ir",  sovrapposto  a  ^r',  il 
quale  sia  descritto  da  un  punto  fi'  (riferito  agli  stessi  assi  a?',  y'),  e  sia 
legato  da  una  similitudine  a  ir,  e  da  una  inversione  dì  centro  P'  a  t'  ; 
si  avrà  (n.o  61,  es.  16)) 

1  - 

z  sa  w/',  «f"  n  -==-,  (m  costante  complessa,  li  =^x'  —  ty') 

donde  /  =  — ,  od  anche  »'  =  — ,     invertendo  il  verso  positivo  sul- 

z  z 

l'asse  ^.  Se  poi  si  trasportano  parallelamente  a  sé  stessi  gli  assi,  nei  due 
piani,  per  liberarsi  da  ipotesi  particolari,  bisognerà  sostituire  a  0,  z\ 
riispettivamente  z  +  ^>  ^  +  ^>  dove  ft  e  )(;  sono  costanti  complesse,  e  si 
avrà  in  fine  una  relazione  del  tipo 

/  =  — ^7^,     od  anche     «ap'  +  p«  +  'tìt'  +  6  =^  0, 
00  -|-  o 

dove  a, . . . ,  oppure  a,  . . .  sono  costanti  complesse,  tali  che  ad  —  he  -;-^  0, 
aò — 1^^=1=0.  (Ove  non  si  possa  disporre  dei  versi  positivi  sugli  assi 

cartesiani  in  ir,  ir',  occorrerà  talvolta  sostituire  z'  a  /).  Tina,  affinità  cir- 
colare fra  due  piani  si  traduce  dunque  in  una  trasformazione  Ivnea/re  a 
determinante  non  nuUo  fra  le  variahiU  complesse  rappresentate  sui  piami 
stessi;  e  viceversa. 

43)  Le  proprietà  delle  proiettività  tra  due  punteggiate,  ove  si  con- 
siderino anche  i  punti  immaginari,  danno  adunque  proprietà  della  affi- 
nità circolare.  Ad  es.  :  una  affinità  circolare  è  determinata  pienametUe^ 
quando  di  tre  punti  deWun  piano  si  assegnino  i  corrispondenti  fuiJZ'ottro, 
e  si  indichi  ir^Ure  qucdi  versi  di  rotazione  devono  corrinpondersi  nei  due 
piani,  n  doppio  rapporto  di  quattro  punti  dell*un  piano  è  uguale  al 
doppio  rapporto  dei  corrispondenti  quattro  punti  dell'altro  (n.^^  161, 
es.  43));  ecc. 

210.  Corrtiaxioiil  tra  plani.  —  Vogliamo  ora  occuparci  in 
particolare  delle  correlazioni  fra  due  forme  di  seconda  specie, 
e  specialmente  fra  due  piani.  Sappiamo  già  che  una  correla- 
zione fra  i  piani  jc,  tc'  muta  una  figura  di  jc,  composta  di 
punti  e  rette  (P|  Q,  •  • .  p,  9,  • . .  ),  in  una  figura  di  jc^,  com- 
posta di  rette  e  punti  {p%  g', . . . ,  P%  ©',.••  )•  Ogni  proprietà 
grafica  della  prima  figura  si  traduce  in  una  proprietà  gra- 
fica della  seconda,  purché  si  scambino  tra  loro   le  parole 
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pimto  e  r^tta.  Dimostrata  sopra  una  figura  la  prima  pro- 
prietà, si  è  dmique  sicuri  che  la  seconda  proprietà,  corri- 
spondente a  quella  per  dualità  piana  (n.^  123),  sussiste  per 
una  seconda  figura.  Ed  in  ciò  si  ha  una  nuova  giustifica- 
zione della  legge  di  dualità  piana,  giustificazione  che,  tradotta 
analiticamente,  si  riduce  a  quella  esposta  nel  n.o  134. 

Per  rappresentare  analiticamente  una  correlazione  fra 
due  piani  jc,  n%  si  stabiliscano,  sopra  questi,  due  sistemi  di 
coordinate  omogenee  di  punti  e  rette  (per  es.  cartesiane  e 
pluckeriane);  allora  fra  le  coordinate  {Xj  y,  21)  di  un  punto  P 
dì  n  e  le  coordinate  {u%  v\  vf)  della  retta  corrispondente  p' 
dì  n'  passeranno  relazioni  del  tipo 

Iqu'  ^  a^,x  ^r  a,^y  +  a^^Zj 
Qv/  =  a^,x  +  a^^y  +  a^^z, 

dove  Q  è  un  fattore  di  proporzionalità  non  nullo,  e  le  Oik  sono 
nove  costanti,   costituenti  un  determinante  di  terzo  ordine 

(2)  A  ^  0. 

Le  (  1  )  si  giustificano  in  modo  perfettamente  analogo  a  quello 
tenuto  nei  n.'  198,  200  a  proposito  della  collineazione. 

Bisolvendo  le  (1)  rispetto  ad  x,  y,  z,  si  ottengono  le 
relazioni 

(3)  ay  =  A,^u'  +  A.,^v'  +  A^^w'^ 

{        OZ     =    A,^U'    +    A.2^V'    +    ^83^S 

(dove  i  simboli  hanno  i  soliti  significati;  cfr.  n.^  200),  che 
danno  il  punto  P  di  :rr  quando  sia  nota  la  retta  p'  di  n\ 

Se  invece  fosse  dato  nel  piano  sr'  un  punto  Q'  di  coor- 
dinate (x%  y%  z')  e  quindi  di  equazione,  in  coordinate  di  rette, 

u'x'  +  t?'ì/'  -f  w'z'  =  0, 

e  si  chiedesse  la  retta  corrispondente  q  in  Kj  basterebbe 
trasformare  l'ultima  equazione  eseguendo  le  sostituzioni  (1) 
(cfr.  n.o  200).  Ordinando  rispetto  alle  variabili  a;,  y,  z  l'equa- 
zione trasformata,  si  trovano,  come  coefGicienti  delle  varia- 
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bili,  i  trinomi  scritti  qui  sotto,  che  sono  proporzionali  alle 
coordinate  {u,  Vy  w)  della  retta  q  : 

TV   =    aiiOl/  +    a22y'   +    «82^', 

TU)  =■  aizQcf  +  a^izy  +  d^^z'. 

Finalmente  si  potrebbero  cercare  le  formole,  che  espri- 
mono x\  y%  z'y  coordinate  di  Q\  in  funzione  di  u^  Vj  w^  coor- 
dinate di  q;  il  che  sarà  lasciato  al  lettore. 

Mediante  le  formole  precedenti  si  può,  quando  sia  data 
la  equazione  di  una  curva  in  uno  dei  due  piani,  determi- 
nare sull'altro  piano  la  equazione  dell'inviluppo  formato  dalle 
rette  corrispondenti  ai  punti  della  curva;  o  viceversa.  E 
dall'essere  lineari  quelle  formole  risulta,  che  una  curva  alge- 
brica d?ordine  n  viene  trasformata  da  una  correlazione  in  u/n 
inviluppo  algebrico  di  classe  n,  e  viceversa. 

*  211.  Correlailone  tra  plani  sovrapposti  —  Suppo- 
niamo ora  che  i  due  piani  correlativi  jt,  n'  siano  sovrapposti, 
e  vengano  riferiti  ad  uno  stesso  sistema  di  coordinate  omo- 
genee, sia  di  punti,  sia  di  rette.  Un  punto  P  (a;,  y,  z)  del 
sostegno  sarà  considerato  una  prima  volta  come  punto  di  jc; 
ad  esso,  in  virtù  della  correlazione  K,  con  cui  si  passa 
da  Jt  a  Jt',  corrisponde  in  Jt'  una  certa  retta  p'  (u\  v%  «7'),  le 
cui  coordinate  sono  espresse  dalle  (1).  Ma  se  consideriamo  P 
una  seconda  volta  come  punto  di  jt^,  nel  qual  caso  potremo 
indicare  il  punto  stesso  con  Q^  e  le  sue  coordinate  con 
x^  =  X,  y'  =  y,  z^  =:  Zj  dovremo  cercare  quella  retta  q  (ti,  t?,  w) 


*  La  teorìa  della  polarità  piana  (n.<>  212),  cui  il  n/'  211  serve  d'in- 
trodnzione,  trova  il  buo  collocamento  naturale  (secondo  Staudt)  nel 
presente  Capitolo.  Tuttavia,  dato  il  carattere  astratto  di  questa  teoria, 
e  tenuto  conto  di  ragioni  storiche,  credo  preferibile,  sotto  l'aspetto 
didattico,  di  prendere  in  esame  la  polarità  dopo  che  lo  studio  delle 
coniche  avrà  richiamato  Tattenzione  sopra  di  essa.  Perciò  il  lettore  può 
omettere  i  nJ  211,  212,  i  cui  principali  risultati  saranno  ritrovati  diret- 
tamente nella  teoria  delle  coniche.  Considerazioni  analoghe  valgono  in 
geometria  solida. 
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di  9c,  che  ooirisponde  a  Q^  mediante  la  oorrelazione  inversa 
K^^j  le  coordinate  di  q  saranno  date  allora  dalle  (4).  H  con- 
fronto fra  le  (1)  e  le  (4)  fa  vedere  che,  generalmente,  le  due 
rette  p'  e  q^  corrispondenti  allo  stesso  punto  P  =  Q'  nelle 
correlazioni  K  e  #C~S  sono  distinte  fra  loro.  Si  presentano 
allora  i  due  problemi  seguenti  : 

1)  esaminare  se  esistano  punti  particolari  P  =  Q%  ai 
quali  corrisponda  (doppiamente)  un'unica  retta  p'  =  9,  nelle 
correlazioni  K  e  K'^^; 

2)  esaminare  se  esistano  correlazioni  K  cosi  particolari^ 
che,  comunque  sia  scelto  il  punto  P  =  Q%  sempre  le  due 
rette  p'  e  9,  corrispondenti  in  #C  e  #C'~S  vengano  a  coinci- 
dere ;  vale  a  dire,  esaminare  se  una  correlazione  K  fra  piani 
sovrapposti,  possa  coincidere  colla  correlazione  inversa, 
K  =  Kr\ 

Qui  si  osservi,  sotto  l'aspetto  sintetico,  che  la  retta  9, 
quando  venga  trasformata  mediante  A,  dà  il  punto  Q'  =  P,  il 
quale,  trasformato  ancora  mediante  A,  dà  la  retta  p^;  sicché  la 
retta  q  si  muta  nella  p'  mediante  la  coUvmozwm  K^.  Quindi 
il  primo  problema  si  riduce,  in  sostanza,  a  determinare  gli 
elementi  uniti  della  detta  coUineazione;  ed  il  secondo  pro- 
blema ad  esaminare  quando  essa  sia  la  identità. 

Sotto  l'aspetto  analitico,  il  problema  1)  porta  ad  esa- 
minare per  quali  valori  di  a;,  y,  z  (coordinate  di  P  ^  QO  i^ 
coordinate  della  retta  p%  che  sono  espresse  (in  forza  delle 
(1))  da 

risultino  proporzionali  alle  coordinate  della  retta  9,  che  sono 
espresse  (in  forza  delle  (4))  da 

Detto  Jc  il  fattore  incognito  di  proporzionalità,  sottraendo 
dalle  coordinate  di  p'  le  corrispondenti  coordinate  di  q  mol- 
tiplicate per  ib,  si  giunge  al  sistema  di  equazioni 

(an  —  kaii)x  +  (au  —  ka^)y  +  (a^  —  fcasi)^  «  0, 

(5)     {    («21  —  han)x  +  («22  —  kaf^)  y  +  («23  —  kazi)z  =  0, 

(agi  —  kaisjx  +  (««2  —  ka2z)y  +  ((hs  —  kan)z  =  0, 
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il  quale  contiene  come  incognite  le  coordinate  Xy  y^  z  (od 
— ,  —  j  del  punto  P  ^  Q'  richiesto,  e  la  quantità  ausiliare  fc. 
Eliminando  x,  y^  z  fra  le  (5),  si  ottiene 

(6)  021  —  fch2         <hA  —  ha%2,         ^28  —  Ica^       =  0, 
aai  —  ioia  flt82  —  ^(hs         ^88  — "  4^8 

equazione  di  terzo  grado  in  kj  che  dà  per  k  tre  valori  (uno 
dei  quali  si  riconosce  esser  uguale  ad  1).  Ciascuno  di  questi, 
introdotto  nelle  (5),  rènde  compatibili  quelle  equazioni  per 
valori  non  tutti  nulli  di  Xj  y,  z,  e  quindi  fornisce  le  coordi- 
nate di  uno  dei  punti  richiesti.  Si  conclude:  in  una  eorre- 
lozione  fra  due  piani  Sùvrappostij  esistono^  in  generaie^  ire 
puntif  eiaseuno  dei  quali  corrisponde  doppiamente  ad  una 
retta.  X7n  esame  piti  attento  farebbe  vedere  che,  nel  trian- 
golo formato  dai  tre  punti  nominati  U,  F,  W,  un  vertice, 
IT  ad  es.,  corrisponde  doppiamente  al  lato  opposto  FTF, 
mentre  gli  altri  due  vertici  V,  W  corrispondono  ordinata- 
mente, in  modo  duplice,  ai  lati  27  F,  UW  che  passano 
per  essi. 

Non  vogliamo  discutere  tutti  i  casi  particolari  che  si 
possono  presentare,  né  la  ipotesi  che  esista  un  valore  di  kj 

9 

il  quale  annulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  del  deter- 
minante (6)  (ipotesi  che  porta  l'esistenza  di  infiniti  punti 
allineati,  ciascuno  dei  quali  corrisponde  doppiamente  ad 
una  retta). 

Esamineremo  invece  la  ipotesi  che  esista  un  valore  di  k^ 
il  quale  annulli  tutti  gli  elementi  del  determinante  (6),  vale 
a  dire  verifichi  le  nove  relazioni 

(7)  aa  —  kau  =  0.  (t,  I  =  1,  2,  3) 

Per  questo  valore  di  k  le  tre  equazioni  (6)  diventano  iden- 
tità, e  sono  soddisfatte  dalle  coordinate  di  ogni  punto  del 
piano;  sicché  ogni  punto  corrisponde  doppiamente  ad  una 
retta.  In  tal  caso  la  correlazione  K  è  identica  alla  sua 
inversa  A~S  è,  come  diremo,  involutoria^  e  soddisfa  dunque 
al  problema  2). 
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Ora^  se  uno  almeno  dei  tre  elementi  principali  a^ij  a^,,  a,, 
del  determinante  A  non  è  nullo,  la  corrispondente  relazione 
(compresa  nelle  (7)) 

Oh  —  kau  =  0 

determina  ib  =  1  ;  e  questo  valore,  sostituito  nelle  altre  rela- 
zioni (7),  ci  dà 
(8)  ou  =  au  (i,  Z  =  1,  2,  3) 

Concludiamo  che  il  determinante  A  della  correlazione  è,  in 
tal  caso,  simmetrico. 

Se  invece  a,,  =  a^^  =  a^^  =  0,  dovrà  esser  diverso  da 
zero  qualcuno  degli  altri  elementi  del  determinante  Aj  i>erchè 
si  suppone  sempre  A  ^  0,  Sia,  i>er  es.,  ai2  4=  0;  allora  una 
deUe  (7) 

ai2  —  ka^^  =  0 

ci  dice  anzitutto  che  i;  ed  a^^  sono  diversi  da  zero.  Molti- 
plicando ora,  membro  a  membro,  la  stessa  relazione,  scritta 
sotto  la  forma  ai2  »  ka^^f  per  l'analoga  a^^  —  Ara^gy  che  è  pur 
compresa  fra  le  (7),  si  ottiene  subito 

F  =  1,        ossia    A  =  ±  1. 

La  soluzione  k  =^  1  ci  dice  nuovamente  che  A  è  simmetrico. 
La  i  =  —  1  ci  dà  invece 

(80  Oii^Oj         Ou au  (i,  i  =  1, 2, 3) 

e  conduce  ad  un  determinante  A  emisimmetrico.  Ma  è  noto 
che  un  determinante  emisimmetrico  d'ordine  dispari  è 
nullo  (M;  e  perchè  noi  supponiamo  -4  =f=  0,  dobbiamo  respin- 
gere le  soluzioni  (80-  Concludiamo  infine: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente^  affinchè  una  correla- 
zione fra  due  piani  sovrapposti  sia  involutoria^  è  che  il  deter- 
minante  della  sostituzione  lineare  rappresentante  la  correla- 
zione sia  simmetrico. 


(^)  y.  ad  66.  il  Carso  di  Analisi  algebrica  del  Cesaro  (1894)  pag.  35. 
Per  un  determinante  del  3®  ordine  la  proprietà  ai  verifica  subito  me- 
diante sviluppo. 
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*  212.  Polarità  plana.  —  Una  correlazione  ìnvolutoria 
fra  due  piani  sovrapposti  si  chiama  correlazione  polare,  o 
brevemente  polarità  (piana).  Essa  è  rappresentata  da  equa- 
zioni del  tipo 

l     Qu  =^  anx  +  ai2y  +  ais», 

W  \        QV   —  a^^X  +  022^  +  028»,  (^1   =  <J^li) 

(     QW  =  azix  +  as^y  +  a^z^ 

colla  condizione 

(2)  A=^0. 

Un  punto  P{x,  y,  z)  ed  una  retta  p(tt,  t;,  w)  corrispon- 
dentisi  (doppiamente)  nella  polarità,  si  dicono  rispettiva- 
mente polo  dip  e  polare  di  P.  È  inutile  distinguere  in  quale 
dei  due  piani  si  consideri  il  polo  o  la  polare. 

Se  un  secondo  punto  Q  ha  per  polare  q^  e  Q  appartiene 
a  p,  dovrà  (per  la  proprietà  fondamentale  della  correlazione) 
q  appartenere  a  P.  Dunque: 

Se  di  due  punti  il  secondo 
a/ppartiene  alla  polare  del  pri- 
mo, il  primo  apparterrà  alla 
polare  del  secondo;  ì  due  punti 
dìconsi  coniugati,  o  reciproci, 
nella  polarità. 


Se  di  due  rette  la  seconda 
passa  per  il  polo  della  prima, 
la  prima  passerà  per  il  polo 
della  secovkda;  le  due  rette  di- 
consi  coniugate,  o  reciproche, 
nella  polarità. 


La  condizione,  perchè  due  punti  P(x,  y,  z),  Q{pcf,  y%  z') 
siano  coniugati  nella  polarità  (1),  si  trova  esprimendo  che  Q 
appartiene  alla  polare  {u,  v,  w)  di  P,  ossia  che  è 

ux'  +  vy'  +  wz'  =«  0. 

Sostituendo  ed  u,  v,  w  le  loro  espressioni  date  dalla  (1),  si 
ottiene 

(3)  a^.xx'  +  a^.^yy'  4-  a.^^zz'  +  a,2(a^'  +  x'y) 

+  an{xz^  +  x'z)  +  a^ziyz'  +  y'z)  =  0, 

la  quale,  come  era  prevedibile,  contiene  sinmietricamente  le 
coordinate  dei  due  punti. 

Ponendo  nella  (3)  x  ^  x',  y  =  y'j  z  =  z\  troviamo  la 
condizione  perchè  un  punto  P{x,  y,  z)  sia  autoconiugaio,  vale 
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a  dire  perchè  esBO  appartenga  alla  propria  polare.  Giungiamo 
ood  al  ristiltato: 

n  luogo  dei  punti  autoconiugati  in  una  polarità  è  una 
curva  dd  secondo  ordine,  rappresentata  daXPequazione 

(4)     a\i  «*  +  022^*  +  «88»^  +  2ai2«y  +  2a\zxz  +  2029^2;  =  0. 

Questa  cnrya  dicesi  fondamentale  nella  polarità^  giacché, 
come  vedremo  (e  come  risulterebbe  pure  dalle. cose  dette), 
non  solo  la  curva  è  determinata  dalla  polarità,  ma  anche 
questa  è  determinata  da  quella,  cioè  da  una  curva  generale 
di  secondo  ordine.  È  da  notare  che  i  punti  deUa  curva  (4) 
potrebbero  esser  tutti  immaginari. 

Dualmente,  se  partiamo  dalle  equazioni  della  polarità 
risolte  rispetto  ad  x,  y,  0, 

(    ox  =  A^^u  +  A^^v  +  A^^w, 
(!')  I    ay  =  A^^u  +  A^^v  +  A^^w,  {Au  =  Au) 

(    az  =  AsiU  +  AtiV  +  AfsWy 

dove  le  Au  sono  i  soliti  complementi  algebrici  estratti  da  Ay 
possiamo  scrivere  la  condizione  affinchè  due  rette  (u ,  Vj  ti?), 
{u%  v%  w^)  siano  coniugate  nella  polarità  sotto  la  forma 

(3')         -Ajittu'  +  A^^w'  +  A^^vHJo'  +  Ai^iuv"  +  u'v) 

+  Aiz{uw*  +  u'w)  +  A29{vw^  +  v^w)  =  0. 

Le  rette  autoconiugate  in  una  polarità,  vale  a  dire  le  rette 
passa/nti  per  i  propri  poli,  costituiscono  un  inviluppo  di  seconda 
classe,  rappresentato  dalPequazione 

(4')  ^11  ti*  +  A22V'^  +  Azsw^  +  2A12UV  +  2AisUW  +  2A2zVW  =  0. 

È  questo  VinvUuppo  fondamentale  della  polarità,  il  quale 
potrebbe  anche  esser  composto  di  rette  tutte  immaginarie. 
Vedremo  nella  teoria  delle  curve  di  secondo  ordine  lo  stretto 
legame  che  passa  tra  la  curva  fondamentale  (4)  e  IMnviluppo 
fondamentale  (4'). 

Osservazione.  —  Avvertiamo  (riservandoci  di  dimostrarlo 
in  seguito)  che  una  polarità  ammette  infiniti  triangoli  atUo- 
polari  od  autoreciprod,  tali  cioè  che  ciascun  vertice  sia  polo 
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del  lato  opposto  e  quindi  i  vertici  (ed  i  lati)  siano  coniugati 
a  due  a  due. 

Le  equazioni  di  una  polarità  si  semplificano,  quando, 
come  triangolo  fondamentale  del  sistema  di  coordinate,  si 
assuma  un  triangolo  autopolare.  Notando  infatti  che  i  pxmti 
fondamentali  u  =  Oj  t?  =  0,  ti;  «  0,  hanno  rispettivamente  per 
polari  le  rette  fondamentali  x  *=  0,  y  =  0,  ^  =  0,  risulta  che 
la  polarità  sarà  rappresentata  da  equazioni  del  tipo: 

u  =  aXj    V  ^  by^    tr  =  o», 

dove  a,  &,  o  sono  tre  costanti  non  nulle. 

213.  Correlailone  ortogonale  fra  due  stelle.  — Abbiamo  già 
definito  la  correlazione  fra  due  stelle  di  centri  Sj  8\  Se  due 
figure  delle  due  stelle  si  corrispondono  in  una  correlazione, 
ad  ogni  retta  e  ad  ogni  piano  della  prima  figura  corrisponde 
un  piano  ed  una  retta  della  seconda  ;  ed  ogni  proprietà  grafica 
dell'una  figura  trova  riscontro  in  una  proprietà  grafica  del- 
l'altra, proprietà  che  si  ottiene  dalla  prima  collo  scambio 
delle  parole  retta  e  pia/no.  Segue  che  anche  per  la  stella  vale 
una  legge  di  dtMlitàj  in  virtù  deUa  quale  da  ogni  proprietà 
grafica  di  una  figura  composta  di  rette  e  piani  di  una  stella, 
si  può  dedurre  una  seconda  proprietà  grafica  col  detto  scambio 
di  parole  (n.°  123).  Ma,  per  la  stella,  possiamo  estendere  la 
validità  di  questa  legge  anche  alle  proprietà  metriche,  me- 
diante le  considerazioni  seguenti. 

Supposto  che  8  ed  8^  siano  due  punti  propri,  facciamo 
corrispondere  ad  ogni  retta  a  uscente  da  8j  il  piano  afj  che 
passa  per  8^  ed  è  normale  ad  a.  Con  ciò  veniamo  a  stabilire 
una  corrispondenza  biimivoca  fra  le  rette  di  /8f  ed  i  piani 
di  8'j  corrispondenza  che  è  una  correlazione,  perchè  alle 
rette  di  un  fascio  nella  stella  8^  situato  in  un  piano  J3,  cor- 
rispondono, nella  stella  8%  i  piani  di  un  fascio  avente  per 
asse  la  retta  y  normale  a  ^  ;  ed  i  due  fasci  risultano  proiet- 
tivi. Questa  particolare  correlazione,  che  muta  ogni  retta  ed 
ogni  piano  della  prima  stella,  nel  piano  e  nella  retta  rispet- 
tivamente normali  appartenenti  alla  seconda  stella,  dicesi 
ortogonale.  L'angolo  di  due  rette  nell'una  stella  è  uguale  (a 

26 
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meno  di  multipli  di  n)  al  diedro  dei  due  piani  corrispondenti 
nell'altra  stella;  e  Pangolo  di  una  retta  con  un  piano  in 
una  stella  uguaglia  l'angolo  del  piano  e  della  retta  corri- 
spondenti nelPaltra  stella.  Dunque,  se  due  figure  di  due 
stelle  si  corrispondono  in  una  correlazione  ortogonale,  ogni 
proprietà  metrica  dell'una  figura  trova  riscontro  in  una  pro- 
prietà metrica  dell'altra,  proprietà  che  si  ottiene  dalla  prima 
coUo  scambio  delle  parole  retta  e  pianoy  angolo  di  due  rette 
e  diedro  di  due  piani;  dimostrata  la  prima  proprietà,  si  è 
sicuri  che  è  vera  anche  la  seconda.  In  breve:  neUa  eteCla 
(propria)  la  legge  di  dualità  vaUj  non  solo  per  le  proprietà 
grafiche^  ma  pure  per  le  proprietà  metriche.  Di  questa  consi- 
derazione si  fa  uso  anche  nella  geometria  elementare  (ad 
es.  nella  teoria  dei  triedri)  ;  coU'awertenza  che,  per  il  modo 
come  ivi  si  fissa  la  misura  degli  angoli  (di  semirette)  e  dei 
diedri  (di  semipiani),  un  angolo  e  un  diedro  corrispondenti 
risultano  supplementari  anziché  uguali. 

*  214.  Polarità  ortogonale  nella  stella  o  sul  plano  all'Infi- 
nito. —  Le  cose  dette  sussistono  pure,  se  le  due  stelle  hanno 
lo  stesso  centro  8  =  S\  In  tale  ipotesi  però  la  correlazione 
ortogonale  riesce  involutoria,  è  una  polarità  nella  eteUa;  in- 
fatti la  stessa  operazione  di  perpendicolarità,  che  conduce 
da  una  retta  a  di  ^  al  piano  corrispondente  af  di  S%  con- 
duce pure  (come  si  è  visto)  da  una  retta  V  di  S'  al  piano 
corrispondente  p  di  3.  Dunque: 

In  una  stella  propria  esiste  una  particolare  polarità,  detta 
ortogonale  o  sferica,  nella  quale  le  rette  corrispondono  ai  piani 
ad  esse  perpendicolari. 

Se  si  nota  che  una  polarità  piana  dà,  mediante  proie- 
zione da  un  punto  esterno  8,  una  polarità  nella  stella,  e 
viceversa,  risulta  che  tutte  le  proprietà  ed  i  concetti  sta- 
biliti nella  polarità  piana  si  trasportano  subito  alla  polarità 
nella  stella,  pur  di  sostituire  ai  punti  ed  alle  rette  del  piano, 


*  Conviene  leggere  questo  numero   quando  si  studierà  la  teoria 
della  superficie  del  secondo  ordine  (n.i  317»  339). 
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le  rette  e  i  piani  della  stella.  Alla  curya  del  secondo  ordine 
(fondamentale  di  nna  polarità  piana)  bisognerà  sostituire  il 
cono  di  secondo  ordine^  costituito  dalle  rette  proiettanti  da  S 
i  punti  della  curva;  ed  all'inviluppo  di  rette  di  seconda  classe 
(fondamentale)  si  sostituirà  VinvUuppo  conico  di  seconda  classej 
costituito  dai  piani  proiettanti  da  S  le  rette  di  quell'invi- 
luppo. 

In  particolare,  osserveremo  che  due  rette  coniugate  o  due 
"piani  coniugati  nella  polarità  ortogonale  di  una  stella  sono 
perpendicolari  fra  loroy  e  viceversa.  Le  coppie  di  rette  coniu- 
gate appartenenti  ad  un  fascio,  cioè  ad  un  piano  della  stella, 
generano  in  quello  la  involuzione  circolare;  quindi  le  rette 
autoconiugate  nel  piano  sono  le  rette  isotrope  (n.°  190)  uscenti 
da  Sj  nel  detto  piano.  LHnsieme  delle  rette  autoconiugate  nétta 
polarità  ortogonale  è  il  cono  isotropo,  che  ha  il  vertice  nel  centro 
della  stella  (n.^"  108,  Oss.). 

I  piani  autoconiugati  (immaginari)  nétta  polarità  ortogo- 
nale costituiscono  un  inviluppo  conico  di  seconda  classe. 

Triedri  autopolari  nella  detta  polarità  sono  trirettan- 
goli,  ecc. 

Segando  la  polarità  sferica  nella  stella  S  con  un  piano 
non  passante  per  8,  si  ottiene  su  questo  una  particolare 
polarità  piana,  che  viene  spesso  considerata  nella  Qeometria 
descrittiva  (sotto  il  nome  di  antipolarità). 

Se  poi  per  piano  secante  si  assume  il  piano  all'infinito, 
la  polarità  ottenuta  non  dipende  piti  dal  centro  3  della  stella 
che  si  considera,  e  vien  detta  polarità  sferica,  od  a^solvia, 
nel  piano  all'infinito.  8ul  piano  àttHnfinito  esiste  urun  deter- 
minata  polarità  {assoluta),  in  cui  si  corrispondono  sempre  un 
punto  improprio  ed  una  retta  impropria,  che  definiscano,  netto 
spazio,  ima  direzione  ed  una  giacitura  ortogonali.  La  curva 
(immaginaria)  del  secondo  ordine,  fondamentale  nella  detta 
polarità,  dicesi  {cerchio)  assoluto  dello  spazio;  ed  è  il  luogo 
dei  punti  ciclici  di  tutti  i  piani  dello  spazio.  Punti  o  rette 
coniugate  nella  polarità  assoluta  definiscono  direzioni  o  gia- 
citure ortogonali,  ecc. 

Possiamo  confermare  per  via  analitica  le  considerazioni 
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precedenti.  Scelto  il  centro  della  stella  come  origine  O  di  un 
sistema  cartesiano  ortogonale  nello  spazio,  e  scritte  le  equa- 
zioni di  ima  retta  uscente  da  O 

P)  - 


l        HI       n  ' 
e  di  un  piano  uscente  da  O 

ricordiamo  che  le  condizioni  di  ortogonalità  tra  questi  ele- 
menti possono  scriversi  cosi  (n.°  94): 

(1)  QU  —  Ij      QV  ^  W,      QW  =  n. 

Le  (1)  rappresentano  la  polarità  ortogonale,  e  rientrano 
effettivamente  nel  tipo  (1)  del  n.°  212,  purché  in  queste  si 
pongano  an  «  Os  »  ass  =  1,  ai2  » . .  •  =  oss  =  0,  e  si  rigoar- 
dino  ora  (Z,  m,  n)  ed  {Uj  Vj  w)  come  coordinate  (proiettive) 
della  retta  p  e  del  piano  n  entro  la  stella  O. 

La  condizione  (3)  (n.^  212)  di  coniugio  tra  due  rette  p,  p' 
diviene,  nelle  nuove  ipotesi, 

(3)  W  +  mm'  +  nn'  =  0, 

che  è  la  nota  condizione  di  ortogonalità  fra  rette  (n.°  91); 

e  la  condizione  (3^  (n.^  212)  di  coniugio  tra  piani  se,  ^  si 

i\  riduce  ora  alla  condizione  di  perpendicolarità  fra  piani  (n.^  95) 

(30  uu^  +  w'  +  wu/  =  0. 

Le  rette  (Z,  m,  n)  autoconiugate  costituiscono  il  cono 
fondamentale 

(4)  P  +  m«  +  n*  -  0, 

che,  in  coordinate  di  punti,  tenuto  conto  delle  p),  ha  l'equa- 
zione 

(6)  ««  +  y^  +  «2  «  0; 

questa  rappresenta,  come  è  noto,  il  cono  isotropo  col  vertice 
nell'origine  (n.^  108,  Oss.).  Il  cerchio  asaohUo  è  dunque  rap- 
presentato  dalla  (6)  insieme  atta  t  »  0,  equazione  del  piano 
all'infinito  sopra  cui  esso  giace. 

Finalmente  i  piani  autoconiugati  nella  polarità  ortogo- 
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naie,  soddisfano,  colle  loro  tre  prime  coordinate  pliickeriane 
omogenee  (t^,  t?,  w)j  all^equazione 

(4')  u^  +  v^  +  v^  =  Oj 

che  rappresenta  V  inviluppo  conico  fondamentale  della  pola- 
rità; (la  quarta  coordinata  dei  detti  piani  è  nulla,  r  =  0, 
poiché  essi  escono  dall'origine;  cfr.  n*  139,  140)  0). 

Otservailone.  n  cerchio  assoluto  (o  la  polarità  assoluta) 
ha  nella  geometria  solida  lo  stesso  ufGicio  che  i  punti  ciclici 
nella  planimetria.  Ogni  relazione  proiettiva  di  una  figura  col 
cerchio  assoluto  può  enunciarsi  in  forma  metrica;  e  viceversa^ 
ogni  proprietà  metrica  della  fi^gura  può  riguardarsi  come  una 
relazione  proiettiva  di  questa  col  pia/no  alV  infinito  e  col  cerchio 
assoluto  (cfr.  n.^  190,  Oss.).  Incontreremo,  nello  studio  delle 
superficie  di  secondo  ordine,  vari  esempi  che  chiariranno 
questa  affermazione. 

Esercizi.  I.  —  Se  fra  due  piani  tt,  ir'  passa  una  correlazione,  a  due 
punteggiate  (di  sostegni)  a,  b,  di  r  corrispondono  proiettivamente  due 
fasci  (di  centri)  A\  B'  di  ir';  ed  al  punto  ab  di  quelle  corrisponde  la 
retta  A'B*  in  questi.  Viceversa,  una  correlazione  fra  i  piani  tt,  ir'  è  in- 
dividuata,  quando  si  diano  due  punteggiate  a,  5  in  ir,  e  due  fasci  ad 
esse  ordinatamente  proiettivi  J.',  jB'  in  tc'  colla  condizione  che  al  punto  ab 
delle  due  punteggiate  corrisponda  la  retta  A'R  dei  due  fasci  (cfr.  n.^  108). 

2)  Se  i  due  piani  ir,  ir'  dell'es.  precedente  sono  sovrapposti,  si  può 
supporre  in  particolare  che  il  fascio  A'  sia  prospettivo  alla  punteggiata  a, 
e  JB^  prospettivo  a  Ò,  e  inoltre  che  la  retta  A'R  passi  per  il  punto  ab. 
In  tal  caso  la  costruzione  della  correlazione  si  semplifica  notevolmente. 
Si  applichi,  ad  es.,  una  siffatta  correlazione  a  trasformare  un  cerchio  di  r; 
si  otterrà  in  ir'  un  inviluppo  di  seconda  classe  (formato,  come  poi  si 
vedrà,  dalle  tangenti  ad  una  curva  del  secondo  ordine). 

3)  Se,  in  una  correlazione  K  fra  due  piani  sovrapposti  k,  ir',  vi  è 
una  punteggiata  a  di  ir,  che  sia  prospettiva  al  corrispondente  fascio  di 
rette  A'  di  ir\  vi  sarà,  in  generale,  una  seconda  punteggiata  h  di  ir,  che 
riuscirà  prospettiva  al  fascio  di  rette  B'  corrispondente  in  ir';  e  la 
retta  A'R  passerà  per  il  punto  ah.  Ma,  in  casi  particolari,  le  due  pun- 
teggiate a,  b  possono  coincidere,  ed  allora  coincidono  i  due  fasci  A\  R; 


(1)  La  (4')  presa  isolatamente,  cioè  senza  la  r  =  0,  rappresenta, 
in  coordinate  plùckeriane,  un  inviluppo  doppiamente  infinito  di  piani, 
e  precisamente,  come  vedremo,  l'insieme  dei  piani  che  toccano  il  cerchio 
assoluto  sopra  nominato  (cfr.  n.^  140,  nota). 
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ed  ogni  ponto  P  dì  a  oorrùponde  doppiamente  (eioò  in  AT  e  K^^)  alla 
retta  A'P  di  A',  (Si  applichi  intatti  la  ooUineasione  K*  alle  due  forme 
prospettive  a,  A\..). 

4)  Se  una  correlazione  muta  un  n.gono  semplice  ABO, . .  H,  sui  lati 
del  quale  si  trovano  ordinatamente  certi  ponti  M,N,,,.B,mmk n.la- 
tero  (ibe. . .  h,  dai  coi  vertici  escono  le  rette  m,  n,. .  .r.  sossiste  la  lelarìone 
tra  rapporti  semplici: 

{ABM)  (BCN). . .  (HAB)  =  (àbm)  (b<m)., .  {har). 

(Si  consideri  intatti  ona  trasversale  secante  i  lati  dell*  n.gono  in  M\ 
N'f  >.,  B';  allora  il  primo  membro  della  relazione  precedente  ogoaglìa 
il  prodotto  dei  doppi  rapporti  {ABMM')  (BCNN')...,  per  l'es.  2)  del 
n.^  162  ;  ma  on  doppio  rapporto  non  viene  alterato  da  ona  coirelazione  ; 
poi  n.0  152,  es.  16)). 

II.  —  5)  Doe  relazioni  del  tipo 

(1)  u  —  x,      c«y, 
oppore 

(2)  «  =  — »,      «=.— y, 

tra  le  coordinate  cartesiane  {x,  y)  di  on  ponto  e  le  coordinate  plooke- 
riane  (u,  v)  di  ona  retta,  definiscono  una  polarità  piana;  qoaPè  la  po- 
lare dell'origine  t  Se  le  coordinate  sono  ortogonali,  la  corva  tondamentale 
è  on  cerchio,  immaginario  nel  caso  (1)  che  rappresenta  \m&  atOipoìarUà 
(n.^  214),  reale  nel  caso  (2)  {polarità  circolare).  Nell*ono  e  nell'altro  caso, 
la  polare  p  di  on  ponto  P  è  normale  alla  retta  OP  congiongente  il  ponto 
coli' origine  O,  e  passa  ona  semplice  relazione  fra  le  distanze  di  O  da  P 
e  da  p;  ad  es.  nella  polarità  (2),  il  ponto  P  è  ooniogato  armonico  del 
ponto  p  •  OP,  rispetto  alle  intersezioni  di  OP  col  cerchio  fondamentale. 
L'angolo  di  doe  rette  arbitrarie  è  ogoale  all'angolo,  sotto  coi  da  O  sono 
visti  i  relativi  polL 

6)  Sopra  ogni  retta  di  on  piano,  nel  qoale  sia  fissata  ona  polarità, 
si  trovano  infinite  coppie  di  ponti  coniugati;  qoeste  formano  ona  invo- 
luzione, avente  come  doppi  i  ponti  aotoconiogati  appartenenti  a  quella 
retta.  E  doalmente;  (si  ricorra  alle  (3)  o  (3^)  del  ufi  212,  sopponendo, 
il  che  è  lecito,  che  la  retta  o  il  ponto  sia  fondamentale  nel  sistema  di 
coordinate). 

7)  Una  correlazione  fra  doe  piani  sovrapposti,  n,  ir',  la  qoale  moti 
i  vertici  di  on  triangolo  ABO  di  n-  nei  lati  opposti  considerati  in  v',  è 
ona  polarità,  avente  il  triangolo  ABO  come  aotopolare.  Si  dimostri  il 
teorema  per  via  sintetica  ed  analitica  (assumendo  ABC  come  triangolo 
fondamentale). 

8)  Una  polarità  è  pienamente  determinata  qoando  si  assegni  (arbi- 
trariamente) on  triangolo  aotopolare  ABO,  ed  inoltre  di  on  ponto  P, 
non  appartenente  a  nesson  lato,  si  dia  la  retta  polare  p,  non  apparte- 
nente a  nesson  vertice.  Sopra  ciascon  lato  rimane  così  determinata  la 
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involuzione  di  punti  coniugati  neUa  polarità.  Ora,  o  le  tre  involuzioni 
sono  ellittiobe,  ed  allora  nessun  punto  reale  del  piano  può  appartenere 
alla  propria  polare,  la  cui  curva  fondamentale  sarà  dunque  immaginaria  ; 
o  di  quelle  tre  involuzioni  due  sono  iperboliche  ed  una  ellittica,  ed  allora 
esistono  infixuti  punti  reali  del  piano  appartenenti  alla  propria  polare, 
e  la  curva  sopra  nominata  è  reale. 

0)  Dato  nel  piano  un  pentagono  semplice,  esiste  una  determinata 
polarità  che  muta  i  vertici  del  pentagono  nei  lati  opposti. 

10)  Se,  in  una  correlazione  fra  due  piani  n,  n',  le  rette  all'infinito 
di  IV,  ir'  hanno  per  corrispondenti  in  w,  n  due  punti  propri  {punti-limite), 
è  possibile  sovrapporre  i  due  piani  in  guisa  da  ottenere  una  polarità; 
(si  facciano  coincidere  anzitutto  i  punti  limite,  e  si  cerchi  di  formare 
un  triangolo,  i  cui  vertici  corrispondano  ai  lati  opposti;  n.°  193,08.29)). 

11)  In  una  polarità  non  ortogonale  nella  stella  propria  8,  esiste 
sempre  im  triedro  trirettangolo  autopolare,  ed  in  generale  uno  solo  ;  se 
ne  esiste  un  secondo,  ve  ne  sono  infiniti,  i  quali  hanno  tutti  in  comune 
nno  spigolo  e  la  faccia  opposta.  (Detta  infatti  n  la  polarità  data  e  li' 
la  polarità  sferica,  si  consideri  la  coUineazione  n  •  n'). 

12)  In  una  coUineazione.  o  correlazione,  fra  due  stelle  proprie  8, 8', 
esiste  sempre  (almeno)  un  triedro  trirettangolo  dell'una,  cui  corrisponde 
nell'altra  un  triedro,  o  trispigolo,  trirettangolo.  (Infatti  detta  K  la  pro- 
iettività  che  fa  passare  da  iSf  ad  8\  esiste  in  8'  una  polarità  n,  in  cui 
si  corrispondono  sempre  due  elementi  che  provengano,  mediante  K,  da 
due  elementi  ortogonali  di  8;  ecc.). 

13)  Due  steUe  proprie  correlative  possono  sempre  sovrapporsi  in 
modo  da  dar  luogo  ad  una  polarità  (es.  12),  7)). 


Capitolo  VI, 
Proletti  vita  fra  dne  spazi. 

21 S.  Colllneailonl  e  corrtiazionl  nello  tpailo.  —  La  no- 
zione di  corrispondenza  proiettiva  fra  due  forme  di  seconda 
specie  si  estende^  senza  difficoltà,  alle  forme  di  terza  specie 
(spazi  di  punti  o  piani).  Di  queste  nuove  corrispondenze 
tratteremo  qui  rapidamente,  sia  perchè  l'analogia  colle  forme 
di  seconda  specie  suggerisce  subito  gli  sviluppi  qui  omessi, 
sia  perchè  solo  pochi  risultati  occorrono  nel  seguito  del  corso. 

Una  praieUività  tra  due  spazi  S,  ^'  (naturalmente  so- 
vrapposti), vale  a  dire  una  corrispondenza  che  muti  ogni 
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elemento  (pnnto  o  piano)  di  2  in  nn  elemento  di  Z^,  e 
forme  di  prima  o  seconda  specie  appartenenti  a  2: ,  in  forme 
della  stéssa  specie  appartenenti  a  2%  può  essere  nna  col- 
Uneaaione  od  nna  correlazione. 

a)  Due  spazi  2,  Z^  diconsi  collineari  (od  omografici)^  se 
ai  puntij  oMe  rette^  ai  piani  di  2  (o  2')  corrispondono  ordi- 
natamente  i  puntij  le  rette,  e  i  piam  di  2'  (o  2),  e  ad  èie- 
menti  che  si  appartengono  nétPuno  spazio  corrispondono 
elementi  che  si  appartengono  nelPaUro.  Ad  ogni  forma  di  prima 
o  seconda  specie  di  2  corrisponde  in  2^  nna  forma  dello 
stesso  nome,  proiettiva  a  quella.  Quest'ultima  proprietà  ri- 
sulta dalle  premesse,  quando  si  tenga  conto  del  teorema  del 
n.°  197.  Se  non  si  vuol  ricorrere  al  detto  teorema,  si  può 
riguardare  la  proprietà  stessa  come  una  condizione  da  ag- 
giungere alla  definizione  ;  questa  condizione  risulterà  poi  ve- 
rificata in  tutti  i  casi  che  avremo  da  considerare. 

b)  Due  spazi  2,  2'  diconsi  correlativi  (o  reciproci)^  se 
ai  puntij  alle  rette,  ai  pia/ni  di  2  (o  2')  corrispondono  i 
piam,  le  rette,  i  punti  di  2'  (o  2),  e  ad  elementi  che  si  ap- 
partengono neWuno  spazio  corrispondono  elementi  che  si  ap- 
partengono neWaUro.  Un  piano  (punteggiato  o  rigato)  di  2 
ha  per  corrispondente  una  stella  (di  piani  o  rette)  in  2'; 
e  le  due  forme  sono  riferite  proiettivamsnte.  Una  punteggiata 
di  2;  ha  per  corrispondente  un  fascio  di  piani  ad  essa  pro- 
iettivo in  2';  un  fascio  di  rette  ha  per  corrispondente  nn 
fascio  di  rette  proiettivo,  ecc.  Tutto  ciò  per  dimostrazione 
o  per  definizione,  secondo  che  si  adotta  Puna  o  Paltra  delle 
vie  suggerite  or  ora. 

È  chiaro  poi  che  il  prodotto  di  due  o  piti  proiettività 
fra  spazi  è  ancora  una  proiettività. 

216.  Determinazione  di  una  proiettività  fra  due  spazi.  ~ 

Una  proiettività  fra  due  spazi  è  pienamente  determinata,  se  di 
cinque  elementi  dello  stesso  nome  {punti  o  piani)  nslTuno 
spazio,  tali  che  mai  quattro  appartengano  ad  una  forma  di 
seconda  specie,  sono  assegnati  i  corrispondenti  néWaltro  spazio, 
soddisfacenti  alle, stesse  condizioni  (cfr.  n.°  198). 


/ 
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*  Supposto)  ad  es.,  che  in  21  siano  dati  cinque  punti 
A^Bj  Cy  Dj  Ej  tali  che  mai  quattro  appartengano  ad  un 
piano,  ed  in  2'  siano  dati  cinque  punti  A\  B%  G%  D',  JS',. 
nelle  stesse  condizioni,  si  assuma  il  tetraedro  ^j5  CD  come 
fondamentale  di  un  sistema  di  coordinate  proiettive  omo- 
genee {Xj  VjZyi)  in  ly  eà  E  come  pimto  unità  ;  e  similmente 
si  operi  in  1^  per  fissare  U  sistema  di  coordinate  proiet- 
tive {x%y%z%V).  Allora  le  uguaglianze 

(1)  af  =  Xy    y'  ^Vj    z'  ^Zy    f  =  « 

(o  le  proporzioni  equivalenti  x'  :  y'  :  . . .  =  a;  :  y  :  . . .  ,  trat- 
tandosi di  coordinato  omogenee)  definiscono  una  corrispon- 
denza tra  i  due  spazi,  che  è  evidentomento  una  coUinea- 
zione,  e  che  muta  i  punti  -4,  . . .  ,  ^,  in  -4',  . . .  ,  ^'.  D'altra 
parto,  supposto  che  esista  tra  i  due  spazi  una  coUineazione, 
che  muti  la  prima  quintupla  di  punti  nella  seconda,  e  detti 
P  (a?,  y,  Zy  Q,  P'  (x\  y\  z'y  V)  due  ulteriori  punti  corrispon- 
denti, dalla  uguaglianza  tra  doppi  rapporti 


(2)  AB  (CDEP)  =  A'B'  {G'B'E'P\ 


e  dalle  analoghe  relative  ai  fasci  -4  C,  ^'  0'  e  B  Cj  B'  C  ^ 
segue  la  relazione  y  :  «  «  y'  :  «'  e  le  analoghe  (n.°  161),  donde 
si  traggono  le  proporzioni  sopra  scritte,  equivalenti  alle 
uguaglianze  (1).  Si  conclude  esser  unica,  e  rappresentata 
dalle  (1),  la  coUineazione  soddisfacente  alle  condizioni  im- 
posto. 

La  (2),  e  le  due  uguaglianze  analoghe  citato,  permet- 
tono anzi,  dato  P,  di  costruire  il  punto  corrispondento  P\ 

217.  Equaiioni  della  Qolilneaziono  tra  duo  spazi.  —  Una 

coUineazione  tra  due  spazi,  ove  siano  fissati  due  sistomi 
di  coordinato  omogenee  cartesiane  (o  proiettive)  di  punti 
(«>  y>  h  0>  Wi  y'f  z%  t  '),  è  rappresentata  da  quattro  rela- 
zioni del  tipo 

QX^  =  aiix  +  ai2  y  +  aisz  +  au  *, 

Qz'  =i  agi  X  +  a82  y  +  o^z  -\-  asétj 
gf  =  anX  +  aizy  +  dizZ  +  au  tj 
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dove  Q  è  nn  fattore  di  proporzionalità  non  nullo  (che  può 
Bupporsi  ugnale  ad  1),  e  le  a»  sono  sedici  costanti,  elementi 
di  un  determinante  del  quarto   ordine  Ay  diverso  da  zero: 

(2)  A=^0. 

Viceversa,  le  (1),  quando  sussista  la  (2),  rappresentano 
sempre  una  coUineazione  tra  spazi. 

Queste  asserzioni  si  giustificano  imitando  Panalogo  ra- 
gionamento fatto  in  geometria  piana  (n.^  200)  (^). 

Per  quella  via  si  vede  inoltre  che  le  relazioni  espri- 
menti X,  y,  Zj  tj  in  funzione  di  a/,  y%  z\  f ,  sono  del  tipo  (1), 
e  ne  differiscono  solo  i>er  lo  scambio  delle  coordinate  dei 
due  spazi,  e  per  la  sostituzione  di  oa  con  A^^  complemento 
algebrico  di  a^  entro  ad  A  (cfr.  n.""  200,  (3)).  E  si  otter- 
rebbero pure,  lasciandosi  guidare  dall'analogia,  le  relazioni, 
sempre  lineari  ed  omogenee,  fra  le  coordinate  di  due  piani 
corrispondenti  nei  due  spazi  (cfr.  n.*"  200,  (4)). 

n  carattere  lineare  di  queste  varie  relazioni  fa  vedere 
che  una  coUineazione  tra  due  spazi  non  aiterà  Verdine  di  una 
superficie  algèbrica^  né  la  classe  di  un  inviluppo  algebrico 
doppiamente  infinito  di  piani. 

In  altre  parole  :  l'ordine  e  la  classe  sono  caratteri  pro- 
iettivi dei  rispettivi  enti  ;  intendendo  per  carattere  proiettivo 
di  una  figura  solida  ogni  carattere,  che  non  venga  alterato 
da  una  coUineazione  (cfr.  n.^  126). 

218.  Casi  particolari  metrici  di  colllneaiioiil  tra  tpid.  — 

Supposto  che,  nelle  (1)  del  n.°  precedente,  le  coordinate  siano 
effettivamente  coordinate  cartesiane  omogenee,  risulta  che  al 
piano  all'infinito  f  -=  0  del  secondo  spazio  2^  corrisponde, 
nel  primo  spazio  2,  il  piano  a^ix  +  a42y  +  «432  +  a44t  =  0, 
generalmente  proprio,  detto  piano  limite. 

a)  Se  però  i  piani  all'infinito  dei  due  spazi  si  corri- 
spondono, si  ha  un  caso  particolare  di  coUineazione,  detto 
affinità  Biferendo  i  punti  di  due  spazi   affini  a  due  triedri 


(^)  Si  può  anche  osteudere  il  ragionamento  più  rapido  contenuto 
nel  n.o  199,  pur  di  valersi  di  coordinate  proiettive. 
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cartesiani  corrispondenti,  Pafi^ità  viene  rappresentata,  in 
coordinate  cartesiane  non  omogenee,  da  equazioni  del  tipo 

(1)  7f  =  Za:,    y'  =  my,    z'  =  n», 

dove  Z,  m,  n  sono  tre  costanti  (ofr,  n.*'  201). 

lil^ell'afflnità,  punteggiate  corrispondenti  sono  simili, 
piani  corrispondenti  sono  afiSni.  Due  rette  o  piani  paralleli 
dì  21  hanno  per  corrispondenti  in  21^  rette  o  piani  paral- 
leli ;  ad  un  parallelepipedo  corrisponde  un  parallelepipedo,  ecc. 

È  costante  il  rapporto  tra  i  volumi  di  figure  corrispon- 
denti nei  due  spazi. 

V)  Un  caso  particolare  notevole  dell'affinità  si  presenta, 
quando  ogni  angolo  e  (quindi)  ogni  diedro  di  2;  uguaglia 
il  corrispondente  angolo  o  diedro  di  2^;  allora  i  due  spazi 
diconsi  èimili. 

Passa  un  rapporto  costante  k  tra  segmenti  corrispon- 
denti in  ima  similitudine  ;  aree  corrispondenti  hanno  il  rap- 
porto costante  Jb*,  e  volumi  corrispondenti  stanno  nel  rap- 
I)orto  costante  ì^.  Le  (1)  rappresentano  una  similitudine  se 
i  due  triedri  coordinati  sono  uguali  (ad  es.  ortogonali),  e 
nelle  (1)  è  Z  »  m  =  n  (  =  £),  le  unità  di  lunghezza  essendo 
le  stesse  per  i  due  spazi. 

o)  Se  finalmente  il  rapporto  di  similitudine  X;  tra  2  e  2' 
vale  1,  i  due  spazi  possono  chiamarsi  uguali.  Devono  però 
distìnguersi  la  uguaglianza  diretta^  in  cui  figure  corrispon- 
denti sono  sovrapponibili,  ed  uno  dei  due  spazi  può  consi- 
derarsi come  una  posizione  assunta  dall'altro  mediante  un 
movimento,  e  la  %tgua>glia^za  inversa^  in  cui  figure  corri- 
spondenti, pur  avendo  lati,  angoli,  diedri  ordinatamente 
uguah,  non  sono  in  generale  sovrapponibili,  come  avviene, 
ad  es.,  per  una  figura  solida  e  la  sua  immagine  in  uno 
specchio.  Le  relazioni 

x'  =  Xy    y'  =  y,    z'  =  «, 

in  coordinate  cartesiane  ortogonah,  con  una  unica  unità  di 
lunghezza,  rappresentano  una  uguaglianza  diretta  od  inversa, 
secondo  che  ì  due  triedri  (formati  dai  semiassi  positivi)  xyz, 
^y'^  sono  sovrapponibili  o  no  (n.  99,  o)). 
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*  Ossorvailone.  —  Una  similitudine  tra  gli  spazi  Z  e  S  ' 
determina  nna  similitudine  tra  piani  corrispondenti  v,  <r^; 
essa  dunque  muta  i  punti  ciclici  di  ir  nei  punti  ciclici  di  n' 
(n.°  202,  Oss.),  e  trasforma  il  luogo  dei  punti  ciclici  deUo 
spazio,  che  è  il  eerchio  assòluto  all'infinito  (n.''  214),  nel  luogo 
stesso.  Precisamente  ogni  punto  deU'assoluto,  considerato 
in  2)^  sarà  mutato  dalla  similitudine  in  un  punto  (general- 
mente diverso)  dell'  assoluto,  considerato  in  2'.  Viceversa  : 
una  coUineazione  tra  due  spaaij  che  muti  rassoltUo  in  sé 
stessoj  è  una  similitudine.  Infatti,  se  ^  e  n-'  sono  due  piani 
propri  corrispondenti  nella  coUineazione,  i  punti  ciclici  di  n 
(comuni  a  ^  e  all'assoluto)  devono  corrispondere  ai  punti 
ciclici  di  n'  (comuni  a  ^^  e  all'assoluto).  Ma  allora  i  due 
piani  iTy  ir'  sono  simili  ;  angoli  corrispondenti  di  essi  sono 
uguali  ;  donde  si  conclude,  per  l'arbitrarietà  di  »-,  che  ogni  an- 
golo di  2;  è  uguale  al  corrispondente  angolo  di  ^%  ecc.  (^). 

*  219.  Elementi  uniti  In  una  collineaiione.  —  Diremo, 
al  solito,  che  un  elemento  (punto,  retta,  o  piano)  è  unito 
in  una  coUineazione  tra  due  spazi  2,  1»%  quando  queU'ele- 
mento,  considerato  in  21,  ha  per  corrispondente  sé  stesso 
in  2^ 


0  AnaliticameiLte  il  teorema  si  dimostra  eod.  Premesao  ohe  la 
nostra  coUiiieazione  deve  mutare  il  piano  dell'assoluto,  oioò  il  piano 
all'infinito,  in  sé  stesso,  ed  un  '  triangolo  su  questo  piano,  autopolare 
rispetto  all'assoluto,  in  un  altro  triangolo  siffatto,  quindi  (n.^*  214)  un 
triedro  trirettangolo  a?;^^,  in  un  triedro  trirett angolo  x'y'z',  si  assumano 
questi  due  triedri  come  fondamentali  in  due  sistemi  cartesiani  di  S,  S^ 
Le  equazioni  della  nostra  coUineazione  (che  è  un'affinità)  saranno  allora 
del  tipo 
(1')  a?'  =  te,    y'-wy,    z'=nz,    r  =  t. 

Queste  mutano  l'assoluto  di  2',  che  ha  le  equazioni 

«"+y'"+^"=o.  r=o, 

nella  conica  di  2 

Ma  questa  coincide  coli' assoluto  di  S  (x*  +  y*  +  z^^O,   I  »  0),  solo 
quando  I*  »  m*  »  n';  ed  allora  le  (1^  rappresentano  una  similitudine. 


(3) 


=  0, 


FBOlETTZVlTl  T&A  DUB  SPAZI  413 

La  ricerca  analitica  dei  punti  uniti  si  compie  collo  stesso 
metodo  seguito  in  geometria  piana  (n.^  210).  Posto  che 

(1)  Qx'  =  a^ix  +  ai2y  +  aisz  +  aut^  ecc. 

siano  le  equazioni  della  coUineazione  (n.^  217),  si  scrivano 
Xj. .  .jt  si  posto  di  a/f.  ,.ff.  Si  otterranno  così  le  equazioni 
{an  —  Q)x+       a^^y        +       a\zz        +        ai±t     =  0, 

(2)       /  ^^^        +(«22 e)y  +  a28«  +  «24^       =  0, 

O^X         +  a92.y  +(088 e)«   +  «84*       =  0, 

a4lX  +  «42^  +  «482  +   (O44  — e)^  ==  0, 

contenenti  la  incognita  ausiliare  q,  e  le  coordinate  omogenee 
x^  yj  Zy  t  di  un  punto  unito.  Eliminando  queste  ultime  fra 
le  (2)9  si  perviene   ad  una  equazione  di  quarto  grado  in  q 

a  11  —  Q  ai2  aiB         au 

O2I  O22  Q  «28  ^24 

dSL  Oss  ^88  —^  Q        ^84 

«41  «42  «48         O44  —   Q 

la  quale  ha  quattro  radici  qi,  q^j  qs,  Q4-  Sostituendo  nelle  (2), 
al  posto  di  Qj  uno  dei  valori  trovati,  ad  es.  qi,  si  ottengono 
quattro  equazioni  lineari  ed  omogenee  in  Xy  y^  Zy  ty  che  si 
riducono  a  tre  indipendenti  (al  più).  Si  potranno  dunque 
calcolare  i  rapporti  x  :  y  :  z  :  tj  e  bì  avrà  in  corrispondenza 
un  primo  punto  unito.  Analogamente,  valendosi  delle  ra- 
dici Q2f  Q89  Qij  bì  trovano  altri  tre  punti  uniti.  Dunque: 

Una  ooUineaaione  nétto  spazio  ha  (in  generale)  qvMtro 
punti  v/nitij  e  (per  dualità)  quaUro  piani  uniti. 

La  determinazione  analitica  di  questi  ultimi  si  farebbe 
(cfr.  nJ*  209,  (2'))  risolvendo  il  sistema  delle  quattro  equa- 
zioni che  si  ottengono  dalle  (2),  sostituendo  alle  coordinate 
di  punti  le  coordinate  di  piani,  e  mutando  a»  in  Ajk;  si 
arriverebbe  dunque  alla  stessa  equazione  di  quarto  grado  (3), 
di  cui  ogni  radice  fornisce  insieme  un  punto  unito  ed  un 
piano  unito. 

I  quattro  punti  uniti  di  una  coUineazione,  in  generale 
distinti,  sono  vertici  di  tm  tetraedro,  le  cui  facce  sono  i 
quattro  piani  uniti,  ed  i  cui  spigoli  sono  le  sei  rette  unite 
della   coUineazione.  I  quattro   punti,  ed  insieme  i  quattro 


-  •!. 
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piani|  iM>B8ono  esser  tutti  reali,  o  due  reali  e  due  imma^- 
nari,  o  tutti  immaginari.  Ma  può,  in  casi  particolari,  acca- 
dere che  due,  o  tre,  o  quattro  punti  (e  quindi  piani)  uniti 
vengano  a  coincidere,  o  che  due  punti  (o  piani)  coincidano 
in  un  punto  (piano),  e  due  in  un  altro  punto  (piano);  ciò, 
quando  Pequasione  (3)  ha  una  radice  doppia,  tripla,  qua- 
drupla, o  due  radici  doppie. 

Particolarmente  notevoli  sono  i  casi,  in  cui  la  equa- 
zione (3)  ammette  una  radice,  sia  qi,  che  annulli,  non  solo 
il  determinante  (3),  ma  pure  tutti  i  minori  del  terzo  ordine, 
od  anche  tutti  i  minori  del  secondo  ordine,  radice  che,  nel 
primo  caso,  sì  riconosce  esser  doppia,  qi  =  qs»  e  nel  secondo 
caso  tripla,  qi  »  Q2  ==  Qa.  Sostituendo  nelle  (2)  al  posto  di  q, 
quella  radice  qi,  delle  quattro  equazioni  (2),  due  o,  rispet- 
tivamente, tre  diventano  conseguenze  déUe  rimanenti;  ogni 
punto  soddisfacente  colle  sue  coordinate  queste  ultime  equa- 
zioni soddisfa  lL  sistema  (2),  ed  è  quindi  unito.  Nel  primo 
caso  dunque  la  collineazione  ha,  come  uniti,  tutti  i  punti 
di  una  retta,  e  (per  la  analogia  che  collega  la  ricerca  ana- 
litica dei  punti  e  piani  uniti)  tutti  i  piani  passanti  per  una 
seconda  retta;  una  tale  collineazione  dicesi  assiale.  Nel  se- 
condo caso  la  collineazione  ha,  come  uniti,  tutti  i  punti 
(e  le  rette)  di  un  piano,  e  tutti  i  piani  (e  le  rette)  di  una 
stella,  e  dicesi  omologia  solida. 

A  dimostrar  la  esistenza  di  questi  due  casi  di  collinea- 
zione, vale  anche  il  ragionamento  sintetico  seguente. 

220.  Omologia  solida.  —  Collo  stesso  ragionamento  ado- 
perato iD  geometria  piana  (n.o  203)  si  dimostra  che,  se  una 
collineazione  tra  due  spazi  ha  cinque  punti  uniti,  di  cui 
mai  quattro  appartengano  ad  un  piano,  ogni  altro  punto  è 
unito  e  la  collineazione  è  la  identità.  Esclusa  la  identità 
dalle  nostre  considerazioni,  la  presenza  di  cinque  o  piti  punti 
uniti  è  possibile  soltanto^  quando  quattro  almeno  di  questi 
punti  stiano  in  un  piano.  Ma  qui  si  possono  fare  due  ipotesi  : 

a)  o  i  quattro  punti  uniti,  situati  in  un  piano,  sono 
tali  che  mai  tre  di  essi  siano  allineati,  ed  allora  ogni  punto 
del  piano  è  unito  (n.''  203); 
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b)  oppure,  dei  quattro  punti  uniti,  tre  almeno  stanno 
sopra  una  retta,  ed  allora  ogni  punto  di  questa  è  unito 
(n.  167), 

Si  conclude  che  una  coUineazione,  non  identica,  nello 
spazio,  la  quale  abbia  più  di  quattro  punti  (o  piani)  uniti, 
ha  come  uniti  tutti  i  punti  di  (o  i  piani  per)  una  retta, 
oppure  tutti  i  punti  di  un  piano  (o  i  piani  per  un  punto). 

Esaminiamo  anzitutto  la  ipotesi  a),  la  quale  conduce  ad 
una  particolare  collineazione,  detta  omologia  solida.  Sia  a  il 
piano  di  omologia^  di  cui  sono  uniti  tutti  i  punti,  e  quindi  tutte 
le  rette.  Presi  nello  spazio  due  punti  corrispondenti  di- 
stinti Aj  A'  BÌ  dimostra,  imitando  l'analogo  ragionamento 
di  geometria  piana  (n.^  206),  che  è  unita  la  retta  AA\  ed 
è  unito  ogni  piano  per  essa.  La  omologia  possiede  dunque 
infiniti  piani  imiti,  i  quali,  per  quanto  sopra  si  disse,  do- 
Tranno  appartenere  ad  un  fascio  o  ad  una  stella.  Ma  il 
primo  caso  si  esclude,  osservando  che  per  un  punto  gene- 
rico A  dello  spazio  passano  infiniti  piani  uniti.  Si  conclude 
dunque  l'esistenza  di  un  punto  8,  centro  di  omologia^  tale  che 
è  unito  ogni  piano,  e  quindi  ogni  retta,  per  esso;  anche 
il  punto  8  è  unito. 

Bisulta  così  che  la  omologia  solida  ha,  come  uniti,  tutti 
i  punti  del  piano  di  omologia  <r,  ed  inoltre  il  centro  di  omo- 
logia 8  (che  potrebbe  eventualmente  appartenere  a  a);  ha 
uniti  tutti  i  piani  per  /8  ed  il  piano  a;  finalmente  ha  unite 
tutte  le  rette  di  (^  e  le  rette  per  8.  All'infuori  di  questi, 
nessun  altro  elemento  è  unito  nell'omologia;  si  dimostra 
col  ragionamento  analogo  a  quello  tenuto  in  geometria 
piana  {nP  206). 

Procedendo  come  al  n.°  206,  si  dimostrano  le  seguenti 
proprietà  dell'omologia: 

Punti  distinti^  corrispondenti  in  una  omologia  solida, 
sono  aUineaii  col  centro  f  piani  distinti,  corrispondenti,  si 
segano  sul  piano  di  omologia  ;  reUe  distinte,  corrispondenti,  si 
segano  sul  piano  di  omologia,  e  determina/no  un  pia/no  pas- 
samie  pd  centro. 

Utm  omologia  è  individuata,  quando  di  essa  si  conoscano 
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il  centro^  il  pianOj  e  due  punti  earrispondenti  allineati  col 
centrOj  o  due  piani  earrispondenti  seeantisi  sul  piano  di  omo- 
logia. 

Un  primo  caso  particolare  metrico  di  omologia  solida, 
detto  omcietiaj  si  presenta  se  il  piano  di  omologia  è  all'in- 
flnitOy  mentre  il  centro  è  proprio.  Nell'omotetia  rette  corri- 
spendenti,  o  piani  corrispondenti,  sono  paralleli  tra  loro; 
pnnti  corrisi>ondenti  sono  allineati  col  centro,  e  le  loro  di- 
stanze da  questo  stanno  in  im  rapporto  costante.  Se,  in 
particolare,  questo  rapporto  vale  —  1,  i  segmenti  conginn- 
genti  pnnti  omologhi  sono  bisecati  dal  centro,  e  la  omotetia 
diventa  la  simmetria  rispetto  ad  un  centro;  figure  omologhe 
sono  inversamente  uguali. 

Un  secondo  caso  particolare  metrico,  detto  affinità  omo- 
logica,  si  presenta,  quando  il  centro  di  omologia  è  improprio 
ed  il  piano  proprio.  Tutti  i  segmenti,  che  congiungono  punti 
omologhi,  riescono  paralleli,  e  sono  divisi  dal  piano  di  omo- 
logia (ove  lo  incontrino)  in  un  rapporto  costante.  Se  questo 
rapporto  vale  —  1,  e  quei  segmenti  risultano  perpendico- 
lari al  detto  piano,  si  ha  la  simmetria  rispetto  ad  un  piano, 
nella  quale  figure  corrispondenti  sono  inversamente  uguali. 

Finalmente,  se  il  centro  ed  il  piano  di  omologia  sono 
impropri,  la  omologia  diventa  una  equipollenza,  coUineasione 
nella  quale  tutti  i  segmenti  congiungenti  punti  omologhi 
risultano  equipollenti.  Ogni  figura  può  esser  sovrapposta 
alla  corrispondente  mediante  una  traslazione  (movimento  in 
cui  tutti  i  punti  descrivono  segmenti  equipollenti);  figure 
corrispondenti  sono  quindi  direttamente  uguali. 

*  221.  Un  esomplo  di  colllneailone  assiale.  —  Dovremmo 
discutere  ora  la  ipotesi  b)  del  n.^  precedente,  relativa  ad  una 
collineazione  che  possiede  ima  retta  r  composta  di  punti 
uniti.  Si  dimostra  allora  che  la  collineazione  possiede  pure 
una  retta  r',  asse  di  tm  fascio  di  punti  uniti.  Ma  poiché 
una  siffatta  collineazione,  detta  assiale,  non  interviene  nel  se- 
guito del  nostro  corso,  né  trova  facili  applicazioni,  crediamo 
inutile  di  svilupparne  la  teoria,  e  preferiamo  dimostrare 
sopra  un  esempio  come  essa  possa  realmente  presentarsi. 
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Sì  immagini  che  lo  spazio  2  (od  una  figura  rìgida  in 
esso  contenuta)  ruoti  di  un  certo  diedro  intorno  ad  una 
retta  r,  ed  assuma,  alla  fine  del  movimento,  la  posizione  ^  \ 
È  chiaro  che  fra  i  due  spazi  Z,  1'  passa  una  collineazione 
(uguaglianza),  in  cui  sono  uniti  tutti  i  punti  deUa  retta  r  e 
tutti  i  piani  normali  ad  r,  i  quali  passano  per  una  retta 
impropria  r'^ .  Questa  collineazione  è  dunque  assiale. 

Se  però  la  rotazione  è  misurata  da  un  diedro  piatto, 
sono  uniti  inoltre  tutti  i  punti  di  r'  oo  ©  tiitti  i  piani  per  r , 
e  si  ha  un  esempio  di  una  particolare  collineazione  (detta 
bi(iS8ale)y  che  ha,  come  uniti,  tutti  i  punti  di  due  rette  r,  r' 
e  tutti  i  piani  condotti  per  le  rette  stesse. 

222.  CorroiaiionI  noiio  spazio.  —  Veniamo  finalmente  a 
trattare  delle  correlazioni  nello  spazio,  di  cui  fu  data  la 
definizione  al  n.o  215,  b).  e  di  cui  il  teorema  del  n.o  216 
dimostra  resistenza  (^). 

Un  ragionamento,  perfettamente  analogo  a  quello  tenuto 
nel  n.o  217,  fa  vedere  che  ogni  correlazione  fra  lo  spazio  ^ 
descritto  dal  punto  P  (x,  ^,  Zy  t),  e  lo  spazio  2  descritto  dal 
piano  ^^(u%  t?',  w'j  r'),  è  rappresentata  da  equazioni  del  tipo 

Qu'  =  anx  +  any  +  aisz  +  «wt, 

Qf^  =  anX  +  a^zy  +  ^48«  +  duty 

dove  Q  è  un  fattore  di  proporzionalità  non  nullo,  e  le  aa  sono 
sedici  costanti,  costituenti  un  determinante  del  quarto  ordine 

(2)  A  4=  0. 


(*)  L'esistenza  di  una  correlazione  nello  spazio  (correlazione  che 
muta  una  figura  composta  di  n  punti,  n'  rette,  n"  piani,  la  una  figura 
duale  composta  di  n  piani,  n'  rette,  n"  punti)  dà  una  nuova  giustifica- 
zione della  legge  di  dualità  neUo  spostiti  (n.*  123,  139),  giacché  ogni  pro- 
prietà grafica  della  prima  figura  trova  riscontro  in  una  proprietà  grafica 
duale  della  seconda. 

27 
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Bisolyendo  le  (1)  rispetto  a4  x^  y^  z^  t,  si  ottengono  le 
relazioni 

Icx  =  Aiiu'  +  AziV'  +  A^w'  +  AiiT^j 

<Ti  =  Auu'  +  Au^  +  Au'u>^  +  AuT^, 

(dove  9  è  un  fattore  di  proporzionalità,  e  le  ^a  sono  i  soliti 
complementi  algebrici),  le  quali  determinano  il  punto  P 
di  2),  quando  sia  noto  il  piano  corrispondente  n'  di  £^. 

Finalmente  se,  dato  un  punto  B^  {x%  j/',  z',  f)  in  S',  si 
desidera  il  piano  corrispondente  q{Uj  i?,  Wj  r)  in  2,  basta 
seguire  il  procedimento  sviluppato  in  geometria  piana  al 
n.o  210;  si  trovano  cosi  le  formole 

ITU  =  anx^  +  Oiiy'  +  a^zf  +  a^f, 
. 
rr  =  auxf  +  024^'  +  au^  +  a^if^ 

essendo  r  un  fattore  di  proporzionalità. 

*  223.  Correlazioni  involutorie.  —  Stabilita  una  correla- 
zione generica  fra  due  spazi  2,  Z'  (che  supporremo  ora 
riferiti  ad  un  unico  triedro  coordinato),  un  punto  generico 
ha  due  piani  corrispondenti  diatintiy  secondo  che  quel  punto 
vien  considerato  una  prima  volta  in  H,  e  trasformato  me- 
diante la  correlazione  diretta  #l,  rappresentata  dalle  (1), 
colla  quale  si  passa  da  2  a  2';  o  vien  considerato  una 
seconda  volta  in  I',  e  trasformato  mediante  la  correlazione 
inversa  #l^\  rappresentata  dalle  (4),  che  conduce  da  2"  a  S. 
Ciò  risulta  dalle  formole  stesse,  perchè  le  (1)  e  le  (4)  forni- 
scono risultati  generalmente  distinti  (e  non  proporzionali), 
quando  si  ponga  x'  =  a?,  y'  =  y,  z'  =  «,  t'  =  U 

Si  può  chiedere  però,  se  esista  un  punto  P  EE  B>%  tale 
che  i  due  piani  ??'  e  p,  ad  esso  corrispondenti  mediante  K^K^^y 
vengano  a  coincidere  in  un  solo;  nel  qual  caso  potrà  dirsi 
che  quel  puinto  corrisponde  doppiamente  a  questo  piano 
(cfr.  n.o  211).  Ciò  accade,  se  le  coordinate  a?,  y,  Zj  t  del  punto 
rendono  proporzionali  i  secondi  membri  delle  (1)  e  delle  (4); 


PBOUrmVATÀ  VRA  DT7B  SPAZI  419 

vale  a  dire,  indicando  con  k  nn  fattore   di  proporzionalità 
non  nullo,  se  qnelle  coordinate  rendono 

anx  +  any  +  a^^z  +  aut  «  h{aiix  +  a^y  +  asiz  +  a^t)^ 

ossia 

{an—han)x + (aw — kan)y + (aia— ka^i)z + {au  —  ka4i)  t = 0, 

(5)  ; 

(a4i — kau)x + («42 — *aw)y + («48  —  kau)z + («44  —  ia44)  * = 0. 

La  coesistenza  di  queste  equazioni,  per  valori  non  tutti 
nulli  di  x^  y^  z^  t^  esige  Pannullarsi  del  determinante  del  si- 
stema, cioè 

«11  —  ^«11    «12  —  kcLix    «18  —  kazi    «14  —  fc«4i 


(6) 


=  0. 


«41  —  4«14      «42  —  Ì«24      «48  —  ^«84      «44  —  Ì«44 

Si  ha  qui  una  equazione  di  quarto  grado  in  kj  la  quale 
fornisce  quattro  radici  ki^  k^j  kzj  k^.  Sostituendo  nelle  (6),  al 
posto  di  kj  una  di  queste  radici,  e  risolvendo  il  sistema  di 
equazioni  che  ne  risulta,  si  trova  un  punto  {x  :  y  :  z  :  t)^  che 
soddisfa  alla  condizione  richiesta.  Dunque:  in  una  correla- 
zione neUo  spazio  esistono  in  generale  quattro  puntij  ciascuno 
dei  quali  corrisponde  doppiamente  ad  un  piano. 

Può  darsi  però,  in  casi  particolari,  che  esista  un  valore 
dì  £  il  quale  annulli  tutti  i  minori  del  terzo  ordine,  o  del 
secondo  ordine,  od  anche  tutti  gli  elementi  del  determi- 
nante (6).  Per  quel  valore  di  k  il  sistema  (6)  equivale,  ordi- 
natamente, ad  un  sistema  di  due,  una,  o  nessuna  equazione 
lineare  omogenea  in  Xj  y,  Zj  t  (annullandosi  nell'ultimo  caso 
tutti  i  coefficienti  deUe  (6));  il  sistema  stesso  rappresenta 
dunque,  rispettivamente,  una  retta,  un  piano,  o  lo  spazio. 
Vuol  dire  che  il  punto  generico  di  quella  retta,  o  di  quel 
piano,  o  dello  spazio,  gode  la  proprietà  richiesta,  cioè  cor- 
risponde doppiamente  ad  un  piano. 

Solo  il  terzo  caso  ci  interessa.  Quando  esso  si  presenta, 
ogni  punto   dello  spazio   ha  dunque  un  unico  piano  corri- 
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spondente,  sìa  nella  correlazione  diretta  Ky  sia  nella  in- 
versa #L~~^  Diremo  allora  che  la  correlazione  è  invdukpria 
(identica  colla  sua  inversa),  adottando  qui  una  locazione, 
che  fu  adoperata  in  casi  analoghi  (per  es.  al  n.^  211). 

La  condizione  analitica,  affinchè  tale  sia  la  correlar 
zione  (1),  è,  come  dicevamo,  l'esistenza  di  nn  valore  di  k 
che  annnlli  tutti  gli  elementi  del  determinante  (6),  vale  a 
dire  che  soddisfi  alle  sedici  relazioni 

(7)  au  —  kau  -  0,  (i,  Z  -  1,  2,  3,  4). 

a)  Ora,  se  uno  almeno,  auj  dei  quattro  elementi  prin- 
cipali del  determinante  A  non  è  nullo,  la  corrispondente 
relazione  (compresa  nelle  (7)) 

au  —  kau  "■  0 

ci  fornisce  A;  =  1  ;  e  questo  valore,  sostituito  nelle  altre  rela- 
zioni (7),  ci  dà 

(8)  aa  -  an  (♦,  I  -  1,  2,  3,  4), 

Cioncludiamo  che  il  determinante  A  della  correlazione 
è,  in  tal  caso,  simmetrieo. 

P)  Se  invece  au  =  022  »  ass  =  «44  »  0,  dovrà  esser  di- 
verso da  zero,  per  la  (2),  qualcuno  degli  altri  elementi  del 
determinante  A.  Sia,  per  es.,  an  #=  0.  Allora  la  relazione 

ai2  —  koii  "B  0, 

compresa  nelle  (7),  ci  dice  anzitutto  che  l  ed  osi  sono  dì- 
versi  da  zero.  Moltiplicando  ora  membro  a  membro  la  stessa 
relazione,  scritta  sotto  la  forma  012  =  ^021,  per  l'analoga 
a2i  —  A;ai2,  che  è  pur  compresa  fra  le  (7),  si  ottiene  subito 

k^  =  1,        donde       t  =  ±  1. 

La  soluzione  k  ^  1  ci  riconduce  al  caso  a).  La  ib  »  —  1  ci 

dà  invece 

(8')  au  =  0,    au ««         (i,  ?  =  1,  2,  3,  4), 

e  conduce  ad  un  determinante  A  emisimmetrico.  Anche  in 
geometria  piana  (n.^  211)  avevamo  incontrato,  accanto  al 
caso  a),  questo  secondo  caso  p);  ma  avevamo  dovuto  scar- 
tarlo, perchè  allora  A  aveva  l'ordine  3,  ed  i  determinanti 


] 


PBOlKTTlVITÀ  WRA  DUE  SPASI  421 

emiBimmetrici  d'ordine  dispari  sono  nnlli.  Una  tale  esoln- 
Bione  non  è  più  lecita  nello  spazio,  perchè  ora  A  è  del 
quarto  ordine,  e  non  si  annulla  più  in  conseguenza  delle 
so]e  ipotesi  (8").  Dunque: 

Nello  spazio  esistono  due  tipiy  essenzialmente  distintij  di 
correlazioni  involutorie;  il  determinante  della  sostituzione  lineare^ 
rappresentante  la  oorrelazionej  è  simmetrico  per  le  correlazioni 
del  primo  tipo,  emisimmetrico  per  quelle  del  secondo  tipo. 

Le  correlazioni  del  primo  tipo,  perfettamente  analoghe 
a  quelle  esistenti  nel  piano  (n.®  212),  prendono  il  nome  di 
correlazioni  polari^  o  polaHtà  nello  spazio.  Le  correlazioni  del 
secondo  tipo,  che  non  hanno  corrispondenze  analoghe  nel  piano, 
diconsi,  col  MSbius  (1837),  correlazioni  nuUe  (per  ragioni  prese 
dalla  statica,  ove  esse  trovano  applicazione),  od  anche  cor- 
rdazioni  focali  (^). 

È  facile  indicare  un  carattere  geometrico,  che  permetta 
di  distinguere  le  correlazioni  polari  dalle  correlazioni  nulle. 
Si  ricerchi,  a  tal  flne^  il  luogo  di  un  punto  {x,  y,  Zj  t)  che 
appartenga  al  piano  (u'y  v',  w%  r^)  ad  esso  corrispondente 
nella  correlazione  (1).  Supposto  di  aver  riferito  ì  punti  ed 
i  piani  ad  tm  unico  sistema  di  assi  coordinati,  e  scritta 
quindi  la  condizione  di  appartenenza  di  punto  e  piano  sotto 
la  forma  (n  o  139) 

u^x  +  v^y  +  w'z  +  r'^  =  0, 

si  osservi  che  questa,  eseguendo  le  sostituzioni  (1),  diviene 

(9)  aiiofi  +  • . .  +  aéit^  +  {ai2  +  (Hi)xy  +  (aia  +  azi)xz  +  • . . 

+(«84  +  a4z)zt  =  0. 

Nelle  ipotesi  (8)  la  equazione  stessa  rappresenta  una 
superficie  del  secondo  ordine 

(10)  «11  «*  +  «22^^  +  «882*  +  aiAt'  +  2ai2xy  +  2anxz 

+  2auxt  +  2a23y^  +  2auyt  +  2a^zt  =  0, 


(')  Una  oorrispondeiusa  di  questo  tix>o  fra  punti  e  piani  era  già 
stata  segnalata  dal  Giobqiki  nel  1827. 
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Inveoe,  nelle  ipotesi  (80t  si  annnllaao  tutti  i  coefficienti 
della  (9),  la  quale  è  dunque  soddisfatta  dalle  coordinate  di 
ogni  punto  dello  spazio.  Oondudiamo: 

Nella  correlazione  polare,  quei  punti  che  appartengano 
ai  piani  corrispondenti  ooMtuiseono  una  superficie  di  secondo 
ordine  {superficie  fondamentaie  della  polarità).  Al  contrario, 
nella  correlazione  nuUa  ogni  punto  dello  spazio  appartiene  al 
piano  che  gli  corrisponde. 

Le  correlazioni  nulle  non  intervengono  nel  seguito  del 
corso;  crediamo  perciò  inutile  di  esporne  qui  le  proprietà, 
rinviando  il  lettore,  che  voglia  formarsene  un  concetto,  agli 
es.  16)  —  19)  seguenti  il  n.»  224.  Aggiungiamo  invece  qualche 
cenno  sulle  polarità,  che  ritroveremo  poi  nella  teoria  delle 
superficie  del  secondo  ordine. 

^  224.  Polarità  nello  spazio.  —  Bicordo  anzitutto  che 
una  polarità  nello  spazio  è  rappresentata  da  quattro  rela- 
zioni del  tipo 

QU  =  OiiO?  +  aisy  +  aizz  +  ai4<, 

(1)  {       (a«  =  a«) 

Qr  =  a4ix  +  atótf  +  «««  +  aat, 

colla  condizione 

(2)  ^  =j=  0, 

o  dalle  relazioni,  risolte  rispetto  alle  coordinate  di  punti, 

(     ex  ==  Aiiu  +  A^iV  +  Aziw  +  A4ir, 

<       (Aik  =  Ah) 

\     ot  =  AuU  +  A^iV  +  A^w  +  Aur. 

Di  due  elementi,  che  si  corrispondono  in  una  correla- 
zione polare,  è  inutile  dire  quale  si  consideri  nel  primo,  e 
quale  nel  secondo  dei  due  spazi  sovrapposti  ;  si  dirà  senz'altro 
che  i  due  elementi  sono  mutuamente  polari.  Cosi,  un  punto 
ha  un  piano  polare  (determinato  dalle  (1)),  un  piano  ha 
un  polo  (determinato  dalle  (3)),  una  retta  r  ha  una  retta 
polare  /. 

La  polarità,  che  muta  una  retta  r  nella  retta  r',  muta 
ogni  punto  di  f  (o  di  r^)  in  un  piano  passante  per  r'  (o  per  r); 


PBOIBTTIYITÀ  VBA.  DUB  SPAZI  423 

dunque,  di  due  rette  mutuamenU  polari  eiasouna  è  il  luogo 
dei  poli  dei  piani  passanti  per  Vàttra.  Mentre  un  punto  de- 
scrive la  retta  r,  il  piano  polare  mota  intomo  alla  retta  /, 
generando  un  fascio  proiettivo  alla  punteggiata  su  r . 

In  modo  analogo  si  dimostrano  i  teoremi  (ofr.  n  ^  212)  : 


8e  di  due  piani  il  secondo 
passa  per  U  polo  del  primo,  il 
primo  passerà  per  il  polo  del 
secondo;  i  due  piani  diconsi 
coniugati,  o  reciproci,  nella  po- 
larità. 


8e  di  due  punH  il  secondo 
appartiene  al  piano  polare  del 
primo,  U  primo  apparterrà  al 
piamo  polare  del  secondo;  i  due 
punti  diconsi  coniugati,  o  reci- 
proci, nella  polarità. 

Un  punto  è  autoconiugato,  se  ceso  appartiene  al  proprio 
piano  polare;  ora  abbiamo  visto  al  n.^  223,  che  il  luogo  dei 
punti  OAxloconiugati  nella  polarità  (1)  è  la  superficie  del  secondo 
ordine  (superficie  fondamentale  della  polarità): 

(10)  aiio?  +  a22y^  +  <»8s2J*  +  au^  +  2ai2xy  +  2aizxz 

+.  2auxt  +  2a2zyz  +  2az^yt  +  2azA^t  ^  0. 

Dualmente  un  piano  è  autoconiugato,  se  esso  contiene 
il  proprio  i)olo.  Per  determinare  P  inviluppo  dei  piani  auto- 
coniugati, si  scriva  la  solita  condizione  di  appartenenza  di 
punto  e  pianO;  ux  +  vy-htox-i-rt^O,  edin  essa  si  sosti- 
tuiscano, al  posto  delle  coordinate  (x,  y,  z,  t)  del  polo,  le 
loro  espressioni  (3).  Fatti  i  calcoli,  risulta  l'equazione 

(11)  Auu^  +  A2£t^  +-488tt?^  +  Auf^  4-  2A12UV  +  2A19UW 

+  2Auur  -h  2A2ZVW  +  2Auvr  +  2AziWr  =  0, 

rappresentante  un  inviluppo  di  seconda  classe.  Duhque:  t 
piani  autoconiugati,  in  una  polarità  nello  spazio,  costituiscono 
un  inviluppo  doppiamente  infinito  di  seconda  classe  (inviluppo 
fondamentale  della  polarità). 

Vedremo  poi  tra  poco  che,  viceversa,  una  superficie 
di  secondo  ordine,  od  un  inviluppo  doppiamente  infinito 
di  seconda  classe,  determinano  in  generale  una  polarità 
di  cui  quella  superficie,  o  questo  inviluppo,  sono  fonda- 
mentali. 
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Estrelil.  I.  —  1)  Una  collìneazione  tra  due  spazi,  la  quale  abbia 
come  punti  uniti  i  vertioi  di  un  tetraedro  reale  XYZT^  è  rappresentata 
da  equazioni  {canoniche)  del  tipo 

quando  i  punti  dei  due  spazi  si  riferiscano  ad  un  unico  sistema  di  coor- 
dinate proiettive,  avente  quel  tetraedro  come  fondamentale;  a,  b,  e,  d 
sono  costanti.. 

2)  La  collineazione  (1)  non  ha  altri  punti  uniti,  se  a,  &,  e,  d  sono 
distinte  fra  loro.  Ma  se  a  »  &,  ogni  punto  (a?,  y,  0,  0)  dello  spigolo  X  T 
è  unito,  ed  è  pure  unito  ogni  piano  Xx  +  u.y  :=0  passante  per  lo  spi- 
golo opposto  ZT.  Si  ha  cosi  un  esempio  di  collineazione  assiale;  le  rette 
congiungenti  punti  omologhi  segano  quest'ultimo  spigolo,  mentre  le  rette 
intersezioni  di  piani  omologhi  segano  lo  spigolo  XY. 

3)  Si  supponga  ora  che  sia  a  bb  fr,  e  »  d,  a=\=c;  sono  allora  uniti 
tutti  i  punti  e  tutti  i  piani  appartenenti  all'uno,  o  alFaltro,  dei  due 
spigoli  XYf  ZTf  e  si  ha  una  collineazione  biassiale.  Ogni  retta  con- 
giungente due  punti  omologhi  sega  i  due  spigoli  nominati  in  altri  due 

punti,  che  con  quelli  formano  un  doppio  rapporto  costante  —  {earat- 

e 

toriatiea);  la  proprietà  duale  sussiste  per  la  retta  intersezione  di  piani 

omologhi 

4)  Le  proprietà  enunciate  permettono  di  costruire  facilmente  una 
collineazione  biassiale,  determinata  da  due  assi  XF,  ZT,  reali  e  sghembi, 
e  dal  valore  della  caratteristica.  Si  esamini,  in  particolare,  il  caso  che 
sia  a=  —  e;  allora  le  equazioni  della  collineazione  possono  scriversi 
sotto  la  forma 

e  la  collineazione  è  involutoria  (collineazione  biassiale. armomca).  Si  con- 
siderino inoltre  i  casi  metrici,  che  si  presentano  quando  il  sistema  di 
coordinate  è  cartesiano  ortogonale. 

5)  Se  nelle  (1)  (es.  1))  si  ha  a  »  ò  mtc=}=d,  la  collineazione,  le  cui 
equazioni  possono  scrìversi  sotto  la  forma 

pae'  =  aj,    py'  =  y»    ^z'  =  g,    pf  =  &*, 

è  un'omologia  col  centro  (0,  0,  0,  1),  col  piano  e  —  0,  e  colla  caratteri- 
stica k  (cfr.  n.*^  206).  Se,  in  particolare  ìc  =  —  1,  l'omologia  è  armonica 
(cfr.  nP  200,  es.  7)),  e  fornisce  un  secondo  tipo  di  collineazioni  invohi- 
torie  dello  spazio.  Si  considerì,  in  particolare,  la  ipotesi  che  il  tetraedro 
fondamentale  abbia  una  delle  sue  facce  (la  t  ^  0,  oppure  la  s  =  0)  all'in* 
finito,  nel  qual  caso  le  coordinate  diventano  cartesiane. 

6)  In  coordinate  cartesiane  omogenee,  una  omologia,  il  cui  centro 
cada  Dell'origine,  ha  equazioni  del  tipo 

pop'  =s  «,    py'  =  y,    p«'  =  «,    pf  =s  oa?  +  6y  4-  <»  +  dU 
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Qnal'è  il  piano  d'omologia  f  Qual'ò  la  condizione  perchè  il  detto  piano 
pa88i  per  il  centro  d'omologìa,  e  la  omologia  sia  9peeialef 

7)  Ogni  collineasione  involutorìa  dello  spazio  è  una  omologìa  ar- 
monica, o  una  coUineazione  biassiale  armonica.  [Sia  K  la  coUineazione 
involutorìa,  e  siano  AA',  BB\ . . .  coppie  di  punti  distinti  corrispon- 
denti Le  rette  AA\  BE', .  • .  sono  unite.  Se  si  segano  a  due  a  due,  si 
ha  una  omologia  (n.®  220)  armonica.  Se  invece  due  di  esse  sono  sghembe, 
assumendo  il  tetraedro  A  A' BE'  come  fondamentale  di  un  sistema  di 
coordinate  proiettive,  le  equazioni  deUa  coUineazione  assumono  la  forma 

dove  ab  =  ed,  perchè  devono  coincidere  i  punti  corrispondenti  al  punto 
(1, 1,  1.  1)  in  IC  e  in  AT-^.  Mediante  una  trasformazione  conveniente  dì 
coordinate,  che  alteri  solo  il  punto  unità,  quelle  equazioni  si  mutano 
nelle  seguenti: 

dove  vanno  scelti  ì  segni  superiori  se  a&  =  od  >  0,  gli  inferiori  nel  caso 
opposto.  In  ambedue  i  casi  si  ha  una  coUineazione  biassiale  armonica, 
la  quale,  nel  primo  caso,  ha  due  assi  reaU  (X  «  F,  Z  =  T),  {X= —  F, 
Z  3s  —  T),  e  nel  secondo  due  assi  immaginari  (X  =  tF,  Z  =  iT)^ 
(Z  =  —  iY,  Z  =  — fT)]. 

II.  —  8)  In  una  coUineazione  tra  due  spazi  S,  S',  non  affini,  ogni 
punteggiata  di  S,  paraUela  al  relativo  piano  limite,  è  sindle  alla  pun- 
teggiata corrispondente  di  S'.  Ed  in  infiniti  modi  si  possono  costriùre 
punteggiate  corrispondenti  uguaU.  Un  piano  dì  S,  paraUelo  al  relativo 
piano  limite,  è  affine  al  piano  corrispondente;  e  vi  son  due  posizioni  di 
quel  piano,  per  cui  l'affinità  riesce  equivalente.  In  generale,  non  esistono 
piani  corrispondenti  simiU  ;  se,  in  casi  particolari,  ne  esiste  una  coppia, 
ne  esìstono  infinite;  aUora  si  possono  costruire  piani  corrispondenti 
UguaU  ;  e  spostando  lo  spazio  J4,  rispetto  aUo  spazio  2,  si  può  ottenere 
che  la  coUineazione  diventi  una  omologia  (cfr.  n.°  209,  ee.  13),  14)). 

9)  L'affinità  tra  due  spazi  S,  S',  riferiti  a  due  triedri  ortogonali 
corrispondenti,  ha  equazioni  del  tipo 

x'  =lx,    yf  ^  my,    g'  =  ne. 

Un  segmento  dì  S  ha  col  corrispondente  di  2^  un  rapporto  che  dipende 
solo  dalla  direzione  (cos  a,  cos  P,  cos  7)  del  primo  segmento.  Qual'è  questo 
rapporto  ?  quaU  sono  le  direzioni  per  cui  U  rapporto  vale  1  f  Sì  troverà 
che  le  rette  uscenti  daUa  origine  di  £,  sostegni  dì  punteggiate  uguali 
aUe  corrispondenti  in  ^\  formano  il  cono  di  secondo  ordine 

(P  -  l)a?«  +  (m»  —  l)y«  +  (w«  -  1)«"  =  0, 

cono  immaginario  se  i  tre  coefficienti  hanno  lo  stesso  segno,  reale  in 
caso  opposto,  spezzato  in  due  piani  se  uno  dei  coefficienti  si  annuUa; 
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nell'oltiiiLa  ipotesi,  dasouno  dei  due  piani  ò  uguale  al  piano  cornspon- 
dente.  Si  dimostri  inoltre  ohe  ciascuno  dei  due  piani 

(dove  si  può  supporre  l^m'^n),  e  ciascuno  dei  piaoi  paralleli  in  2,  è 
simile  al  corrispondente  piano  in  2';  il  rapporto  di  similitudine  vale  m. 

10)  Riferiti  due  spasi  afl&ni  S,  S'  ad  un  unico  sistema  di  coordi- 
nate ortogonali,  e  scritte  le  equasioni  della  afiOjùtà  sotto  la  forma 

si  osservi  che  le  oondisioni  affinchè  l'affinità  muti  il  cerchio  assoluto 
(^  +  y'  +  2*  «  0,  <  oi  0)  in  sé  stesso  sono 

dove  h  è  una  costante;  il  determinante  dei  coefficienti  dix,y,  b  vale  &*. 
Soddisfatte  quelle  condìsioni,  ogni  segmento  di  S' ha  col  segmento  cor- 
rispondente di  S  il  rapporto  costante  le;  l'affinità  è  dunque  una  simi- 
litudine, e  precisamente  una  uguaglianza  se  A;  «=  1;  nell'ultimo  caso  le 
formolo  scritte  coincidono  con  quelle  per  la  trasformazione  ortogonale 
di  coordinate  (n.<>  100,  es.  2)).  La  similitudine  (od  uguaglianza)  è  diretta 
od  inversa,  secondo  che  k  è  positivo  o  negativo. 

11)  Nell'uguaglianza  diretta  tra  S  e  S' può  esistere  un  punto  unito 
reale  e  proprio  U,  nel  qual  caso  esiste  una  retta  u  reale,  uscente  da  Up 
i  cui  punti  son  tutti  uniti;  facendo  ruotare  uno  dei  due  spazi  intorno 
ad  if,  di  un  angolo  conveniente,  si  ottiene  la  sovrapposizione  delle  figure 
omologhe.  Nella  ipotesi  opposta,  esiste  sempre  almeno  una  retta  reale 
propria  unita  u,  sulla  quale  la  corrispondenza  tra  2  ed  !S'  subordina 
una  uguaglianza  diretta.  Applicando  ad  uno  dei  due  spazi  un  movimento 
di  traslazione  nella  direzione  u,  si  può  ottenere  che  le  due  punteggiate 
uguali  sopra  u  si  sovrappongano,  e  si  ricade  nel  caso  precedente.  Dunque: 
<  Una  figura  nello  spazio  può  sempre  esser  portata  a  coincidere  con  una 
seconda  figura,  direttamente  uguale  ad  essa,  mediante  una  traslazione 
parallela  ad  una  retta  determinata,  seguita  da  una  rotazione  intomo  a 
questa  retta  »,  o,  brevemente,  «  mediante  un  movimento  eUooidale  in- 
tomo alla  retta  ».  Si  può  anche  dire  :  «  ogni  movimento  nello  spazio 
può  essere  sostituito  da  un  movimento  elicoidale  intomo  ad  una  retta 
determinata»  (Mozzi.  Chasles);  il  segmento  che  misurala  traslazione, 
o  l'angolo  che  misura  la  rotazione,  si  annullano  in  casi  particolari.  La 
retta  nominata  dicesi  asse  del  movimentò  elicoidale  ;  scegliendola  come 
asse  z,  le  relazioni  che  legano  l'antica  e  la  nuova  posizione  di  uno 
stesso  punto  si  presentano  sotto  la  forma  e)  dell' es.  1),  che  segue 
il  n.o  100. 
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12)  I  Begmenti  AA\  BB', ...»  ohe  congìimgono  punti  oorriapondenti 
di  due  figure  direttamente  uguali,  hanno  proiezioni  ortogonali  uguali 
sull'asse»  e  vengono  proiettati  dall'asse  sotto  angolo  costante.  I  punti 
medi  A^t  B^, . . .  dei  detti  segmenti  formano  una  nuova  figura,  ohe  cor- 
risponde alle  due  primitive  in  due  affinità. 

13)  I  segmenti  oongiungenti  punti  omologhi  di  due  spazi,  o  di  due 
figure,  inversament-e  uguali,  hanno  i  loro  punti  medi  sopra  uno  stesso 
piano,  o  riuniti  in  un  punto.  Nell'ultimo  caso  le  due  figure  sono  sim- 
metriche rispetto  a  questo  punto  ;  nel  primo  caso  Tuna  figura  può  porsi 
in  posizione  simmetrica  all'altra  rispetto  a  quel  piano,  mediante  una 
rotazione  intomo  ad  un  asse  normale  al  piano,  o  mediante  una  trasla- 
zione in  una  direzione  parallela  al  piano. 

111.  —  14)  Una  correlazione  tra  due  spazi  ^,  2%  la  quale  muti  i  ver- 
tici di  un  tetraedro,  considerati  in  S,  nelle  facce  opposte,  considerate 
in  S',  è  una  polarità;  assunto  il  tetraedro  come  fondamentale  in  un  si- 
stema di  coordinate  proiettive  di  punti  e  piani,  le  equazioni  della  corre- 
lazione prendono  la  forma 

dove  a,  b,  e,  d  sono  costanti  (c£r.  n.<>  214,  es.  7)). 

15)  Una  correlazione  nulla  è  definita  (n.^  223)  da  equazioni  del  tipo: 

pV  =  — Ox.aJ  +Oa8« +  «■♦*> 

pr  =  — ai4»— Oj^y  — a„«, 

nell'ipotesi  che  il  determinante  dei  coefficienti  {ai^a^^  —  a,3a,4  +  Au<>ia)' 
sia  diverso  da  zero.  Il  piano  tt,  che  corrisponde  al  punto  P(x\  y\  z\  ('), 
ha,  in  coordinate  variabili  a;,  y,  «,  <,  l'equazione 

(2)     a^J^T^' — 7fy)  +  a^^(7sx: — 7f»)  +  014(0*'  -  «"*)  +  a^Ay^ — y'z) 

+  «.«(yi'— y'«)  +  Oh(««'  — «'*)  =  0; 
il  piano  passa  per  il  punto  P,  e  dicesi  piano  polare  del  punto  {polo)  P 
neUa  correlazione  nulla.  Se  il  punto  P  descrive  una  retta  r,  il  piano  -k 
ruota  intomo  ad  una  retta  /  {polare  di  r),  generando  un  fascio  che  è 
prospettivo  alla  punteggiata  sopra  r,  se  r  ed  /  sono  sghembe,  t  Due 
rette  polari,  in  una  correlazione  nulla,  o  sono  sghembe,  o  coincidono  ». 
Nell'ultimo  caso  r  dicesi  direttrice  della  correlazione  nulla;  ogni  punto 
di  r  ha  come  polare  un  piano  passante  per  r,  e  viceversa.  «  Ad  ogni 
punto  P,  o  ad  ogni  piano  -,  appartengono  infinite  direttrici  formanti 
un  fascio,  il  cui  piano,  o  il  cui  centro,  corrisponde  nella  correlazione  al 
punto  P,  o  al  piano  tt  ».  L'insieme  delle  infinite  direttrici  di  una  cor- 
relazione nulla  dicesi  complesso  lineare  di  rette;  è  questa  la  prima  forma 
che  sì  presenta  nella  geometria  dello  spazio  rigato.  La  condizione^  perchè 
la  retta  congiungente  i  due  punti  {x,  y,  0,  <},  {xi",  y\  /,  f)  sia  direttrice 
della  conelazione  (1),  è  espressa  dal  verificarsi  della  (2). 
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16)  Al  piano  all'infinito  corriaponde,  nella  ooirelasione  nulla,  on 
punto  improprio  0^0 ,  centro  della  oorrelazione.  Ogni  retta  •  condotta 
per  Oqo  {diametro)  ha  come  polare  una  retta  impropria  «'oo  »  ^  contiene 
quindi  i  poli  dì  tutti  i  piani  paralleli  passanti  per  <'ao .  In  particolare» 
i  piani  normali  ad  uno,  e  quindi  ad  ogni  diametro,  hanno  i  poli  soxnra 
un  particolare  diametro,  che  dicesi  ctsse  della  correlazione  nulla.  Par- 
tendo dalle  equadoni  di  questa,  si  trovino  le  coordinate  del  centro  e  le 
equazioni  dell'asse. 

17)  Assunto  Tasse  di  una  correlasione  nulla  come  asse  0  di  un 
sistema  cartesiano  ortogonale,  le  equazioni  della  correlazione  prendono 
la  forma 

(1')  pu  —  ay,    pv  =  — ax,    pio:=&t,    pf  =  —  bg; 

quindi  l'equazione  non  omogenea  del  piano  polare  del  punto  (a;',  y\  /)  è 

(2')  {xy'  -  o/y)  +  fc(i?  =  /)  =  0,         (*  =  4")' 

ed  è  pur  questa  la  condizione  perchè  la  retta  congiungente  i  due  punti 
(Xf  y»  fff),  (^\  y\  ^)  sia  direttrice.  L'equazione  (2^)  non  si  altera,  se  al 
triedro  degli  assi  si  applica  una  traslazione  parallèla  all'asse  z,  od  una 
rotazione  intomo  all'asse  g;  ciò  si  verìfica,  sia  eseguendo  la  relativa  tra- 
sformazione di  coordinate  (che,  ad  es.,  nel  primo  caso  è  rappresentata 
dalle  fonnole  g  =  Z  +  h,  ;er'  =  Z'  +  A),  sia  badando  al  significato  geome- 
trico dei  binomi  xy'  —  x'y,  g — e^,  il  primo  dei  quali  esprime  il  doppio 
della  proiezione  di  un'area  triangolare,  ecc.  Segue  che  la  correlazione 
nulla  non  è  alterata  né  da  una  traslazione  parallela  all'asse,  nò  da  una 
rotazione  intomo  all'asse,  né,  in  generale,  da  un  movimento  elicoidale 
intomo  all'asse.  In  altre  parole:  e  un  movimento  elicoidale  intomo  al- 
«  l'asse,  che  porti  un  punto  P  in  una  nuova  posizione  P',  sovrappone 
a  il  piano  polare  di  P  al  piano  polare  di  P'  ».  Una  qualsiasi  retta  per- 
pendicolare all'asse  può  dunque  scegliersi  come  asse  coordinato  x.  Preso 
su  questa  retta  il  polo  {x\  0,  0),  il  piano  polare  ha,  (2%  l'equazione 

y  »  ~^~^*  ^^^  passa  per  l'asse  x,  e  forma  col  piano  xy  un  diedro  o, 

tale  che  tg  u>  =  -^  (assumendo  come  positiva  la  rotazione  che  porta 

il  piano  xy  a  coincidere  col  piano  xg),  «  Mentre  un  punto  P  descrive  una 
retta  perpendicolare  all'asse  di  una  correlazione  nulla,  il  piano  polare  -k 
ài  P  ruota  intomo  a  quella  retta  (che  è  una  direttrice),  ed  il  rapporto 
fra  la  distanza  di  P  dall'asse  e  la  tangente  dei  diedro,  che  n  forma  con 
un  piano  normale  all'asse,  conserva  un  valore  costante  k  »  (Mòbius). 
La  correlazione  nulla  è  pienamente  determinata,  quando  sia  noto  l'asse 
ed  il  valore  della  costante  k. 

18)  «  Ad  ogni  spostamento  di  una  figura  nello  spazio  ò  collegata 
una  determinata  correlazione  nulla,  che  ha  per  asse  l'asse  del  movimento 
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elicoidale  atto  a  piodnire  quello  Bpostamento  (ee.  11));  nella  oorrelaùone, 
il  ponto  medio  del  fiegmento,  ohe  oongìnnge  le  posizioni  iniziale  e  finale 
di  uno  stesso  punto  mobile,  ha  come  polare  il  piano  perpendicolare  al 
detto  segmento  nel  punto  medio  nominato  i  (Chasles).  Se 

a;  s=  JjT  cos  tp —  T  sen  ^,     y  =  X  sen  <p+  Y  cos  q>,     z^mZ-^-c 

sono  le  relazioni  ohe  legano  le  posizioni  iniziale  e  finale,  ed  (x^,  ^o,  z^) 
è  il  punto  medio  del  segmento  che  le  congiunge,  il  piano  polare  di  esso 
ha  Tequazione 

(ajyo— ««y)  tg-| 1-  («— 0o)  =  O, 

ohe  definisce  appunto  la  correlazione  nulla. 


PAETB  QUAETA. 


CurVe  di  secondo  ordine. 

Capitolo  I. 
Polarità  defluite  dalla  eurva. 

225.  Cenno  storico.  —  Più  volte  nel  nostro  corso  ci 
accadde  di  nominare  curve  del  secondo  ordine.  Tutti  i  me- 
todi proposti  per  lo  studio  della  geometrìa  piana  portarono 
il  loro  contributo  alla  teorìa  di  queste  curve,  la  quale  può 
collocarsi  tra  le  più  perfette  della  Matematica.  Accenniamo 
ai  vari  aspetti  che  la  detta  teoria  successivamente  assunse. 

1)  I  geometri  greci  definivano  le  curve  di  secondo 
ordine  come  sezioni  picme  del  cono  ciroolarej  proiettante  un 
cerchio  da  un  punto  esterno  al  suo  piano,  vale  a  dire  come 
curve  prospettive  di  un  cerchio;  di  qua  il  nome  di  sezioni 
coniche^  o  brevemente  coniche,  co»  cui  le  dette  curve  ven- 
nero indicate  dai  greci,  nome  che  noi  pure  adotteremo.  Le 
restrizioni  relative  alla  natura  del  cono,  od  alla  posizione 
del  piano  secante,  che  imponevano  Meneomo  (iv  secolo  av. 
Or.)  ed  Euclide  (verso  il  300  av.  Or.),  furono  tolte  da 
Apollonio  (verso  il  200  av.  Or.),  il  quale,  nella  sua  grande 
opera  sulle  coniche  (in  otto  libri,  di  cui  sette  sono  perve- 
nuti a  noi),  espose  la  maggior  parte  delle  proprietà  tuttora 
note  di  quelle  curve,  e  propose  i  nomi  di  ellisse^  parabola 
ed  iperbole  per  designarne  le  varie  specie. 

2)  APOLLOiao  deduceva  dalla  generazione  delle  coniche 
una  proprietà,  che,  tradotta  coi  simboli  moderni,  equivale 
ad  una  equazione  di  secondo  grado  fra  le  coordinate  carte- 
siane di  un  punto  descrivente  la  curva.  E  poiché,  inversa- 
mente, ogni  curva  rappresentata  da  una  equazione  di  secondo 
grado  in  coordinate  cartesiane  può  riguardarsi  (quando  abbia 
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punti  reali)  come  sezione  piana  di  un  cono  circolare,  si  defini- 
rono in  seguito  a  Febmat  e  Descartes  (1637)  le  coniche  come 
curve  del  secando  ordine  (nP  43). 

3)  Introdotta  sul  principio  del  secolo  xix  la  nozione 
di  corrispondenza  proiettiva,  dalla  nota  generazione  del 
cerchio  mediante  due  fasci  uguali  di  rette  (n.»  177),  segui 
subito  che  ogni  conica,  proiezione  di  un  cerchio,  poteva 
riguardarsi  come  luogo  delle  intersezioni  di  rette  corrispondenti 
in  due  fasci  proiettivi.  Sussisto  pure  la  proprietà  inversa; 
quindi  quella  generazione  può  essere  assunta  come  defini- 
zione delle  coniche.  Cosi  fecero  Steiner  (nel  1832)  e  Ohasles 
(presso  a  poco  nella  stessa  epoca),  deducendo  da  essa,  per 
via  sintetica,  tutte  le  proprietà  delle  dette  curve  (^). 

4)  Nel  piano  di  una  conica,  ad  ogni  punto  corrisponde 
una  determinata  retta,  polare^  di  cui  si  trova  cenno  in 
Apollonio,  e  dì  cui  si  occuparono  Desargues  (1639)  e 
De  La  Hire  (1686).  La  correlazione  polare,  che  lega  le 
posizioni  del  punto  e  della  retta,  considerata  da  Ponoelet 
e  Gerqonne  (fra  il  1810  e  il  1820),  fu  definita  da  Staubt 
(1847)  senza  ricorrere. alla  teoria  delle  coniche  (v.  n.o212). 
Egli  vide  che  il  luogo  di  un  punto  appartenente  alla  propria 
retta  polare  è  sempre  una  conica,  e  fu  quindi  condotto  a 
definir  le  coniche  come  curve  fondamentali  delle  polarità  piane, 
offrendo  così  una  ulteriore  definizione  di  quelle  curvo,  che 
presenta,  sulle  altre  due  definizioni  sintetiche,  il  vantaggio 
di  comprendere  anche  le  coniche  immaginarie  (^). 

Noi  però,  disponendo  delle  coordinate,  ricorreremo  alla 
definizione  analitica,  che  permette  di  ritrovare  nel  modo  più 
semplice  tutte  le  proprietà  delle  coniche. 

226.  Doflnitlone  delio  coniche.  —  Noi  adunque  inten- 
diamo per  conica  il  luogo  dei  punti,  reali  o  immaginari, 
soddisfacenti,  colle  loro  coordinate  cartesiane  (ortogonali  od 


(^)  Cfr.  ad  08.  la  Geometria  di  posieùme  di  Rete. 
(')  Si  veda  la  Geometria  di  posieione  di  Staudt,  le  Lesioni  di  Geo- 
mutria  proiettiva  dell'ENRiQUES, . . . 
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oblique)  Xj  y,  ad  una  equazione  di  secondo  grado  a  due 
variabili.  L'equazione  può  contenere  tre  termini  di  secondo 
grado  (a^y  xy,  y^)^  due  termini  di  primo  grado  (Xj  y)j  un  ter- 
mine noto.  La  scriveremo  cosi: 

(1)      anx^  +  2ai2xy  +  o^y*  +  2aisx  +  2023^  +  «ss  -  0; 

le  sei  qualità  a»  sono  coefficienti  costanti  che  supporremo 
reali;  alcune  possono  anche  esser  nuUe  (^). 

Spesso  ci  converrà  trasformare  la  (1)  in  coordinate  car- 
tesiane omogenee,  il  che  si  fa  sostituendo,  al  posto  di  x,  y, 

i  rapporti  —  »  —,  e  moltiplicando   per  «?;  otteniamo   cori 

l'equazione  cartesiana  omogenea  della  conica 

(10    aii3^  +a22y^+  azss^  +  2ai2xy  -\-2aizxz  +  2a2syz^0j 

la  quale  si  presta  a  rappresentare  anche  i  punti  impropri 
della  curva  (^).  Ponendo  1  nella  (10  al  posto  di  21,  si  ripro- 
duce la  (1). 

*  Talvolta  ci  servirà  pure  la  equazione  dì  una  conica 
in  coordinate  proiettive.  Bicordando  che  il  grado  di  una 
equazione  non  muta  col  passaggio  da  coordinate  cartesiane 
a  proiettive,  potremo  dire  che  la  (1),  o  la  (10^  rappresen- 
tano pure  una  conica,  quando  le  variabili  si  riguardino 
come  coordinate  proiettive  non  omogenee,  od  omogenee. 

227.  Esempi  di  eonleho.  —  Per  seguire  sopra  figure  la 
teoria  che  esporremo,  ricordiamo  che  il  cerchio  è  una  par- 
ticolare conica  (n.o  48)  ;  tali  sono  pure  la  ellisse,  la  parabola 
e  la  iperbole  (n.°  62). 

Anche  l'insieme  di  due  rette 


(^)  La  notazione  a  doppio  indice  adottata  per  i  ooeffloienti,  ed  il 
fattore  2  premesao  ad  alcuni  di  quelli,  giovano  a  dare  maggior  simme- 
tria alle  formolo. 

(*)  La  (l')  fa  vedere  che  gli  indici  1,  2,  3  affieni  ai  coefficienti  sono 
legati  rispettivamente  alle  variabili  x,  y,  e,  dì  guisa  che  ciascun  coeffi- 
ciente ha  gli  indici  relativi  alle  due  variabili  per  cui  viene  moltiplicato  ; 
ad  ee.  Oj,asa?  =  a,i«S  o,a(a5y  +  yx)  •  2aif^xy.  eco 
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è  una  curva  del  secondo  ordine  {degenere)  rappresentata 
dalla  equazione  (n.^  43) 

(aa>  +  Py  +  7)  («'»  +  P'y  +  /)  =  0; 
e  viceversa,  se  il  primo  membro  della  (1)  è  il  prodotto  di 
due  polinomi  lineari  in  x^  y,  la  linea  corrispondente  è  una 
coppia  di  rette.  Le  due  rette  possono  eventualmente  coinci- 
dere, e  si  ha  allora  la  retta  doppia. 

Avvertiamo  infine  che  una  conica,  secondo  la  nostra 
definizione,  può  non  possedere  alcun  punto  reale  (come  ad 
es.  la  curva  a:^  +  y*  +  1  =  0),  o  possederne  uno  solo  (come 
la  curva  afi  -\-  y^  ^  0;  cfr.,  per  il  cerchio,  il  n.°  48).  Tali 
curve  immaginarie  presentano  in  certe  questioui  lo  stesso 
interesse  delle  curve  reali;  in  altre,  quando  ad  es.  sì  tratti 
di  costruzioni,  saranno  lasciate  da  parte. 

228.  Numero  dei  punti  che  Individuano  una  conica  — 

Ci  proponiamo  ora  di  dedurre  dall'equazione  di  una  conica 
le  principali  proprietà  della  curva.  Cominceremo  a  studiare 
le  proprietà  proiettive  (Oap.^  I  e  II),  dalle  quali  seguiranno 
facilmente  le  proprietà  metriche. 

Osserviamo  anzitutto  che  l'equazione 

(1)      ano^  +  2ai2xy  +  a^^y^  +  2aisX  +  2a29y  +  «ss  =  0 

di  una  conica  dipende  da  sei  coefficienti  an, . . . ,  a^sj  0,  meglio, 
dai  cinque  rapporti  di  cinque  di  essi  al  rimanente,  poiché  tutta 
l'equazione  può  dividersi  per  questo,  supposto  non  nuUo. 
Segue  che  una  conica  può  assoggettarsi  a  cinque  condizioni, 
traducentisi  in  altrettante  equazioni  indipendenti  fra  i  detti 
rapporti.  Supponiamo,  ad  es.,  che  siano  dati  cinque  punti 
{Xi ,  y{),dove  f  =:  1,  2,. .  .6,  per  cui  la  conica  (1)  debba  pas- 
sare. Dovranno  allora  esser  soddisfatte  le  cinque  equazioni  di 
condizione 

Oiiz^  +  2ai2Xi  yi  +  Osay*  *  +  2anXi  +  2a2»yi   +  «ss  =  0, 

le  quali  sono  lineari  ed  omogenee  rispetto  ai  coefficienti 
incogniti  au,...,  ass  (^).  Queste  equazioni  individueranno  in 


(^)  Ad  66.9 1&  oondiraone  perchè  la  oonioa  (1)  pansi  per  rorìgìne  (0. 0) 
è  o^,  =  0. 
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generale  i  mutui  rapporti  delle  incognite;  ossia  forniranno 
sei  valori  proporzionali  ad  an, . . . ,  oss^  valori  che,  sostituiti 
nella  (1)  al  posto  dei  coefficienti ,  daranno  Pequazione  della 
conica  richiesta.  Dunque: 

Ter  cinque  punti  del  piano  passa  sempre  vm^  conica^  ed 
in  generale  una  sóla  {}). 

OsMfvailom.  —  La  detta  oonioa  è  unioa»  se  le  cinque  eqaasioni 
di  condizione  sono  indipendenti.  Ma  se  una  di  esse  è  conseguenza  deUe 
altre  quattro,  allora  succede  che  ognuna  delle  infinite  coniche  passanti 
per  certi  quattro  A,B,  OyB  dei  punti  dati,  passa  per  il  quinto  E.  Ora 
ciò  non  è  possibile  se  quei  quattro  punti  sono  vertici  di  un  quadran- 
golo, perchè  allora  le  due  coniche  composte,  Tuna  delle  rette  AB,  CD, 
l'altra  delle  rette  ACt  BD,  non  hanno  un  quinto  punto  E  comune.  £ 
nemmeno  ciò  succede  se  i  tre  punti  A,B,  0  appartengono  ad  una  retta, 
non  contenente  né  D  nò  E,  perchè  una  conica  composta  di  quella  retta, 
e  di  una  seconda  retta  condotta  per  D,  ma  non  per  E,  passa  per  i  primi 
quattro  punti  e  non  per  il  quinto.  Ma  se  quattro  almeno  dei  cinque 
punti  sono  allineati,  allora  esistono  infinite  coniche  (spezzate  in  quella 
retta,  e  in  una  retta  arbitraria  per  il  punto  rimanente),  le  quali  con- 
tengono i  cinque  punti.  Dunque  :  la  conica  nominata  nelVenunciabo  pre- 
cedente è  wMca,  tranne  nel  caso  ohe  quMro  cUflfneno  dei  cinque  pwiUi  eiano 
oXUmeaJbi. 

229.  Intersezioni  con  una  retta.  —  La  ricerca  delle  inter- 
sezioni della  conica  (1)  con  una  retta  conduce  a  risolvere 
il  sistema  formato  dalla  (1)  coll'equazione  lineare  della  retta; 
se  questa  si  risolve  rispetto  ad  una  variabile,  ad  es.  rispetto 
alla  y^  e  si  sostituisce  nella  (1)  il  valore  trovato  al  posto 
di  yj  si  arriva  in  fine  ad  una  equazione  di  secondo  grado 
nella  sola  x.  Segue  di  qua  che  le  intersezioni  cercate  sono 
due  (cfr.  n.^  45). 

Volendo  esaminare  tutti  i  casi  a  cui  il  problema  può 
dar  luogo^  supponiamo  che  la  retta  in  questione  sia  l'asse 
delle  0?,  (^  ==  0)  ;  a  questa  ipotesi  ogni  altra  può  ridursi,  pur 
di  eseguire  una  trasformazione  di  coordinate,  che  non  altera 
il  grado  della  (1). 


(*)  Se  dei  cinque  punti  due  cadono  nei  punti  ciclici,  si  ha  come 
corollario  metrico  (n.°  129,  Oss.)  il  noto  teorema:  per  tre  punti  paeea 
un  cerchio. 
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Posto  y  =  0  nella 

(1)  aiiiB^  +  2ai2Soy  +  a^y^  +  2ai9X  +  2€t2sy  +  «ss  =  0, 

otteniamo 

(2)  anx^  +  2aisx  +  asa  =  0, 

equazione  ohe  dà  due  valori 


351,  a?2  = 


«11 


ascisse  delle  intersezioni  della  conica  coll'asse  x.  Queste  sono 
reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie  coniugate, 
secondo  che  ais^  —  an  033  è  maggiore,  uguale  o  inferiore 
a  zero. 

Se  però  nella   (1)  è  an  =  0,  la  (2)  si   abbassa  a  primo 

grado,  e  fornisce  per  x  un  solo  valore  x  =  —  ^-^  ;  ma,  ri- 

correndo  allora  all'equazione  omogenea  (10  della  conica,  si 
trova  (per  y  »  0),  in  luogo  della  (2),  l'equazione 

(2')  aiix^  +  2ai^xz  +  a^^z^  =  0, 

che  rimane  di  secondo  grado  anche  quando  an  =  0,  e  for- 
nisce, in  questa  ipotesi,  le  due  soluzioni 

(v  =  -^J'   («arbitrario,«  =  o). 

La  prima  definisce  il  punto  proprio  già  noto^  mentre  la 
seconda  dà  il  punto  aWvnfiniio  dell'asse  a?,  che  appartiene 
pure,  nel  caso  presente,  alla  conica.  Similmente,  se  aii=ai8=»  0, 
la  (2)  dà,  in  generale,  un  assurdo,  mentre  la  (2^  diviene 
asd^*  =  0  e  fornisce  (se  ajs  4=  ®)  ^  =  0,  a;  arbitrario;  le  due 
intersezioni  della  conica  coll'asse  x  coincidono  nel  punto  al- 
l'infinito del  detto  asse. 

Le  due  ipotesi  ora  esaminate,  rientrano  dunque,  sotto 
l'aspetto  proiettivo,  nella  teoria  generale.  L'unico  caso  di 
eccezione  si  presenta  quando  au  =  ais  =  «33  =  0,  perchè 
allora  la  (2),  o  (2^),  diviene  una  identità,  è  soddisfatta  da 
tutti  i  valori  delle  incognite.  Vuol  dire  che  ogni  punto  del- 
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Tasse  x  appaxtiene  alla  conica.  D'altronde,  in  queste  ipotesi, 
Peqnazione  (1)  si  riduce  alla  forma 

y{2ai2X  +  o^y  +  2a»)  =  0, 

e  quindi  la  conica  si  spezza  nelle  due  rette 

y  =  0,        2ai2X  +  a^y  +  20»  ==  0. 

Estendendo  ad  una  retta  qualsiasi  del  piano  i  risultati 
ora  ottenuti,  concludiamo: 

Una  retta  sega  una  eaniea  in  due  puntij  che  possano  esser 
reali  e  distinti^  reali  e  ooinoidenii,  o  imn^ginari  eoniugati; 
a  meno  ohe  la  retta  non  abbia  piò  di  due^  e  quindi  infiniti 
punti  comuni  ooUa  conica,  nel  guai  caso  guesia  si  spezza  in 
gueUa  retta  e  in  una  seconda  retta  (che  potrebbe  eventualmente 
coincidere  eoUa  prima). 

Secondo  che  si  presenta  il  primo,  il  secondo  o  il  terzo 
dei  tre  casi  enumerati  nella  prima  parte  dell'enunciato,  la 
retta  dicesi  secaifUej  ta/ngente  od  estema  (non  secante)  ri- 
spetto alla  conica.  E  se  è  tangente,  Punico  punto  che  essa 
ha  in  comune  colla  curva  dicesi  punto  di  contatto.  Nel  piano 
di  una  conica  reale,  non  spezzata  in  rette,  esistono  rette 
secanti,  tangenti  ed  esteme;  e  le  tangenti  rientrano,  come 
risulterà  in  seguito,  nella  definizione  che  fu  data  al  n.^  47, 
partendo  da  concetti  alquanto  diversi. 

Ma  se  la  conica  è  tutta  immaginaria,  o  si  spezza  in  due 
rette,  mancheranno  alcune  delle  famiglie  di  rette  sopra  nomi- 
nate. Oosi  ad  es.,  se  la  conica  si  compone  di  due  rette  reali 
uscenti  da  un  punto  0,  ogni  retta  del  piano  è  secante, 
tranne  le  rette  del  fascio  0,  che  figurano  come  tangenti 
secondo  la  nuova  definizione  (mentre  non  soddisferebbero 
all'antica  definizione  di  tangente  (\)). 

280.  La  tre  spedo  di  eonlelie.  —  Abbandonando  per  un 
momento  il  campo  proiettivo,  cerchiamo  le  intersezioni  di 


(')  Questa  oontraddizione,  limitata  ad  un  caso  partioolarìssimo, 
geaeralmente  scartato,  non  dà  mai  luogo  ad  eqnivooL 
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nna  conica  colla  retta  all'infinito.  Scritta  perciò  l'equazione 
della  curva  in  coordinate  oartesitme  omogenee 

(1')    aiio^  +  aziy^  +  (hs^  +  2atixy  +  2aizxz  +  2a^yz  =  0, 

poniamo  in  questa  z  ^  0.  Troviamo  (^) 

(3')  aiia?  +  2aiixy  +  o^J/*  ==  0, 

donde  si  trae  (se  an  4=  0). 

Si  hanno  qui  i  rapporti  delle  prime  due  coordinate  omogenee 
di  due  punti  impropri.  Questi  sono  reali  e  distinti,  reali  e 
coincidenti,  o  inoLmaginarì  coniugati,  secondo  che  Pespres- 
sione  ai2*  —  ano^  è  positiva,  nulla,  o  negativa. 

Ora  ima  conica  dicesi  eUissej  quando  non  sega  in  punti 
reali  la  retta  all'infinito;  parahokbj  quando  la  sega  in  due  punti 
coincidenti,  vale  a  dire  qaando  la  tocca  in  un  pimto;  iperbole^ 
quando  sega  quella  retta  in  due  punti  reali  e  distinti  ('). 
Data  l'equazione  (1),  o  (1^),  di  una  conica,  si  può  subito 
assegnarne  la  specie  in  base  al  seguente  criterio,  dove  la 
espressione  sopra  nominata  apparisce  col  segno  cambiato: 

Ì>  0     eUiasey 
«  0     paroòola^ 
<  0     iperbole. 

La  condizione  per  la  parabola  può  anche  esprimersi, 
dicendo  che  il  trinomio  formato  coi  termini  a  secondo  grado 
dell'equazione  cartesiana  non  omogenea  (1)  deve  essere  un 
quadrato  perfetto. 

Le  tre  specie  di  coniche  hanno  le  identiche  proprietà 
proiettive,   sicché   non   occorrerà   trattarle   separatamente 


C)  L'eqxuurione  qui  aoritta,  presa  iaolatamente,  rappresenta  le  due 
rette  proiettanti  daU'origine  i  punti  all'infinito  della  curva;  presa  insieme 
colla  z  =  Ot  definisce  i  punti  all'infinito  richiesti. 

(')  Queste  definizioni  si  accordano  con  quelle  del  n.^  62,  come  il 
lettore  potrà  verificare,  applicando  U  criterio  ora  stabilito  alle  equarioni 
ivi  considerate. 
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finché  rimarremo  nel  campo   proiettivo;  differiscono  invece 
sia  per  la  forma,  sia  per  talune  proprietà  metriche  {^). 

Ettrclii.  I.  —  1)  Scrìvere  le  equazioni  delle  ooniohe  passanti  per  i 
seguenti  gruppi  di  cinque  punti:  a)  (0,  0),  (2,  0),  (0,  —  3),  (1, 1),  (1,  —  1)  ; 
h)  (1,  0).  (0,  2),  (2.  3),  punti  aU'infinito  degli  assi  x,  y;  e)  (0.  0).  (1,  0), 

(0,  —  3),  punti  all'infinito  delle  due  bisettrici  degli  angoli  xy. 

2)  Le  coniche  dell'es.  1)  sono  ellissi,  parabole,  o  iperboli  t 

3)  Determinare  le  intersezioni  della  conica  a*  +  2xy  —  y*  +  4aj  —  6y 
+  3  =^  0  cogli  assi  coordinati,  colle  rette  a;+l  =  0,  x  +  y — 2  =  0,  colla 
retta  all'infinito. 

4)  Scrìvere  la  equazione  di  una  parabola  passante  per  i  punti  (1»  0), 
(2,  0),  (0.  1),  (0,  4);  quante  soluzioni  ha  il  problema? 

6)  Qual'è  la  condizione  perchè  la  conica  anS^  +  ...  =0  sia  tan- 
gente all'asse  x,  o  all'asse  y  ?  quali  sono  le  condizioni  perchè  il  punto 
di  contatto  abbia  coordinate  assegnate  (x,  0),  o  (0.  @)t  quali  condizioni 
perchè  la  conica  tocchi  la  retta  all'infinito  in  un  dato  punto  (a,  p,  0)t 

6)  In  particolare,  come  si  presenta  l'equazione  di  una  conica  che 
tocchi  nell'orìgine  l'asse  x,  o  l'asse  yt  e  la  equazione  di  una  conica 
che  tocchi  uno  degli  assi  nel  punto  all'infinito  t 

7)  Scrìvere  la  equazione  di  una  conica  (iperbole),  che  passi  per  i 
punti  (0,  1),  (0,  3),  (2,  2),  e  tocchi  l'asse  x  nel  punto  all'infinito. 

8)  Scrìvere  la  equazione  di  una  parabola,  che  passi  per  i  punti  (0, 0), 
(2,0),  (0,  3).  e  tocchi  la  retta  all'infinito  nel  punto  situato  sulla  biset- 
trice dell'angolo  xy. 

9)  Dimostrare  che  la  equazione  di  una  conica  tangente  agli  assi  x,  y 
nei  loro  punti  all'infinito,  vale  a  dire  di  una  iperbole  avente  come 
asintoti  (')  gli  assi  coordinati,  si  presenta  sotto  la  forma  2ai8a^  +  a„  ^  o, 
ossia  xy  =  costante  (cfr.  nfi  63,  es.  2)).  Quale  proprietà  ne  segue  rela- 
tivamente al  parallelogramma  formato  dalle  coordinate  di  un  punto  t 

10)  Dimostrare  che  una  parabola,  la  quale  passi  per  l'orìgine  toc- 
cando ivi  l'asse  y,  e  tocchi  la  retta  all'infinito  nel  punto  all'infinito 
dell'asse  x,  ha  una  equazione  del  tipo  a^^y*  +  2a,,sp  =  0,  ossia  y*  ==  2px, 
dove  p  è  una  costante  (cfr.  n.^  62)  ;  in  questo  sistema  di  riferimento 
l'ascissa  è  dunque  proporzionale  al  quadrato  dell'ordinata. 


(')  Nella  discussione  si  è  supposto  aii={=0.  Ma  se  fosse  aj,  =0, 

a„  =ì=  0,  si  rìsolverebbe  la  (3^  rispetto  ad  — ,   arrìvando    alle   stesse 

conseguenze.  Finalmente  se  a^  =  a^g  =s  0,  a^,  ^=  0,  lisulta  direttamente 
dalla  (3^  che  la  conica  passa  per  i  punti  all'infinito  degli  assi,  ed  è 
quindi  una  iperbole,  mentre,  d'altra  parte,  at^a^^  —  a,,"  =  —  a*„  <  0. 

(})  Per  euintiUo  di  uia  IporMe  bì  intende,  come  poi  diremo,  la  tAngeate  alU  oonle»  In 
un  ponfeo  all'iailnito. 
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11)  Scrìvere  la  equarione  di  una  parabola,  che  tocchi  gli  assi  x,  y 
in  punti  dati  (a,  0),  (0,  ()),  rìspettivameate  ;  si  dimostri  che,  delle  due 
equazioni  Boddisfacenti  al  problema,  una  rappresenta  la  congiungent^ 
i  due  punti  contata  due  volte. 

II.  —  12)  Si  dimostri  che  la  equazione,  in  coordinate  proiettive 
omogenee,  di  una  conica  passante  per  i  vertici  del  triangolo  fondamen- 
tale si  presenta  sotto  la  forma 

dove  9,  P,  7  sono  coefficienti. 

13)  Come  si  comporta  la  conica 

aV  +  PV  +  T*^-— 2P7y«  — 27a«»  — 2«pajy  =  0 

rispetto  ai  lati  del  triangolo  fondamentale  % 

14)  La  equazione  di  ogni  conica  tangente  ai  due  lati  a;  =  0,  y  s  o 
del  triangolo  fondamentale,  nei  vertici  situati  sopra  il  terzo  lato  i9  »  0, 
è  27»y  +  [*«■  —0. 

231.  Inteneilonl  di  una  conica  colla  retta  conelungente 
due  punti.  —  Il  problema  del  n.°  229  può  esser  pure  trat- 
tato per  la  via  seguente,  che  ha  il  pregio  di  condurre  a 
notevoli  proprietà  delle  coniche. 

Partiamo  dall'equazione  della  curva  in  coordinate  omo- 
genee (cartesiane  o  proiettive);  se  indichiamo  brevemente 
con  /  (x,  y,  z)  il  primo  membro  di  quella,   potremo  scrivere 

(1)  /  (^^  Vy  «)  =  (^n^  +  <^y^  +  ««8«^  +  iai^xy 

+  2aizxz  +  2a2syz  =»0, 

Nelle  formolo  che  tro- 
veremo converrà  talvolta, 
per  simmetria,  scrìvere 
021,  Osi,  082  al  posto  di 
oi2,  Ois,   023;    stabiliamo 

dunque    che  sia  ojub  ='  om  \  "WP» 

(A,  Jb  =  1, 2, 3).  Si  fissi  ora 
nel  piano  una  retta,   col- 
Passegnare  le    coordinate 
di  due  suoi  punti  P  (a?,  y ,  z) ,  P'  {x%  y',  «')  ;  allora  ogni  punto  Q 
della  retta  avrà  coordinate  del  tipo  {nP  133,  e^)) 

Q{kx-hx'j      hy  +  y'j      kz  +  z')y 

dove  ib  è  un  parametro   che  varia  da  punto  a  punto.  Vo- 
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lendo  determinare  le  intersezioni  della  retta  PP^  colla 
conica  (1)^  occorre  esaminare  per  quali  valori  di  k  le  coor- 
dinate di  Q  soddisfino  la  (1);  per  quali  valori  adunque  risulti 

f{kx  +  x'j  ky  +  y\  kz  +  z')  =  an{kx  +  x'f  +  . . .  =  0. 

Sviluppando  ed  ordinando  secondo  le  potenze  decrescenti 
di  ky  si  trova 

(2)         Vnx,  y,  z)  +  2kf  ( J^  ^',^  ^,)  +  f{x%  y%  z')  =  0, 

dove /(a?,  y,  z\  f{x%  y%  «')  sono  i  valori  assunti  dal  polinomio 
(1)  quando  in  luogo  delle  variabili  si  sostituiscano  le  coor- 
dinate di  P  0  di  F\  e  dove  inoltre  si  è  posto  per  brevità 

Ax'v'  v)  =  ^ii^^  +  ^^yy'  +  ^w^^  +  ai2(a?y'  +  y^) 
^    '^  '    '     +  aizixz'  +  zx^)  +  <h:i(yz'  +  zy') 

=     {anx   +  ai2y  +<ii8«)a?' 

(3)    }  +   («21  a?     +  «22!/    +  «2««)y' 

+  («aia?    +  aagy  +  assz)z^ 
=     {anx'  +  ai2y'  +  aisz^)  x 
+  («21^:^  +  aagy'  +  aajz')  y 

+  («81  a/    4-  «82»'  +  «88«')  Z. 

Sul  polinomio  stesso  va  notato  : 

1)  che  esso  è  lineare  e  simmetrico  rispetto  alle  due 
terne  di  valori  (Xy  y,  z)^  (x\  y\  z')^  prese  separatamente  (come 
mostra  la  prima  espressione  del  polinomio); 

2)  che,  ordinato  ad  es.  secondo  su',  y\  z'  (come  nella 
seconda  espressione),  i  coefficienti  rispettivi  sono  le  semide- 
rivate parziali  di  /(a;,  y,  z)^  prese  rispetto  ad  x^y^z  (^); 

3)  che,  se  si  suppongono  le  tre  quantità  xf^  y'^  ^  iden- 
tiche rispettivamente  alle  tre  a;,  y,  0,  il  polinomio  (3)  si  riduce 
al  polinomio  /(a;,  y,  z). 


(^)  Adottando  la  segnatura  delle  derivate  parsiaii  indicata  al  n.^  47, 
la  Beoonda  espressione  del  polinomio  /[  /    ,     J   si  presenta  sotto  la 

forma -g- («7'«  +  yTy +  *'/'«)>  ®  1*  tersa  espressione  si  deduce  dalla  se- 
conda scambiando  le  a?,  y»  0  colle  a/,  y',  »\ 
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La  (2)  è  una  equazione  di  secondo  grado  in  <;.  Se  ibi,  k2 
ne  sono  le  radici,  i  punti  Qi,  Q^j  comuni  alla  curva  ed  alla 
retta  PP%  avranno  le  coordinate 

Qi  (k,x  +  x%    kiy  +  y%    kiz  +  s/),' 
QaCfea?  +  a?',     hy  +  y%     k^  H-  «O- 
Cosi,  anche  per  questa  via,   resta  confermato  che  una 
conica  è  segata  in  due  punti   (reali  e  distinti,  reali  e  coin- 
cidenti, o  immaginari)  da  una  retta. 

232.  Tangente.  —  Se  il  punto  P'  {a/j  y%  z')  è  un  punto 
della  conica,  allora  /(x^,  /,  ^0  =  0;  quindi  l'equazione  (2) 
manca  del  termine  noto  ed  ha  una 
radice  &i  =  0  ;  il  punto  Q\  coincide 
con  P^  L'altra  radice  k^^  in  gc 
nerale  diversa  da  zero,  corrisponde 
alla  seconda  intersezione  Q%  di  P  P' 
eolla  carva. 

Ma  se  anche  k^  —  0,  le  due 
intersezioni  Qi,  Qs  della  retta  PP^ 
colla  conica  coincidono  in  P^,  e  la 
retta  è  tangente  ivi  alla  conica. 

D'altronde,  in  questa  ipotesi,  l'equazione  (2),  avendo  nulle  le 
due  radici,  mancherà  pure  del  secondo  termine.  Ne  segue  che 


(4)  / 


ossia 

(4')       {aviTif  +  ai2y'  +  q^%z')  x  +  {a^x^  +  a^^y'  +  a28«0y 
+  (avi^f  +  a^y'  +  a^z')z  =  0, 

è  la  condizione  affinchè  il  punto  P(a;,  y,  z)  stia  sulla  tangente 
alla  conica  nel  punto  P'  ((x/^  y\^)y  è  la  equazione  della  tan- 
gente alla  curva  in  questo  punto. 

Concludiamo  :  fra  le  infinite  rette  passanti  per  un  punto  P' 
ài  una  conica^  ve  n'é  una  determinata  ohe  tocca  ivi  la  curva;  e 
Vequazione  di  questa  tangente  si  formaj  attribuendo  come  coef- 
ficienti aUe  variabili  x,  y,  z  {  valori  assunti  daUe  semiderivate 
parziali  del  polinomio  t  (a;,  y,  z),  quando  in  esse  si  sostituiscano 
le  coordiruUe  del  punto  di  contatto. 
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La  tangente  in  P'  è  indeterminata  quando  quelle  tre 
semiderivate  si  annullano  per  le  coordinate  di  P'  ;  ciò,  come 
vedremo,  accade  nel  solo  caso  che  la  conica  si  spezzi  in  due 
rette  uscenti  da  P', 

OsMfvailone.  —  Se  la  curva  è  data  mediante  una  equa- 
zione in  coordinate  non  omogenee,  l'equazione  della  tangente 
in  un  suo  punto  P'  (x',  y')  si  ottiene  dalla  (4')  ponendo 
z  =  z'  =  1.  Si  giunge  pure  a  comporre  questa  equazione 
ricordando  ima  delle  due  regole  seguenti,  che  il  lettore  vedrà 
equivalere  a  quella  sopra  esposta  (tenendo  conto,  per  la 
prima  di  esse,  che  otfj  y'  soddisfano  Pequazione  della  curva). 

1)  Si  formino  le  derivate,  o  semiderivate,  parziali  del 
primo  membro  dell'equazione  della  curva  rispetto  ad  x,  y, 
si  sostituiscano  in  quelle  le  coordinate  del  punto  di  contatto, 
si  moltiplichino  ordinatamente  i  valori  ottenuti  per  x  —  ocf 
ed  y  —  y\  e  si  uguagli  a  zero  la  somma  dei  prodotti  (cf r. 
n,°  47,  (30)  ;  in  simboli 

(«na:'  +  a^y'  +  ais)  (a? — x')  +  (a^a?'  +  «sa»'  +  «28)  (» — y')  =  0. 

2)  Nella  equazione  della  curva  si  sostituiscano: 

al  posto  di  a?*,  2a?y,  y*,         2a;,  2y, 

rispettivamente     xx\     «y'  4-  ya:',     yy'^     x  -{-  a/j     y  +  y\ 
e  si  troverà  l'equazione  sotto  la  forma 

anxx'  +  ai2(a:y'  -f-  yx')  +  a^^yy^  +  (iiz{x  +  a/) 

+  azò{y  +  yO  +  «ss  =  0. 

In  un  modo  o  nell'altro  il  lettore  vedrà,  ad  es.,  che  la 
conica  passante  per  l'origine 

«11  a?  H-  2ai2xy  H-  a^y^  +  2ai9X  +  2ai»y  ==  0 
ha  come  tangente  ivi  la  retta 

aisa;  +  (hzV  ==  0> 
la  cui  equazione  si  ottiene  annullando  l'insieme  dei  termini  a 
primo  grado  dell'equazione  della  curva  {^). 

233.  Coppia  di  taneentl  ad  una  conica  uscenti  da  un  punto. 
—  Bitornando  alia  (2)  (n.°   231),   abbandoniamo  la  ipotesi 

(^)  Un  altro  esempio  è  offerto  dall'eqpiazione  della  tangente  ad  un 
io,  n.®  66. 


oerobio,  n.®  66 
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che  P'(a?',  y'y  ^)  sia  un  punto  della  curva  (1).  Se  P(a;,  y,  z)  è 
un  punto  qualsiasi  di  una  tangente  condotta  da  P^  alla 
conica,  le  due  intersezioni  Qi,  Q^  della  retta  FP*  colla  conica 
coincidono,  e  quindi  l'equazione  (2)  ha  una  radice  doppia. 
Ora,  perchè  ciò  accada,  deve  essere 

(5)          /(^,  y,  z)  •  /(x-,  y\  z')  ~  }  /  (J^  J:^  ^,)  j'=  0. 

Questa  è  una  equazione  di  secondo  grado  in  x^  y,  ^,  la  quale 
è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  ogni  punto  P  situato  sopra 
una  tangente  condotta  alla  conica  dal  punto  fisso  P^  Dunque 
la  (5)  rappresenta  il  gruppo 
delle  tangenti  uscenti  da  P', 
anzi  la  coppia  di  tangenti,  es- 
sendo la  (6)  di  secondo  grado. 
Concludiamo  che:  da  un  punto 
(reale)  del  piano  si  possono  con- 
durre due  tangenti  ad  una  co- 
nictty  le  quali  possono  essere  reali 
e  distinte,  o  reali  e  coincidenti, 
o  immaginarie  (coniugate).  Nel 
primo  caso  il  punto  dicesi  esterno 
rispetto  alla  curva,  nel  terzo  caso  intemo,  nel  secondo  caso 
(come  risulterà  dal  seguito)  il  punto  appartiene  alla  curva.  È 
del  resto  evidente  che,  se  P'  appartiene  alla  conica,  le  due 
tangenti  uscenti  da  P'  coincidono  colla  tangente  ivi;  e  la  (6) 
si  riduce  a 


/ 


che  rappresenta  appunto  la  detta  tangente  contata  due  volte. 
Comunque  sia  situato  P',  i  punti  di  contatto  delle  tan- 
genti alla  conica  uscenti  da  esso  devono  avere  tali  coor- 
dinate (x,  y,  z),  da  soddisfare  la  (5)  e  la  equazione  della 
curva  /(a;,  y,  z)  =  0.  Tenuto  conto  dell'ultima  relazione,  la  (5) 
si  riduce  a 
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donde  segue  che  le  coordioate  dei  detti  punti  yeriflcano  anche 
la  (4),  la  quale  rappresenta  una  retta,  quando  si  riguardino 
le  Xy  ìfj  z  come  variabili.  I  punti  di  contatto  sono  adunque 
le  intersezioni  della  conica  colla  retta  (4),  di  cui  vedremo 
subito  il  significato  geometrico. 

OsMTVtilone.  —  Impareremo  in  seguito  a  spezzare  una 
equazione  di  secondo  grado  rappresentante  ima  coppia  di 
rette,  come  la  (6),  nelle  equazioni  delle  due  rette  compo- 
nenti. Per  ora,  volendo  le  equazioni  staccate  delle  tangenti 
condotte  da  un  pxmto  P'  ad  una  conica,  potremo  seguire 
quest'altra  via,  che  è  spesso  preferibile  a  quella  sopra 
indicata,  quando  l'equazione  della  curva  sia  data  con 
coefficienti  numerici,  ad  es.  in  coordinate  non  omogenee  : 
f  (x^y^l)  =  0.  Biguardiamo  come  incognite  le  coordinate 
(0^9  yo)  di  un  punto  di  contatto.   Scritta  l'equazione  della 

taoigenl^  in  questo  punto  /  (^^  J;  [)  =  0,  esprimiamo  che 

essa  deve  passare  per  il  punto  P'  {x\  y')  ;  troveremo  cosi 

1  I  =  0  (equivalente  alla  (4)), 
xoj  yo,  1/ 

a  cui  devono  soddisfare  le  incognite.  Una  seconda  equa- 
zione tra  queste  è  la  /  {xoy  yo,  1)  «  0,  ottenuta  esprimendo 
che  il  pxmto  (r^o,  ^o)  sta  sulla  curva.  Bisolvendo  insieme  le 
due  equazioni,  otterremo  due  sistemi  di  soluzioni  {tcq,  yo)y 
che,  sostituiti  successivamente  nella  equazione  della  tan- 
gente, daranno  le  due  tangenti  richieste. 

234.  Punti  coniugati  rispetto  ad  una  conica.  —  Siamo 
ora  condotti  a  chiederci  quale  sia  il  significato  geometrico 
della  relazione 

nella  ipotesi  che  P'  {x%  y%  s/)  sia  un  pxmto  qualsiasi  del 
piano. 

Biprendiamo  perciò  la  (2),  (n.^'  231),  da  cui  dipendono 
le  intersezioni  Qi,  Q2  della  retta  PP^  colla  conica,  e  notiamo 
chC;  se  sxLssiste  la  (4),  le  radici  ki  e  kf^  della  (2)  sono  uguali 


una 
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in  valore  assolato,  ma  di  segno  opposto,  ed  il  loro  rapporto 
vale  quindi  —  1.  Vuol  dire  che  i  punti  Qi,  Q2  separano  ar- 
monicamente i  punti  P  e  JP^  (n,°  145,  6));  od  anche,  che  P 
e  P^  separano  armonicamente  le  intersezioni  Qi,  Q2  della 
conica  colla  loro  congiungente;  e  viceversa. 

Ora  si  dice  che  due  punti  P  e  P^  sono  coniugati  (0  re- 
ciproci) rispetto  ad  una  conica^  quando  essi  dividono  armo- 
nicamente le  intersezioni  detta  loro  eon^ungente  colla  curva. 
Goncludiamo  che  la  (4)  esprime  la  condizione  affinchè  i  punti 
(x,  y,  z)  ed  (x',  y',  z')  mno  coniugati  rispetto  alla  conica  (1), 

Sia  dalla  definizione,  sia  dalla  simmetria  con  cui  entrano 
nella  (4)  le  due  terne  di  coordinate,  risulta  che  la  condizione 
di  coniugio  di  due  punti  P  ^  P'  ò  simmetrica  ;  e  si  esprime 
pure  dicendo  che  P'  è  coniugato  di  P,  o  che  P  è  coniugato  di  P\ 

Sopra  ogni  retta  del  pia/no  esistono  infinite  coppie  di 
punti  coniugati,  le  quali  formano  una  involuzione  avente  come 
pwnti  doppi  le  intersezioni  colla  conica  ;  Pinvoluzione  è  iper- 
bolica, parabolica  od  ellittica,  secondo  che  la  retta  è  secante, 
tangente  od  estema.  I  punti  coniugati  di  sé  stessi,  od  auto- 
coniugati, sono  i  punti  della  conica;  ciò  risulta  pure  dal 
fatto  che,  se  P^  coincide  con  P,  la  (4)  si  identifica  colla  (1). 

235.  Potare  di  un  punto  ; 
polo  di  una  retta.  —  Su  cia- 
scuna retta  uscente  dal  punto 
fisso  P'  {x%  y',  ^Ot  osiste  un 
punto  P  (^,  yy  z)  coniugato  di 
P'  rispetto  alla  conica.  Qual'è 
il  luogo  dei  punti  P  al  variare 
della  retta  t 

L'equazione  (4),  che  è  sod- 
disfatta dalle  coordinate  va- 
riabili {x,  yj  z)  di  P,  è  lineare  ri- 
spetto a  queste,  e  può  scriversi: 

(4')     {anxf  +  ai2/  -I-  aizz')  x  +  {a^Kxf  +  a^y'  +  a2.%z')  y 

4-  [anx'  +  at^y'  +  az^z')  «  =  0. 

Essa  rappresenta  dunque  una  retta. 
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n  luogo  dei  punti  eoniugoH  di  un  punto  fisso  rispetto  ad 
una  conica  è  una  rettay  che  dicesi  la  polare  di  quel  punto  ri- 
spetto alla  conica.  U  punto  dicesi,  alla  sua  volta,  polo  della  retta. 

L'equazione  (40,  quando  P'  sia  un  punto  della  curva, 
rappresenta  la  tangente  ivi  alla  curva  ;  perciò  riguarderomo 
come  polare  di  un  punto  della  conica^  la  tangente  ivi  alla  conica. 

Bisulta  dalle  cose  dette  che  una  conica  determina  nel 
suo  piano  una  corrispondenza,  per  la  quale  ad  ogni  punto 
P'  (^>  y'ì  «')  corrisponde  una  retta  p',  polare  di  P%  che  ha 
l'equazione  (4'),  e  le  coordinate  (n.°  130): 

IQU'  =  anx^  +  any'  +  «is»', 
Qv'  =  a^x'  +  a^y^  +  a^zsfj 
pti?'  =  asix^  +  a^zy^  +  a88«' 

(essendo  q  un  fattore  di  proporzionalità). 

Ora  queste  relazioni,  confrontate  colle  (1)  del  n.°  210, 
ci  dicono  che  la  corrispondenza  è  una  correlazione  tra  i  due 
piani  sovrapposti,  descritti,  Puno  dal  punto  P"  {x\  y',  «'), 
l'altro  dalla  retta  p'  (u%  v\  v/).  Ciò  almeno  nella  ipotesi  che 
sia  diverso  da  0  il  determinante 


(7)  -4  = 


a\\     (ii2     a\z 

^21        0/2,1        ^28 
^81        ^82        ^38 

ipotesi  che  sarà  sottintesa  nei  paragrafi  seguenti,  finché  non 
si  dichiari  il  contrario  (^). 

Il  determinante  simmetrico  J.,  che  risulta  dalPelimina- 
zione  delle  variabili  fra  le  tre  semiderivate  parziali  della 
equazione  (1),  dicesi  discriminante  deUa  (1),  o  della  conica 
corrispondente  (*). 


(')  RiBulterà  poi  ohe  oon  tale  restrizione  bì  esoludono  soltanto  le 
eoniche  degeneri,  le  quali  presentano  interesse  seoondario. 

(^)  In  venerale,  data  una  funzione  razionale  intera  ed  omogenea 
di  n  variabili,  dicesi  àiseHmi'Mvn.U  il  risultante  delle  n  derivate  parziali 
della  funzione,  rispetto  alle  variabili  ;  il  discriminante  uguagliato  a  zero 
esprìme  dunque  la  condizione  perchè  quelle  n  derivate  si  annullino 
insieme  per  un  sistema  di  valori  non  tutti  nulU  delle  variabili.  Ad  es.  il 
discriminante  di  oa;*  +  2hi3cy  +  o^*  è  il  risultante  delle  due  funzioni 
aaì-\-ì>y,  hx-^-  cy,  ossia  ao —  ò";  ecc. 
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Se  A  =t=  0>  ogiiì  punto^  P'  ha  una  determinata  polare  p' 
fornita  dalle  (6).  Viceversa,  ogni  retta  p'  (t*',  t?',  te;')  ha  un 
determinato  polo,  le  cui  coordinate  x'y  y%  z'  si  ottengono 
risolvendo  le  (6)  rispetto  a  queste  tre  incognite  (cfr.  nu- 
mero 210,  (3)): 

Ica;'  =  A\\u'  +  ^12^'  +  -àisti^', 
ay'  =  A^u*  +  -4.22^'  +  A^z\d'^ 

dove  Aìit  (  =  AìOi  )  è  il  complemento  algebrico  dell'elemento 
aAjfc  (  =  «M  )  entro  al  determinante  A. 

2S6.  Eqiiulone  tangenziale  di  una  conica.  —  Il  polo 
(a/,  y%  z')  non  appartiene  in  generale  alla  retta  polare 
{u%  v%  u/).  Perchè  vi  appartenga,  è  necessario  e  sufficiente 
che  sia  (n.''  132) 

(9)  u'x"  +  v'y"  +w'z'  =  0. 

Ora,  se  in  questa  sostituiamo,  al  posto  di  u%  v\  w%  le 
loro  espressioni  (6)  in  funzione  di  x%  y\  z\  troviamo  che 
la  (9)  diviene  /(«',  y',  «')  =  0.  Dunque:  se  un  punto  ap- 
partiene alla  propria  polare,  esso  sta  sulla  conica;  e  vice- 
versa. Ciò,  del  resto,  risultava  pure  dalla  definizione  di 
polare. 

Noi  possiamo  però  sostituire,  una  seconda  volta,  nella  (9), 
al  posto  delle  coordinate  del  polo  x'j  y%  z\  le  loro  espres- 
sioni (8)  in  funzione  delle  coordinate  della  polare.  Eseguiti 
gli  sviluppi,  e  tolti  per  comodità  gli  apici,  vediamo  che  le 
coordinate  u,  v^  w  di  ogni  retta  contenente  il  proprio  polo 
soddisfano  la  equazione 

(10)  -4.11 1^*+  ^22^  +  Az^w^  H-  2A12UV  +  2AizUw  +  2-42sW?  =  0. 

Queste  rette  costituiscono  adunque  un  inviluppo  di  se- 
conda classe  (n.°  136),  di  cui  è  facile  stabilire  il  significato 
geometrico.  Notiamo  perciò  che,  se  ima  retta  p  appartiene 
al  detto  inviluppo,  essa,  per  ipotesi,  contiene  il  proprio 
polo  P,  il  quale  (giacendo  sulla  propria  polare)  starà  sulla 
conica  (1);  ma  allora  p  è  tangente  alla  conica  in  P  (n.°  235); 
e   viceversa.  Dunque  la  (10)  rappresenta  l'inviluppo   delle 
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tangenti  alla  nostra  conica  (1);  donde  il  risultato  fonda- 
mentale: 

Le  tangenti  ad  una  conica  {di  discriminante  non  nuUo) 
jormano  un  inviluppo  di  seconda  classe. 

Veguazione  (10)  di  questo  (o,  come  si  suol  dire,  l'equa- 
zione tangenziale^  o  pHckerianay  della  conica)  si  ottiene  dal' 
Veguazione  puntuale  (1)  della  conica^  sostituendo  aUe  coordi- 
nate di  punti  le  coordinale  di  rette^  ed  ai  coefficienti  i  rispet- 
tivi complementi  algebrici  estratti  del  discriminante  (^). 

Sussiste  pure  la  proposizione  duale,  che  si  dimostra  con 
analoghe  considerazioni  :  I  punti  di  contatto  di  un  inviluppo 
di  seconda  classe  (la  cui  equazione  abbia  il  discriminante  non 
nuUo)  form^a/no  una  curva  di  secondo  ordine.  L'equazione 
della  curva  si  ricava  dall'equazione  dell'inviluppo  in  modo 
analogo  a  quello  ora  indicato.  In  particolare,  si  yeriflca  che 
questo  procedimento,  applicato  al  primo  membro  della  (10), 
riconduce  al  primo  membro  della  (1)  moltiplicato  per  A, 

237.  Poiarlti  plana.  —  Biassumendo  i  risultati  dei  due 
ultimi  n.<,  possiamo  dire: 

Una  conica  {di  discriminante  non  nuUo)  determina  nel  suo 
piano  una  correlazione^  la  quale  muta  ogni  punto  dd  piano 
nella  propria  polare^  ed  ogni  retta  nel  proprio  polo  ;  in  parti- 
colare^  ogni  punto  della  conica  corrisponde  alla  propria  tan- 
gentCj  e  viceversa. 

La  correlazione  tra  piani  sovrapposti,  di  cui  parla  il 
teorema,  è  detta  polarità.  Essa  presenta  alcune  particolarità, 
in  relazione  al  fatto  che  il  determinante  A  delle  equazioni 
(6)  è  sinmietrico.  Di  queste  particolarità  si  è  già  parlato 


(^)  Un'altra  forma,  sotto  onì  si  suole  scrivere  l'equasione  tangea- 
ziale  della  oonìoa.  è  la  seguente,  ohe  si  riconosce»  mediante  sviluppo, 
non  differire  dalla  (10): 
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al  nP  212.  Ma,  anche  senza  ricorrere  alle  considerazioni  fatte 
allora,  possiamo  stabilire  direttamente  le  proprietà  essenziali 
delle  polarità. 

Dimostriamo,  a  tal  fine,  i  due  teoremi  seguenti: 


Se  di  éhie  putUi  U  secondo 
appartiene  alla  polare  del 
primoy  U  primo  apparterrà  aUa 
polare  del  secondo;  i  due  punti 
sono  coniugali^  o  reciproci^ 
rispetto  alla  conica. 


8e  di  due  rette  la  seconda 
passa  per  il  polo  detta  prima^ 
la  prima  passerà  per  il  poh 
detta  seconda;  le  due  rette  di- 

consi  coniugate^  o  reciproche^ 
rispetto  alla  conica. 


n  teorema  di  sinistra  segue  senz'altro  dalla  definizione 
di  polare  e  dal  carattere  simmetrico  della  relazione  fra  due 
punti  coniugati.  Analiticamente,  si  osserverà  che,  se  il  punto 
{Xy  y,  z)  appartiene  alla  polare  (u\  v\  u/)  del  punto  {x\  y%  s/), 
allora  deve  essere 

(90  u'x  -^  v^y  +  w'a  =  0. 

Sostituendo  qui,  al  posto  di  u%  t/,  m/,  le  loro  espressioni 
(6)  in  funzione  delle  coordinate  del  polo,  si  ritrova  la  rela- 
zione (4)  del  n.^  234,  la  quale  contiene  sinmietricamente  le 
coordinate  dei  due  punti;  donde  segue  il  teorema. 

Il  teorema  di  destra  si  giustifica  similmente,  pur  di  scam- 
biare le  coordinate  di  punti  con  quelle  di  rette.  Se  infatti 
nella  (9^)  sostituiamo  alle  coordinate  (a;,  y,  z)  del  punto  le 
loro  espressioni  in  funzione  delle  coordinate  {Uj  t?,  ti;)  della 
polare  (cioè  i  secondi  membri  delle  (8),  ove  siano  soppressi 
gli  apici)  troviamo  la  relazione 

(11)  Anuu'  +  . . .  +  Ai2(uv'  +  u'v')  +  . . .  =0, 

perfettamente  analoga  alla  (4),  salvo  lo  scambio  delle  coor- 
dinate di  punti  colle  coordinate  di  rette  e  dei  coefficienti 
coi  complementi  algebrici  di  A.  Ora  la  (11),  per  il  carattere 
simmetrico  che  presenta,  esprime  contemporaneamente  le 
condizioni  perchè  il  polo  di  ciascuna  delle  due  rette  (ii,  t;,  w)^ 
{u\  v\  n/)  appartenga  all'altra.  In  breve,  essa  fornisce  la  con- 
dizione di  coniugio  fra  le  due  rette. 
Seguono  subito  i  teoremi: 

89 
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Se  un  punto  descrive  una 
punteggiata  sopra  una  rettay 
la  polare  del  punto  ruota  in- 
torno al  polo  della  retta,  descri- 
vendo un  fascio  proiettivo  (^) 
(dia  punteggiala» 


Se  una  retta  descrive  un 
fascio  intomo  ad  un  punto,  il 
polo  deUa  retta  percorre  la  po- 
lare del  punto,  descrivendo  una 
punteggiata  proiettiva  (^)  al 
fascio. 


La  relazione  (11)  di  coniugio  fra  due  rette  vien  formata, 
a  partire  dall'equazione  tangenziale  (10)  della  conica,  collo 
stesso  procedimento  che  conduce  dall'equazione  puntuale  (1) 
alla  relazione  (4)  di  coniugio  tra  due  punti.  Ciò  prova  che 
alla  (11)  si  arriverebbe  pure  trasformando  per  dualità  le 
considerazioni  dei  n.^  231,  234.  Per  questa  via  si  trova  che 
la  (11)  esprime  la  condizione,  affinchè  le  due  rette  {u,  v,  w), 
{u%  v%  v/)  dividano  armonicamente  le  tangenti  condotte 
dalla  loro  intersezione  alla  conica  (cfr.  n.^  234).  Dxmque  la 
definizione  di  rette  coniugate  data  nel  presente  n.*'  è  equi- 
valente a  quest'altra:  due  rette  diconsi  coniugale  rispetto  ad 
una  conica,  quando  esse  dividono  armonicamente  le  tangenti 
alla  curva  condotte  dalla  loro  intersezione. 

Da  questa  nuova  definizione  segue  il  teorema: 
Per  ogni  punto  del  piano  passano  infinite  coppie  di  rette 
coniugate  rispetto  ad  una  conica,  le  quali  formano  una  invo- 
luzione avente,  come  rette  doppie,  le  tangenti  condotte  dal  punto 
aUa  conica;  la  involuzione  è  iperbolica,  parabolica  od  ellit- 
tica, secondo  che  il  punto  è  estemo,  sulla  curva,  od  intemo. 

238.  Metodo  delie  polari  redproche.  —  La  polarità  de- 
terminata da  una  conica  trasforma  una  figura  piana,  com- 
posta di  m  punti  ed  n  rette,  in  una  figura  (polare  della  prima 
rispetto  alla  curva)  composta  di  m  rette  ed  n  punti;  ad  es., 
un  poligono  iscritto  nella  conica  (avente  cioè  i  suoi  vertici 
sulla  curva)  ha  come  figura  polare  il  moltilatero  circoscritto, 
formato  dalle  tangenti  nei  vertici  di  quello.  Due  figure  mu- 
tuamente polari  hanno  proprietà  duali.  Cosi,  da  ogni  pro- 
prietà grafica  (proiettiva)  relativa  ai  punti  di  una  conica 


(*)  La  proiettività  è  oonBeguenza  della  oorrelaiione. 
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8i  deduce,  per  dualità,  una  proprietà  grafica  relativa  alle 
tangenti  della  curva. 

Questa  considerazione  può  applicarsi  a  tutte  le  propo- 
sizioni sulle  coniche  viste  sinora.  In  particolare,  la  proprietà: 
«  una  retta  ha  in  comune  con  una  conica  due  punti  (reali 
e  distinti,  o  reali  e  coincidenti,  o  immaginari)  »,  tradotta 
mediante  la  polarità,  ci  dice  che  «  per  un  punto  si  possono 
condurre  ad  una  conica  due  tangenti  (reali  e  distinte,  o 
reali  e  coincidenti,  o  immaginarie)  >,  proposizione  che  ave- 
vamo già  ottenuto  per  altra  via  (n.o  233).  Qui  però  vediamo 
inoltre  che  la  figura  costituita  da  una  retta  p^  e  dalle  sue 
intersezioni  U,  V  colla  conica,  si  muta,  per  polarità,  nella 
figura  costituita  da  un  punto  P%  i>olo  di  p'j  e  dalle  rette  ti,  v 
passanti  per  P'  e  tangenti  alla  conica  in  U  e  V  {y.  fig.  di 
pag.  402).  Donde  segue: 

Le  tangenti  ad  una  conica  uscenti  da  un  punto  toccano 
la  conica  nelle  intersezioni  di  questa  colla  polare  del  punto 
(cfr.  n.''  233).  Supposta  la  conica  reale,  vediamo  che  un 
punto  esterno^  od  interno^  ha,  rispettivamente^  come  polare  una 
retta  seoa/nte^  o  non  secam^e^  mentre  i  punti  della  curva  hanno 
come  polari  le  relative  tangenti. 

Fu  pieoÌBameiite  la  oonstderazìone  di  due  figure  matoamente  po- 
lari rispetto  ad  una  oonioa,  ohe  oondusse  il  Pongelet  (1818-24)  a  for- 
mulare» per  la  prima  volta,  la  legge  di  dualità  piana,  da  luì  denomi- 
nata metodo  deUe  polari  reoiproóhe.  Solo  qualche  anno  più  tardi  (1825-26) 
Gebgonns  enunciò,  sotto  forma  indipmdente  dalla  teorìa  delle  coniche, 
quella  legge,  che  trovò  la  sua  piena  giustificazione  nelle  opere  di  Mòbius 
(1827)  e  Plùckxr  (1828). 

2S9.  Coitriizlone  dtfla  polare  di  un  punto  o  del  polo  di 
una  ritta.  —  Bitorniamo  alla  definizione  di  polare  di  un 
ponto  (n.°  226);  da  essa  segue  subito  la  costruzione  della 
detta  polare  rispetto  ad  una  conica  reale,  interamente  trac- 
ciata. 

Si  conducano  infatti  per  il  polo  P  (che  supporremo  non 
stia  sulla  curva)  più  trasversali  l^m,  ...j  che  seghino  la  curva 
nelle  coppie  di  punti  LU,  MM\ ...  ;  si  determinino  i  punti 

Q=LM    UM',    iJ  =  iJf'  -i'Jf,...; 
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la  retta  p=:QB.  • .,  oontenendo  i  coniugati  armonici  di  P 
rispetto  alle  coppie  di  punti  LL\  MM'j..>j  sarà  la  polare 
richiesta.  La  polare  di  un  punto  rispetto  ad  una  conica  con- 
tiene  adunque  due  punti  diagonali  (Q,  B)  di  ogni  guadra/ngolo 
completo  (LI/  MMO  iscritto  nella  conieaj  il  cui  terzo  punto 

diagonale  cada  nd 
'P  polo;  contiene 

vnotlve  i  punti  di 
contatto  (U,  V) 
deUe  tangenti  àUa 
curva  condotte  dai 

^    P^^f  giMbndo  que- 

7"^^^  sto     sia     estemo 

'  (n.°  238);  contiene 

finaJmente  le  in- 
tersezioni   delle 
tangenti   eXta  co- 
nica nelle  coppie 
di    punti     (LL^, 
MM^,  . . .  )  allineati  cól  polo.  L'ultima  parte  dell'enunciato 
segue  dal  fatto,  che  le  rette  LL%  MM%  . . .  passanti  per  P, 
devono  avere  i  loro  poli  sulla  polare  p  (n.°  237). 

Dualmente,  volendo  costruire  di  una  retta  p  il  polo 
rispetto  ad  una  conica,  si  assumano  su  p  più  punti  (esterni) 
X,  My...j  dai  quali  si  conducano  le  coppie  di  tangenti 
Wj  mm\. ..  alla  conica;  si  costruiscano  le  rette 

q  =  lm  •  Vm\    r  =  Im'  •  Tm,. . .; 

il  punto  P^qr...^  giaceudo  suUe  rette  LT^  MP, . . . ,  coniu- 
gate armoniche  di  p  rispetto  alle  coppie  di  tangenti  U%  mm' . . . , 
sarà  il  polo  richiesto  di  p.  Dunque:  per  il  polo  di  una  retta 
rispetto  ad  una  conica  passa/no  due  rette  diaconali  (q,  r)  di 
ogni  quadrilatero  completo  (U^mm^  circoscritto  alla  conica^ 
la  cui  terza  retta  diaconale  coincida  colla  polare;  passano 
inoltre  le  ta/agenti  (u,  v)  alla  curva  n^Xle  intersezioni  colla 
polare f   quando  questa  sia  secante  (n.®  238);   passano  final- 
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menie  le  canginngenti  i  punti  di  conkxtto  delle  coppie  di  tem- 
genti  (Wj  mxnf, .  • .  )  secantiei  suUa  polare. 

240.  Trlancoll  autopo- 
larl.  —  Si  dice  che  un 
triangolo  (o  trilatero)  è 
autopolare  (od  autoconiu- 
gaiOj  autoreeiproeo)  rispetto 
ad  una  conica,  quando 
ciaBcnn  vertice  è  polo  del 
lato  opposto  (cfr.  n.°  213, 
Oss.)*  I  vertici  sono  dun- 
que coniugati  a  due  a  due, 
e  cosi  pure  i  lati.  Sono 
autopolari,  ad  es.,  il  tri- 
angolo PQR  ed  il  trilatero 
p  qr  della  prima  e  (rispet- 
tivamente) seconda  figura 
del  n.®  precedente;  donde  i 
teoremi 

Il  triangolo  diaconale  di 
ogni  quadrangolo  isoritto  in 
ima  conica  è  autopolare. 

Una  conica  possiede  infiniti  triangoli  autopolari.  Per 
costruirne  uno,  si  prenda  ad  arbitrio  un  vertice  Z,  che  non 
stia  sulla  conica,  si  tracci  la  polare  di  X,  e  su  questa  si 
prendano  gli  altri  due  vertici  T,  Z,  in  modo  che  siano 
distinti  e  coniugati  rispetto  alla  conica;  ciò  è  possibile  in 
infiniti  modi,  potendosi,  ad  es.,  assumere  Y  ad  arbitrio 
sulla  detta  polare,  purché  non  sulla  conica. 

Ora  è  facile  vedere  che: 


Il  trilatero  diagonale  di 
ogni  quadrilatero  drcoscritto 
ad  una  conica  è  autopolare. 


In  un  triangolo  autopola 
un  vertice  è  intemo  e  due  eono 
estemù 


un  Uxto  ò  estemo  e  due  laiisono 
secanti. 


Se  infatti  il  vertice  X  da  cui  si  parte  è,  ad  es.,  estemo, 
sarà  il  lato  YZ  secante  {n.^  238);   ed  i  due  punti  T,  Z, 
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dovendo  separare  armonicamente  le  intersezioni  coUa  curva, 
saranno  uno,  ad  es.  Y,  estemo,  l'altro  Z  interno.  Mentre, 

se  si  parte  da  nn  ver- 
tice Z  intemo,  il  lato 
opposto  XY  risulta 
estemo  (n.°  238),  e 
quindi  estemi  saranno  i 
punti  X,  r. 


Ostanrailoiie.  —  Si 

osservi  però  che  in  que- 
sto ragionamento  si  è 
fatto  tacitamente  uso 
delle  due  seguenti  pro- 
posizioni di  sinistra,  le  quali,  sebbene  suggerite  dall'intuizione, 
devono  essere  dimostrate  rigorosamente: 


a)  Ogni  punto  giacente  so- 
pra una  retta  estema  ad  una 
conica^  è  estemo  atta  curva. 

b)  Le  intersezioni  di  una 
conica  con  una  retta  secante  de- 
terminano  su  questa  due  seg- 
menti proiettivij  di  cui  uno 
è  composto  ài  punti  interni, 
VaUro  di  punii  estemi. 


s/)  Ogni  retta  passante  per 
un  punto  intemo  ad  una  co- 
nica,  è  secante. 

W)  Le  tangenti  condotte  ad 
una  conica  da  un  punto  estemo 
determinano  nel  fascio  avente 
ivi  U  centro  due  angoli  completi j 
di  cui  uno  è  composto  di  rette 
esterne,  VaUro  di  rette  secanti. 


Queste  proposizioni  valgono  per  coniche  reali,  non  degeneri. 

Ora  nel  n.°  seguente  dimostreremo  per  via  analitica  le 
dette  proposizioni.  Ma  possiamo  anche  giustificarle,  osser- 
vando anzitutto  che  esse  valgono  certamente  pel  cerchio, 
in  secondo  luogo  che  esse  sono  di  natura  proiettiva,  e  quindi 
si  trasportano  ad  ogni  curva  che  possa  dedursi  dal  cerchio 
mediante  una  proiezione.  Vedremo  d'altronde  che  ogni  conica 
reale,  non  degenere,  può  riguardarsi  come  proiezione  di  un 
cerchio;  quindi  quelle  proposizioni  valgono  per  ogni  conica 
siffatta. 

*  241.  Equazioni  di  una  conica  riferita  ad  un  triangolo 
autopolare.  —  È  interessante  esaminare  come  si  presenti  la 
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equazione  di  una  conica,  quando  essa  venga  riferita  ad  un 
sistema  di  coordinate  proiettive  (a:,  y,  0),  avente  come  fon- 
damentale un  triangolo  autopolare  XYZ.  Posto  che  sia 
(1)  anofi  +  «22^*  +  a88«^  +  2ai2xy  +  2aizxz  +  2a2syz  =  0 
l'equazione  della  curva,  osserviamo  che  1  punti  fondamen- 
tali Z(l,  0, 0),  r(0, 1, 0),  Z(0, 0, 1)  hanno,  rispetto  alla  (1), 
le  rette  polari 

aux  +  ai2y  +  ais«  =  0, 

(liix  +  asiy  +  a2»z  =  0. 

Ora  queste  rette  devono  coincidere  ordinatamente  colle  rette 
fondamentali 

05  =s  0,    y  =  0,    «  =  0. 

Perciò  deve  aversi  an  =  an  =  (^23  =  0.  Con  ciò  la  (1)  si  riduce 
alla  forma 

(2)  OiiiX^  +  022^*  +  «882^  =  0, 

che  si  suol  dire  equazione  narmàlej  o  cananicay  della  conica. 

Vequazione  puntuale  di  una  conica^  riferita  a4  un  trian- 
golo autopolare  come  fondamentale^  contiene  solo  i  quotati 
delle  coordinate. 

Esaminiamo  ora  i  casi  che  la  (2)  può  presentare.  Sup- 
poniamo diversi  da  zero  i  tre  coefficienti  on,  0229  a^;  (nella 
ipotesi  opposta,  se  ad  es.  fosse  au  =  0,  si  annullerebbe  il 
discriminante  A  »  an  «22  a^  deUa  (2),  e  la  curva  si  spezze- 
rebbe nelle  due  rette  \/a^  y  ±  V/  —  «ss  «  =  0,  armoniche 
riffpetto  ai  lati  XY,  XZ  del  triangolo  fondamentale).  I  tre 
coefficienti  della  (2)  avranno  lo  stesso  segno,  oppure  due 
avranno  im  segno  ed  il  rimanente  il  segno  opposto.  Ma  nella 
prima  ii>otesi  la  conica  non  ha  nessun  punto  reale,  è  una 
conica  immaginaria^  giacché  allora  il  primo  membro  della  (2) 
ha  Punica  soluzione  reale  a;  =  0,  y  =  0,  «  =  0,  tema  di  va- 
lori a  cui  non  corrisponde  alcun  punto  del  piano. 

Supponiamo  invece  che  due  coefficienti  della  (2),  ad 
es.  aii,  «22,  abbiano  lo  stesso  segno,  che  potremo  ritenere 
positivo  (cambiando  segno  ove  occorra  al  primo  membro 
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della  equazione)!  e  sia  ass  negativo.  Per  tener  presenti  queste 
ipotesi  poniamo 

^1  =  «^1    a»  -  P,    «88  =  —  A 

doye  a,  p,  y  sono  quantità  reali  positiye,  e  Boriviamo  la  (2) 

sotto  la  forma 

(3)  «««•  +  ^y«  _  ^«8^  =  0. 

La  conica  ha  certo  punti  reali,  potendosi  assegnare  valori 
arbitrai  (non  entrambi  nulli)  ad  x^  y,  pur  di  calcolare  con- 
venientemente z.  La  conica  (3)  sega  il  lato  a:  »  0  del  trian- 
golo autopolare  in  due  punti  reali  e  distinti,  dati  da 

PV  — r*«*  =  0,    ossia    -f  «±^; 

z  p 

e  sega  pure  il  secondo  lato  y  &=  0  in  punti  reali  e  distinti, 

* 

dati  da  —  ^  ±  —  ;  nia  non  ha  punti  reali  comuni  col  terzo 

lato  «  =  0  (perchè  si  avrebbe —  =  ±  <-^|-  Dunque  dei  ire 

lati  del  triangolo  autopolare  XYZy  due  ZXj  ZY  sono  se- 
canti e  il  terzo  X  7  estemo  ;  e  (per  polarità)  dei  tre  ver- 
tici, due  Z,  r  sono  estemi  ed  uno  Z  interno.  Oiò  conferma 
il  risultato  del  n.°  precedente,  relativo  alla  posizione  di  un 
triangolo  autopolare  rispetto  ad  una  conica  reale. 

Per  il  vertice  Z,  che  è  poi  un  punto  qualsiasi  intemo 
alla  nostra  conica  (3),  conduciamo  una  retta  ad  arbitrio 
y  =  hx.  Questa  sega  la  curva  (3)  in  due  punti  {x,  kx^  0), 
tali  che 

(a*  +  f^l^)tìfi  -  r««*  =  0, 
donde 

X  7 

valori  certamente  reali.  La  retta  è  adunque  secante;  e  ciò 
dimostra  il  lenmia  a')  della  Oss.  del  n.°  precedente. 

Se  invece  consideriamo  un  punto  estemo  alla  curva, 
qual'è  il  punto  fondamentale  X  (v.  la  flg.   di  pag.  464),  e 
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per  esso  conduciamo  una  retta  z  '=^  hy^le  intersezioni  {x^  y^  hy) 
di  questa  colla  conica  (3)  sono  date  da 

0^^,  +  (^  —  y^V)y^  «  0, 
ossia  da  

y  a  * 

esse  sono  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti  o  immaginarie 
coniugate,  secondo  che 

h  1^^ 
'<  r 

Ai  valori  Jfc  =  +  —  corrispondono  dunque  le  due  tangenti 
tf  f  (di  equazioni ^y  zf  yz  ^  0)  uscenti  da  X;  ai  valori  di  k 
compresi  fra ^  e  +  -^  corrispondono  le  rette  del  fascio 

Xj  che  appartengono  ad  uno  degli  angoli  completi  <?  (pre- 
cisamente a  quello  in  cui  sta  il  lato  X  Y,  per  cui  i  »  0), 
rette  che,  in  virtù  della  nostra  disuguaglianza,  sono  esteme 
rispetto  alla  conica  ;  finalmente  ai  valori  rimanenti  di  k  cor- 
rispondono le  rette  dell'altro  angolo  completo  t?,  le  quali 
sono  secanti  della  conica.  E  con  ciò  rimane  giustificato  anche 
il  lemma  6^)  del  n.°  240.  (Le  proposizioni  a),  6)  seguono  per 
dualità). 

242.  Gonleh0  é%gMWÌ.  —  Nello  studiare  la  polarità  de- 
terminata da  una  conica,  abbiamo  lasciato  da  parte  il  caso 
che  sia  nuUo  il  discriminante 


au 

a  12 

ais 

021 

^28 

<hz 

on 

Oas 

an 

Vogliamo  ora  esaminare  quale  particolarità  presenti  la 
curva 

(1)  /(ar,  y,  z)  =  aii«*  +  «22^*  +  a^s^  +  2anxy 

+  2a^zxz  +  2a2»yz  ==  0, 

quando  è  verificata  la  relazione 

(2)  A  =  0. 
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È  noto  che  la  (2)  è  condizione  necessaria  e  sufficiente 
affinchè  esìstano  tre  numeri,  non  tutti  nulli,  x^y  y^j  Zoj  tali 
da  soddisfare  alle  tre  equazioni 

Idnx  +  «12^  +  ai8«  =  0, 
«21»  +  «22^  +  <^28«  =  0, 
(HlX  +  «82^  +  «88^  =  0, 

ottenute  annullando  le  tre  semiderivate  parziali  del  poli- 
nomio (1)  ;  precisamente  si  ha,  quando  non  siano  nulli  tutti 
i  minori  del  secondo  ordine  di  A^ 

Xo  :  i/o  :  Zo 

=  -4.11    •    -4-12    :    -4-18   =    -4.21    :    -4.22    •    -428  =  -4.81    •    -4.82    :    -4.88* 

Consideriamo  ora  quel  punto  V  che  ha  le  coordinate 
(^09  Voy  ^o)'  ^SB^  intanto  sta  sulla  curva  (1),  perchè  se,  dopo 
aver  sostituito  nelle  (3)  al  posto  delle  variabili  le  x^y  y^j  z^^ 
moltiplichiamo  le  tre  identità  cosi  ottenute  per  x^^  y^,  z^  e 
sommiamo,  risulta 

Se  invece  moltiplichiamo  le  stesse  identità  rispettiva- 
mente per  Xy  y,  Zy  coordinate  di  un  punto  arbitrario  P,  e 
sommiamo,  avremo 


Approfittando  di  queste  uguaglianze,  cerchiamo  le  inter- 
sezioni della  curva  (1)  colla  retta  FP.  Se 

Q{kx  +  x^y    iy  +  yo>    *«  +  «^o) 
è  ima  tra  queste,  il  parametro  ft  deve  soddisfare  all'equa- 
zione (cfr.  no  231) 

(4)  Ic^n^y  y,  z)  +  2fc/  g'  J^'  f^  +  f{x,y  y,y  z,)  -  0, 

la  quale,  avendo  nulli  il  termine  noto  e  il  coefficiente  di  2 1, 
fornirà  per  k  due  valori  uguali  a  zero.  Segue  che  le  inter- 
sezioni deUa  retta  VP  colla  curva  (1)  coincidono  in  F;  a 
meno  che  il  punto  P(Xy  y,  z)  stesso  non  appartenga  alla 
curva,  nel  qual  caso,  avendosi  pure  /(a?,  y,  z)  =  0,  la  (4)  di- 
viene una  identità,  ed  è   soddisfatta  da  ogni  valore  di  fc, 
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sicché  la  retta  YF  appartiene  allora  alla  curva.  Tutto  ciò 
dimostra  che  la  curva  (1)  è  costituita  da  due  rette;  queste 
si  ottengono,  ad  es.,  proiettando  da  F  le  intersezioni  della 
curva  stessa  con  una  trasversale  qualsiasi  non  passante  per  F. 
Viceversa,  se  una  equazione  (1)  rappresenta  una  coppia  di 
rette,  invertendo  il  ragionaìnento  ora  fatto,  si  trova  che 
deve  esser  nullo  il  discriminante.  Dunque: 

Condizione  neeeaaaria  e  sufficiente,  affinchè  una  equazione 
di  secondo  grado,  in  coordinate  di  punti,  ra/ppresenti  una 
eoppia  di  rette,  è  che  sia  zero  il  discriminante;  le  coordinate 
omogenee  détta  intersezione  delle  due  rette  {pu/nio  doppio  della 
conica)  sono  proporzionali  ai  complementi  algebrici  degli  ele- 
menti di  una  stessa  linea  nel  discriminante  (^). 

Le  due  rette  componenti  la  coppia  possono  esser  reali 
e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie  coniugate.  Il 
caso  intermedio  va  però  considerato  in  modo  speciale,  come 
risulta  da  ciò  che  segue. 

TSoi  abbiamo  supposto,  nella  discussione  precedente,  che 
non  siano  tutti  nuUi  i  minori  del  secondo  ordine  di  A. 
Esaminiamo  ora  la  ipotesi  opposta.  Allora  le  equazioni  (3) 
vengono  verificate  da  ogni  tema  di  valori  (xq,  y^^,  z^)  soddi- 
sfacenti una  di  esse,  che  non  sia  una  identità.  Sarà  questa, 
ad  es.,  la  prima  delle  (3),  quando  non  siano  tutti  nulli  i 
coefficienti  an,  ois,  an.  Questa  equazione  rappresenta  una 
retta,  di  cui  ogni  punto  {xo,  yo,  zo)  ha  le  proprietà  che  prima 
spettavano  al  punto  F.  Perciò  la  (1)  rappresenta  la  retta 
stessa  contata  due  volte  {retta  doppia).  Oiò  d'altronde  risxdta 
subito  dall'identità  che  segue,  o  da  una  delle  analoghe, 
facilmente  dimostrabili  nelle  ipotesi  Am  =  0  in  cui  ci  siamo 
posti  : 

«u/(a?,  y,  z)  =  (aiia;  +  Oizy  +  aisz)\ 

Concludiamo  che:  una  eguaaions  di  secondo  grado,  in 
coordinate   di  punti,  il  cui  discriminante  abbia  nulli  tutti  i 


(1)  In  linguaggio  algebrico,  Taiinnllarsi  del  dÌBcriminante  della  (1) 
è  la  condizione  perchè  il  polinomio  (1)  sia  il  prodotto  di  due  funzioni 
lineari  ed  omogenee  di  x,  y,  ». 


460  FABTB  IV»  OAP.  I,  NH.  243,  244,  245 

minori  di  secondo  ordine^  rappresenta  una  retta  doppia;  e 
viceversa  (^). 

La  coppia  di  rette  distinte  e  la  retta  doppia  sono  ya- 
rietà  di  luoghi  {degeneri)  del  secondo  ordine. 

243.  Rlcertt  delle  rette  eomponentl  una  eonlca  decenere. 

—  Veriflcato  che  la  equazione  di  secondo  grado  (1),  o  in 
coordinate  cartesiane  ordinarie 

{!')    ano?'  +  2ai2xy  +  o^y*  +  2aizx  +  2a98y  +  Oas  =  0, 

rappresenta  una  coppia  di  rette,  si  possono  chiedere  le  equa- 
zioni staccate  delle  due  rette  costituenti  la  coppia.  A  tal 
fine  si  ordini  la  (1')  rispetto  ad  una  delle  variabili,  ad  es. 
rispetto  2A  Xj  e  si  risolva  come  se  x  fosse  la  sola  incognita  ; 
si  troverà,  quando  an  4=  0, 

^     —  (ai2y  +  aiz)  ±  \/(ai%y  +  aizf  —  ania^^'f  +  2a2zy  +  «w) 

X  = ì 

Oli 

ossia 

—  (a^y  +  aiz  )±  V/  -  At^y^  +  2A^y  —  A^ 

X  = • 

a\x 

Ora  il  trinomio  sotto  al  radicale  è  il  quadrato  esatto  di  un 
binomio  lineare  in  y  (del  tipo  «y  +  p,  dove  «  =  \/  —  ^33, 

p  «  — ^  I,  perchè  si  ha 

-4.22  -4.88  —  -4.»  =  an  -4.  =  0. 
L'espressione  di  x  può  dunque  scriversi  sotto  la  forma 

—  (ai^y  +  ai8)  ±  (ay  +  p) 

X  = , 

axx 

che  rappresenta,  prendendo  l'uno  o  Paltro  segno,  le  due 
rette  richieste.  Queste  sono  reaU  o  immaginarie,  secondo 
che  a  e  p  sono  reali  o  immaginarie. 


(^)  In  altri  termini,  le  rela2siom  Ahk  >»■  0  danno  le  oondiaoni  (tre 
indipendenti)  perchè  il  polinomio  (1)  aia  fl  quadrato  di  una  fonsione 
lineare  ed  omogenea  di  x,  y,  e. 


OOKXOHB  ]>UQSITEBt  461 


D  procedimento  ora  indicato  cade  in  difetto  se  an = 022 = 0; 
(se  fosse  oii  =  0,  022  H=  0,  si  potrebbe  risolvere  la  (1')  rispetto 
ad  yYj  ma  allora,  ricordando  la  ipotesi 

A  ^  ai2  (2  aisCbtz  —  <*i2<*8s)  =  0, 

e  supponendo  ai2  ={=  0  (perchè  il  polinomio  (1')  non  si  abbassi 
a  primo  grado),  si  riconosce  direttamente  che  la  (1')  può 
scriyersi  sotto  la  forma 

M'+^)(»-^:)-. 

e  quindi  rappresenta  le  due  rette 

ais>x  +  «28  =  0,    ai2X  +  ^18  =  0. 

244.  Pftrtlcolarl  eopple  di  rttte.  —  Talvolta  il  semplice 
aspetto  dell'equazione  di  una  conica  lascia  vedere  che  la 
curva  si  spezza  in  due  rette.  Oosl,  un'equazione  di  secondo 
grado  ed  omogenea,  in  coordinate  cartesiane  ordinarie, 

«11»*  +  2ai2fl?y  +  022^*  =  0 

rappresenta  due  rette  uscenti  dall'origine  (n.°  42),  di  equa- 
zioni 

X    —  012  rt  V  «12*  —  «11^22 

Ed  una  equazione  quadratica  del  tipo 

«11  {x  —  a:o)*  +  2ai2{x  _  «0)  (y  —  yo)  +  022(y  —  ye)*  =  0, 

dove  woj  tfo  sono  costanti,  rappresenta  due  rette  uscenti  dal 
punto  {woj  yo),  delle  quali  si  ottengono  le  equazioni  staccate  seri- 

vendo,  nella  penultima  formola, al  posto  di  —  ;  le 

y  —  yo  y 

due  nuove  rette  sono  parallele  alle  antiche. 

246.  Polarità  rispetto  ad  una  coppia  di  rotto.  —  Bispetto 
ad  una  conica  /(x,  y,  z)  »  0,  spezzata  in  due  rette  uscenti 
da  un  punto  F(xo,  yo,  «0),  ogni  punto  P^{x%  y',  «0  del  piano, 
distinto  da  F,  ha  ancora  una  determinata  retta  polare  che 
si  definisce  nel  solito  modo  (n.^^  236),  ed  ha  l'equazione 


'{r^:^)'"- 
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Questa  retta  passa  sempre  per  il  punto  F,  come  risulta  da 
considerazioni  sia  geometriche,  sia  analitiche  {nP  242).  La 
detta  polare  è  coniugata  armonica  deUa  retta  7  P%  rispetto 
alle  due  rette  componenti  la  coppia.  Mentre  il  punto  P^  de- 
scrive una  retta  uscente  da  F,  la  polare  non  varia;  manca 
qui  adunque  la  corrispondenza  biunivoca  fra  polo  e  polare, 
che  sussiste  per  le  coniche  a  discriminante  non  nullo.  E  la 

polare  di  F  è  indeterminata,  perchè  il  polinomio  / 1  ) 

è  identicamente  nullo  (n.^  242).  Viceversa,  una  retta  non 
passante  per  F  ha  sempre  come  polo,  rispetto  alla  coppia 
di  rette,  il  punto  F,  mentre  una  retta  uscente  da  F  ha 
infiniti  poli,  appartenenti  alla  coniugata  armonica  di  essa 
rispetto  alle  due  rette  della  coppia. 

246  iRYlIuppI  dssrasri.  —  I  risultati  precedenti  possono 
subito  trasformarsi  per  dualità.   Oosi  si  ottiene  il  teorema: 

Un^eqtMzione  di  secondo  grado  in  coordinale  di  rette^  il 
cui  discriminante  sia  nuUOj  rappresenta  un  inviluppo  che  si 
scinde  in  due  purUi  (o,  meglio,  in  due  jasd)]  i  due  punti 
coincidono  se  sono  nuUi  inoltre  tutti  i  minori  di  secondo 
ordine  estratti  dal  discriminante. 

La  coppia  di  punti  distinti  e  il  punto  doppio  sono  varietà 
di  inviluppi  degeneri  della  seconda  classe. 

Conviene  qui  ricordare  {nP  236)  che,  se  il  discrimi- 
nante A  di  una  curva  del  secondo  ordine 

(1)    aiisfi  +  a^y^  +  a^sz^  +  2a^xy  +  2aisCoz  +  2a^zyz  =  0 

non  è  zero,  alla  curva  è  legato  un  inviluppo  di  seconda 
classe  costituito  dalle  infinite  tangenti,  il  quale  ha  l'equa- 
zione 

(I)  Axiu^  +  Aìz"^ •\- A^u^ -{■  2Ai2UV  +  2AizUW  +  2Ai!iVW  =^0. 

Ora  se  A  »  0,  che  cosa  rappresenta  quest'equazione f  Si 
osservi  che,  nella  ipotesi  attuale,  il  discriminante  della  (I) 

I   -4.11  -4.12         -4.18 

•4.21  -4.22  ^28 

-4.81  -4.82  -4.88 
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ha  nulli  tutti  i  mmori  di  secondo  ordine;  quindi  la  (I)  rap- 
presenta un  inviluppo^  che  degenera  nel  punto 

AiiU  +  A12V  +  Aizw  =3  0, 

ossia  nel  punto  {Auj  A12,  Aisìy  da  contarsi  due  volte  (^); 
questo  punto  è,  come  sappiamo,  il  punto  doppio  della  coppia 
di  rette  (*).Ciò  del  resto  si  poteva  prevedere,  perchè  una  coppia 
di  rette  è  segata  in  pimti  coincidenti  dalle  sole  rette  che 
passano  per  il  punto  doppio. 

Se  però  la  curva  (1)  degenera  in  due  rette  coincidenti, 
sono  nulli  tutti  i  coefficienti  dell'equazione  (I),  e  l'equazione 
stessa  diviene  una  identità.  Al  luogo  non  è  piit  legato  un 
inviluppo  di  seconda  classe  (come  risulta  pure  dal  fatto,  che 
ogni  retta  del  piano  sega  una  retta  doppia  in  due  punti 
coincidenti). 

Per  dualità:  Ad  un  inviluppo  di  seconda  cVissej  che 
degenera  in  due  puntij  si  può  considerare  collegato  il  luogo 
costituito  dalla  retta  congiungente  i  due  puntij  contata  due 
voUe.  Ma  se  i  due  punti  coincidono,  aUHnviluppo  non  è  piò, 
collegato  un  determinoito  luogo  di  secondo  ordine. 

EMrelil  I.  —  1)  Scrìvere  le  equazioni  delle  tangenti  cJla  conica 
af'  +  2ajy  — y"  —  2x  —  4y  =  0  nell'orìgine  e  nei  punti  in  cui  essa  sega  ul- 
teriormente gli  aaai  coordinati. 

2)  Equazione  della  tangente  alla  curva  2a;' — ^  +  ^  —  ^x —  1  =  0 
nel  punto  (1,  2). 

3)  La  curva  2oEy  +  4a;  —  2y  +  ^^(ì  passa  per  i  punti  all'  infinito 
degli  assi;  determinare  le  tangenti  in  quei  punti  (asintoti).  La  stessa 
questione  per  la  curva  20^,9^  +  2a,,fl^  +  2aa,y  +  a,.  =  0. 

4)  Scrìvere  la  equazione  di  una  parabola  che  passi  per  l'origine, 
toccando  ivi  la  retta  3x  —  y  =  0,  e  passi  per  il  punto  (1, 2),  toccando  ivi 
la  retta  ix  —  y-«-2aB0;  il  problema  ha  due  soluzioni,  delle  quali  però 
una  è  degenere. 

5)  Scrivere  la  equazione  di  una  iperbole  che  passi  per  i  punti  all'in- 
finito degli  assi,  toccando  ivi  le  rette  2^+1=  0, «  —  2b>0  rispettiva- 
mente, e  passi  inoltre  per  il  punto  (3, 6). 

6)  Determinare  l'equazione  complessiva  delle  tangenti  condotte  alla 
conica  OiiO^  +  ...  =»  0  dall'origine,  o  dal  punto  all'infinito  di  uno  degli 


(')  Se  ^xi>  ^iif  ^is  fossero  tutti  nulli,  si  prenderebbero  gli  elementi 
della  seconda  o  terza  orizzontale. 


1^7 
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assi  Si  deduca  ohe  Torigme  è  esterna,  od  interna  alla  oonioa»  secondo 
che  a^A  <  0,  oppure  >  0. 

7)  Si  determinino,  per  la  conica  dell'es.  2),  le  tangenti  uscenti  éàk- 
l'origine,  o  le  tangenti  parallele  all'asse  delle  x;  si  trovino  di  queste  i 
punti  di  contatto,  e  si  verifichi  ohe  la  congiungente  i  punti  di  contatto, 
in  ciascuna  coppia  di  tangenti,  è  la  polare  del  punto  da  cui  escono  le 
tangenti 

8)  Tangenti  condotte  dal  punto  (2,  3)  alla  conica  delTes.  1)  e  po- 
lare del  punto  stesso. 

9)  Quante  tangenti  parallele  ad  una  data  retta  si  possono  condurre 
ad  una  conica,  in  generale T;  o  aduna  parabola»  in  particolare f  Deter- 
minare le  tangenti  alla  conica  a^  +  2xy  +  Jf*  —  4a;  »  0,  òhe  sono  paral- 
lele alla  retta  2a;  +  3y  =  0. 

10)  Assegnare  due  punti  (o  rette)  coniugati  rispetto  ad  una  conica 
luogo  (o  inviluppo),  equivale  ad  imporre  una  condizione,  traducentesi  in 
una  equazione  lineare  tra  i  coefficienti.  Si  esprima,  ad  ee.,  la  condizione  af- 
finchè i  punti  ciclici  siano  coniugati  rìsx>etto  aUa  conica  ana^  -f  . . .  b  0, 
vale  a  dire  affinchè  i  punti  all'infinito  di  questa  definiscano  direzioni 
ortogonali;  si  troverà  a^  +  o^,  =  0. 

11)  Una  conica  è  determinata,  in  generale,  quando  siano  date  cinque 
coppie  di  punti  coniugati  rispetto  ad  essa,  od  n  <  5  coppie  siffatte  e  5  —  n 
punti  della  curva.  Ed  è  pure  determinata,  se  di  un  punto  del  piano  si 
consce  la  polare,  e  inoltre  sono  dati  tre  punti  della  curva;  ecc.  Si  scriva 
l'equazione  dì  una  conica,  sapendo  che  l'orìgine  ha  rispetto  ad  essa  la 
polare  x  —  y+l=aO,  e  che  la  curva  passa  per  i  punti  all'infinito  degli 
assi  e  per  il  punto  (2,  1). 

12)  Scrivere  la  equazione  tangenziale  del  cerchio  (in  assi  ortogo- 
nali) 05"  4-y*  — 2aj  — 4y-^4==0,  sia  per  la  via  generale  (n.°236).  Biade- 
terminando  centro  e  raggio,  e  ricordando  la  proprietà  geometrica  delle 
tangenti. 

13)  Scrìvere  le  equazioni  tangenziali  delle  coniche  aa^  +  hy*  +  oz*  =  0, 
Xyz  -|-  \i-ex  +  Hxy  ■»  0,  «*  —  2kxy  =  0;  se  le  coordinate  sono  proiettive, 
dalla  seconda  equazione  richiesta  si  deduca,  per  dualità,  l'equazione  pun- 
tuale di  una  conica  tangente  ai  lati  del  triangolo  fondamentale  (n.^  230, 
es.  13)). 

14)  Verificare  che  le  equazioni  3«"  —  5xy  —  2y'  +  a?  +  5y  —  2  «  0, 
4»"  —  4a^  -f  y"  +  ix —  2y  +  1  =  0  rappresentano  coppie  di  rette,  e  scri- 
vere le  equazioni  staccate  delle  rette  stesse. 

16)  Quale  speciale  inviluppo  rappresenta  la  equazione  taogenziale 
tt*  4- 1;*  =  0,  supposti  gli  assi  ortogonali  f  Qual'è  la  condizione  affinchè 
due  rette  ax+hy  +  e^O,a'x+h'y  +  </  =  0  siano  coniugate  rispetto  a 
quell'inviluppo  f 

16)  Quale  angolo  formano  (in  assi  ortogonali  )  le  rette  costìtueiiti 
la  coppia  <hia^ +  2ai^xy-\-a^^*  =^0ì  qual'è  la  condizione  di  perpendi- 
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oolarìtà  ?  Bicordando  ohe  esse  Tanno  ai  punti  all'  infinito  della  conica 
«ii«*  +  . . .  +  «3j  =  0  (n.°  230),  si  deduca  nuovamente  (ofr.  es.  10)  )  la 
condizione  affinchè  essa  sia  una  iperbole  equilatera. 

II.  —  17)  La  polarità  rispetto  ad  una  conica  presenta  notevoli  par- 
ticolarità meiriche.  quando  la  conica  sia  un  cerchio  {polarità  ctrcolare). 
Infatti:  la  polare  di  un  punto  qualsiasi  ò  normale  alla  retta  congiun- 
gente il  punto  col  centro  O  del  cerchio;  ed  il  prodotto  delle  distanze 
di  O  dal  polo  e  dalla  polare  è  costante;  l'angolo  di  due  rette  arbitrarie 
è  uguale  all'angolo,  sotto  cui  da  O  sono  visti  i  relativi  poli  ;  ogni  trian- 
golo autopolare  ha  l'ortocentro  in  O  (Ponc£Let).  Queste  proprietà  si  ve- 
rificano anche  analiticamente,  osservando  ohe,  preso  come  fondamentale 
il  cerchio  a^  +  y*  — 1  =  0,  la  polarità  è  rappresentata  dalle  equazioni 
35  =  —  u,y  =  —  V  (cfr.  n.®  214,  es.  6)  ). 

18)  La  polarità  circolare  permette  di  dedurre,  da  note  proprietà 
metriche  di  una  figura,  nuove  proprietà  della  figura  polare.  Come  si  tra- 
sformano ad  es.  i  teoremi:  le  tre  altezze  di  un  triangolo  passano  per 
uno  stesso  punto  ;  gli  ortocentri  dei  quattro  triangoli  formati  prendendo, 
tre  a  tre,  quattro  rette  date,  sono  allineati  ? 

19)  Mentre  un  punto  descrive  una  conica  K,  la  polare  di  esso,  ri- 
spetto ad  una  seconda  conica  Q  {direttriee),  inviluppa  una  terza  conica 
K'f  polare  di  K,  e  le  tangenti  di  K  hanno  come  poli  i  punti  di  K\  Data 
la  equazione  cartesiana  (o  pliickeriana)  ài  K,  e  supposto  che  Q  sia  il 
cerchio  «"  -f  y*  —  1-0,  si  scriva  1'  equazione  plùckeriana  (o  carte- 
siana) di  K\ 

20)  Supposto  che  anche  la  conica  K  dell'es.  precedente  sia  un  cer- 
chio (x  —  a)"  -f  (y  —  P)"  =  r*,  di  centrò  C,  si  troverà  che  JT'  è  la  conica 

ap*  -f  y"  =  —  (a»  -|-  py  —  1)"^  luogo  di  un  punto  (»,  y),  le  cui  distanze 

dall'orìgine  0  e  dalla  retta  olx -\- ?y  —  l  =  0  hanno  un  rapporto  costante 

OG 

— ;  la  conica  ha  (n.^  63,  h)  )  come  fuoco  0  e  come  direttrice  la  polare 

di  0  risi>etto  al  cerchio  fondamentale  Q.  Dunque  «  la  polare  di  un  cer- 
chio rispetto  ad  un  altro  cerchio  è  una  conica,  che  ha  un  fuoco  nel 
centro  di  questo;  e  viceversa».  (L'Hospital,  Poncelbt). 

III.  —  21)  Data  una  conica  f  (x,y,z)  =  0  e  due  punti  P{x,yf0Ì, 
P^(x\  y',  0^),  la  cui  congiungente  seghi  la  curva  in  Q^,  Q^,  l'equazione  (2) 
dei  n.''231  fornisce  subito  il  doppio  rapporto  p  •■  (PP' 9,^,).  Qual'è  il 
luogo  di  P,  quando  P'  sta  fisso  e  p  rimane  costante?  Si  troverà  una 
conica,  la  quale  passa  per  le  intersezioni  di  /  colla  polare  di  P,  ed  ha 
ivi  le  stesse  tangenti  di  /.  Per  p  «  —  1,  si  ha  la  detta  polare  contata 
due  volte;  per  p  =s  i,  la  coppia  delle  tangenti  nominate. 

22)  Data  una  conica  f{x,  y,l)  ^  Oìn  coordinate  cartesiane  ordinarie,  e 
due  punti  P{x,  y,  1),  P'(2^,  y\  l),la  cui  congiungente  seghi  la  curva  nei  punti 
QifQt*  sì  dimostri  che  il  prodotto  dei  rapporti  semplici  {PP'Q^)  -  (PP'Q^) 
30 
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è  espresso  dal  quoziente  f{x,  y,  1):  f{x^,  y\  1);  (si  riooira  alla  (2)  del 
n.*  231), 

23)  Un  risultato  aualogo  si  ottiene  procedendo  dualmente,  se,  come 
coordinate  u,  t7,  to  di  una  retta,  si  assumono  i  coefficienti  della  equazione 
normale  (n.^  30)  della  retta.  Infatti,  se  i^(tf,  v,  tr)  ■■  0  è  la  equazione  tan- 
genziale di  una  conica  e  p(tt,  v,  io),  p'(u',  v\  w')  sono  due  rette,  dalla 
cui  intersezione  escano  le  tangenti  g^,  q^  alla  curva,  si  ha  (pv'^\)  *  (PP'9t) 
»  F(u,  «,  w)  :  F(u\  v\  to'). 

24)  DaU'es.  22)  segue  il  teoiema  di  Carnot  (cfr.  n.®  152,  es.  13)  ): 
«  il  prodotto  dei  2n  rapporti  semplici,  determinati  sui  lati  di  un  n.gono 
semplice  dalle  intersezioni  con  una  conica,  è  uguale  a  +  1  »•  Ed  un  teo- 
rema, che  può  riguardarsi  come  duale  di  questo  (relativo  a  rapporti 
semplici  formati  da  coppie  di  lati  con  tangenti  alla  conica),  si  ottiene 
dall' es.  23),  oppure  valendosi  dell' es.  4)  del  n.*  214. 

25)  Il  teorema  di  Carnot  e  il  suo  duale  sono  invertibOi  per  n  »  3. 
Segue  che  le  coppie  di  tangenti  condotte  ad  una  conica  dai  vertici  di 
un  triangolo  segano  i  lati  opposti  in  sei  punti  di  una  conica;  e  vice- 
versa. In  particolare,  le  rette  congiungenti  i  vertici  di  un  triangolo  con 
due  punti  del  piano  segano  i  lati  opposti  in  sei  punti  di  una  conica  ;  e 
dualmente. 

26)  Dal  teorema  di  Oabnot  può  dedursi  il  teorema  di  Pascal  (cfr. 
n.^  152,  es.  14)  ):  «  se  un  esagono  è  iscritto  in  una  conica,  le  intersezioni 
delle  tre  coppie  di  lati  opposti  stanno  in  linea  retta  ».  E  dualmente  (o 
trasformando  questo  teorema  mediante  la  polarità  definita  dalla  conica) 
si  ottiene  il  teorema  di  Brianchon  sul  seUatero  circoscritto  ad  una 
conica. 

27)  Se  un  triangolo  è  circoscrìtto  ad  una  conica,  le  congiungenti  i 
vertici  coi  punti  di  contatto  dei  lati  opposti  passano  per  uno  stesso 
punto  (Ceva)  (es.  24);  cfr,  n.^  152,  es.  16)  ).  £  dualmente:  se  un  triangolo 
è  iscritto  in  una  conica,  le  intersezioni  dei  lati  colle  tangenti  nei  ver- 
tici opposti  stanno  sopra  una  stessa  retta  (Carnot). 

28)  Se  due  n.goni  semplici  ABO  . . .  £,  A'B'C  ,.,K'  sono  isoritti  in 
una  conica,  e  si  indicano  con  if  »^, . . . ,  22  le  intersezioni  dei  lati  corri- 
spondenti AB  .  A'W^  BO  •  B'(yy . . . ,  KA  •  K'A!^  sussiste  la  relazione 
(a)  {ABM)  {A'B'ìl)  (BON)  (B'CTN)  . . .  (KAR)  {K'A'R)  -  1  ; 
viceversa,  se  questa  relazione  si  verifica  per  due  n.gonì,  dei  quali  2n  —  1 
vertici  complessivamente  appartengano  ad  una  conica,  anche  l'ultimo 
vertice  appartiene  alla  conica.  (Si  applichi  il  teorema  di  Carnot  all'n.gono» 
di  cui  son  lati  successivi  AA',BB\  . .,  ^KK'f  ricordando  l'es.  2)  del 
n.o  162). 

Dualmente:  se  due  n.lateri  semplici  od  ... ,  a'h' . . .  sono  circoscritti 
ad  una  conica,  sussiste  la  relazione 
(P)  {abm)  (a'b'm)  . . .  »•  1, 

dove  m  =  ab  '  a'b\  ecc.;  e  viceversa,  nel  senso  sopra  spiegato. 
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29)  Ora  bì  ricordi  ohe  la  relazione  (a)  trae  con  sé  la  (P),  se  a,  b, . . ., 
a\  5',  . . .  indicano  i  lati  AB,  BO, . . . ,  A'B\  B'C, . . .  dei  due  n.goni 
(n.^  162  CB.  20)  ).  Segue  l'importante  teorema  di  Poncelbt  (')  :  «  Se  due 
coniche  sono  co^  situate,  che  esista  un  n.gono  semplice  iscrìtto  nella 
prima  e  circoscrìtto  alla  seconda,  esisteranno  allora  infiniti  n.goni  iscrìtti 
nella  prìma  conica  e  circoscrìtti  alla  seconda»,  ogni  punto  della  prima 
IK>tendosi  assumere  come  primo  vertice  J.'  di  un  cosiffatto  n.gono. 

lY.  —  30)  La  polarìtà  determinata  da  una  conica  trasforma  un 
quadrangolo  iscrìtto,  nel  quadrìlatero  formato  dalle  tangenti  nei  vertici 
di  quello,  e  trasforma  in  sé  stesso  il  trìangolo  diagonale  (n.^  240).  Segue  : 
«  un  quadrangolo  iscrìtto  in  una  conica,  ed  il  quadrilatero  circoscrìtto 
formato  dalle  tangenti  nei  vertici  di  quello,  posseggono  lo  stesso  trian- 
golo diagonale». 

31)  Se  r,  /  sono  due  rette  non  coniugate  rispetto  ad  una  conica, 
ogni  punto  di  r  è  coniugato  ad  un  solo  punto  di  r';  e  le  punteggiate 
r,  r^  risultano  riferìte  proiettivamente,  se  si  fanno  corrìspondere  punti 
coniugati  appartenenti  ad  esse.  Le  punteggiate  sono  anzi  prospettive, 
se  il  punto  r/  appartiene  alla  conica;  qual'è  il  centro  di  prospettiva  ? 

32)  Segue  il  teorema  (di  Seydewitz)  :  e  Se  un  trìangolo  è  iscrìtto 
in  una  conica,  ogni  retta  coniugata  ad  un  lato  sega  gli  altrì  due  in 
punti  coniugati  rispetto  alla  curva  ».  Teorema  duale. 

33)  Variando  il  vertice  comune  a  questi  due  lati,  si  ottiene:  t  Le 
rette,  che  proiettano  da  due  punti  fissi  di  una  conica  un  punto  varìa- 
bile  lungo  la  curva,  descrìvono  due  fasci  proiettivi  »  (Steiner,  Chasles). 
Teorema  duale. 

V.  —  34)  I  due  teoremi  dell'es.  27)  possono  rìunirsi,  dicendo  che 
e  un  triangolo  iscrìtto  in  una  conica,  ed  il  trìangolo  circoscrìtto  formato 
dalle  tangenti  nei  vertici  del  primo,  sono  omologici,  ed  il  centro  di  omo- 
logia è  polo  dell'asse  di  omologia  ».  Ora  questo  teorema  si  dimostra  fa- 
cilmente per  via  analìtica,  adoperando  la  equazione  della  conica  in  coor- 
dinate proiettive,  rìferìta  al  trìangolo  iscrìtto,  scelto  come  fondamentale 
(n.*  230,  es.  12)  ). 

35)  Il  teorema  precedente  è  caso  particolare  di  questo:  «  Due  trian- 
goli, polarì  l'uno  dell'altro  rìspetto  ad  una  conica,  sono  omologici;  il 
centro  e  l'asse  di  omologia  sono  mutuamente  polarì  »  (Chasles);  si  in- 
tende che  si  corrìspondono  nella  omologia  due  vertici,  dei  quali  ciascuno 
abbia  come  lato  opposto  la  retta  polare  dell'altro.  Viceversa:  e  se  due 
trìangoli  sono  omologici,  esiste  una  conica,  rispetto  alla  quale  i  trian- 
goli sono  polari  l'uno  dell'altro».  (Anche  qui  si  assuma  uno  dei  trìan- 
goli come  fondamentale  di  un  sistema  di  coordinate  proiettive). 

30)  Dal  teorema  dell'es.  35)  segue  facilmente  che  «  se  due  coppie 
di  lati  opposti  di  un  quadrangolo  completo  si  compongono  di  rette  co- 


C)  lA  dlmortiMioiie  qnl  aooeniiata  è  dovuta  a  P.  SzBUi. 
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niugate  rispetto  ad  una  oonioa,  anche  la  terza  ooppia  si  comporrà  di 
rette  coniugate  rispetto  a  quella  curva»  (Staudt,  Hbssb).  Ora  questo 
teorema  può  anche  dimostrarsi  direttamente  per  via  sintetica  (conside- 
rando la  polare  di  un  vertice  e  le  coppie  di  lati  opposti  del  quadran- 
golo...)» ®  ^lal  teorema  stesso  si  può  risalire  a  quello  dell'es.  35).  Teo- 
rema duale  sul  quadrilatero.  Queste  proposizioni  fanno  vedere  ohe,  in 
casi  particolari,  tre  coppie  di  punti,  o  di  rette,  coniugati  rispetto  ad 
una  conica,  luogo  od  inviluppo»  possono  imporre  alla  conica  due  sole 
condizioni  indipendenti. 

37)  Assunto  un  triangolo  XTZ  come  fondamentale  per  un  sistema 
di  coordinate  proiettive,  si  esprimano  le  condizioni:  a)  perchè  un  secondo 
triangolo  PiPtP»  (i  cui  vertici  abbiano  date  coordinate)  sia  iscritto  in 
una  conica  passante  per  XTZ  (n.**230,  es.  12)  );  h)  perchè  PiP«Ps  sia 
autopolare  rispetto  ad  una  conica  avente  come  autopolare  anche  XYZ 
(n.*  241).  Dal  partkgone  delle  due  condizioni  risulta  il  teorema: 

38)  «  Due  triangoli  autopolari  rispetto  ad  una  stessa  conica,  sono 
iscritti  in  una  seconda  conica,  e  (per  dualità)  circoscritti  ad  una  terza  o. 
£  viceversa:  t  due  triangoli,  che  sono  iscritti  in  (o  circoscritti  ad)  una 
conica,  sono  autopolari  rispetto  ad  un'altra  conica  «  (Steiner). 

39)  Segue  inoltre:  «  due  triangoli  isK^ritti  in  una  stessa  conica  sono 
circoscritti  ad  un'altra,  e  viceversa»  (Brianchon).  «Date  due  coniche, 
non  esiste  in  generale  un  triangolo  che  sia  isoritto  nell'  una  e  circo- 
scritto all'altra  ;  ma  se,  per  ima  particolare  posizione  delle  due  coniche, 
esiste  un  triangolo  siffatto,  ne  esistono  infiniti  altri»  (caso  particolare 
del  teorema  di  Poncbust,  contenuto  nell'es.  29)  ). 


Capitolo  IL 
CostnuEione  di  coniche. 

Teoremi  di  Pascal,  Brianchon,  Dxsarouxs. 

247.  Generaiione  di  una  conica  mediante  torme  proiettive. 

—  Ci  occuperemo  nel  presente  Capitolo  di  varie  proprietà 
proiettive  delle  coniche^  che  pennettono  di  descrivere  per 
punti  o  per  tangenti  una  curva  determinata  da  un  numero 
sufficiente  di  condizioni;  di  costruire  cioè  punti  o  tangenti 
della  conica  considerata,  in  numero  grande  quanto  si  voglia. 
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Stabiliamo   anzitutto  i  teoremi  fondamentali  seguenti, 
dovuti  a  Steineb  e  Chasles: 


I  punti  dHneontro  di  rette 
corrispondenti  in  due  fasci  prò- 
iettivi^  situaci  in  un  piano  ma 
non  sovrapposti^  costituiscono 
una  curva  di  secon^  ordine^ 
ohe  passa  per  i  centri  dei  due 
fasci. 


Le  rette  congiungenti  punti 
corrispondenti  in  due  punteg- 
giate proiettive^  situate  in  un 
piano  ma  non  sovrapposte^  co- 
stituiscono un  inviluppo  di  se- 
conda classe^  che  contiene  i 
sostegni  delle  due  punteggiate. 


Dimostriamo  il  teorema  di  sinistra.  Siano  8^  8^  i  centri 
dei  due  fasci,  ly  m,  n  tre  rette  per  8j  cui  debbano  corrispon- 
dere nella  detta  proiettività  le  rette  1%  m%  n'  del  fascio  8'. 
Se  indichiamo  brevemente  con  i  =  0,  m  =  0  le  equazioni 
cartesiane  delle  due  prime  rette  del  fascio  8^  la  terza  retta  n 
avrà  una  equazione  del  tipo  l  +  Mm  »  0.  Ma  noi  possiamo 
riscrivere  la  equazione  abbreviata  della  seconda  retta,  dopo 
aver  introdotto  /^  come  fattore  nei  coefficienti  del  poli- 
nomio m  ;  in  altri  termini,  possiamo  preparare  la  equazione 
di  quella  retta  in  guisa,  che  l'equazione  della  retta  n  si 
ottenga  sommand/o  membro  a  membro  le  equazioni  delle 
rette  Z,  m.  Eipetendo  la  stessa  considerazione  per  il  fascio  8% 
potremo  scrivere  le  equazioni  delle  sei  rette  date  sotto  la 
forma: 

8)  Z  =  0,        m  =  0,        Z  4-  w  =  0, 

fif  )  V  =  0,        m'  =  0,        V  ^m'  ^  0. 

Nella  proiettività,  che  le  due  terne  determinano,  alla  retta 
generica  Z  +  ibm  ==  0  del  primo  fascio  corrisponderà,  nel  se- 
condo fascio,  una  certa  retta  V  -h  ¥m'  =  0;  ma  il  doppio 
rapporto  di  quattro  rette  nel  fascio  8  deve  essere  uguale 
al  doppio  rapporto  delle  corrispondenti  rette  dell'altro  fascio  8'^ 
perciò  sarà  (n.""  145,  e))  h  =  ¥.  Siamo  cosi  condotti  a  cercare 
la  equazione  del  luogo  descritto  dalla  intersezione  delle  due 
rette  corrispondenti  ài  8y  8': 

l     l  +km  ^  0, 
^     Z'  +  &m'  =  0, 
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le  quali  variano  insieme,  al  variare  del  parametro  h.  Questa 

equazione  si  otterrà  eliminando  k  fra  le  equazioni  (1)  (n.°  51). 

Bisulta 

(2)  Im'  —  rw  =  0. 

La  (2)  è  di  secondo  grado  nelle  coordinate  a?,  y  (che 
entrano  linearmente  nei  polinomi  l,  m,  1%  w')  ;  il  luogo  nomi- 
nato è  dunque  una  curva  di  secondo  ordine.  I  centri  8j  S^ 
dei  due  fasci  appartengono  poi  al  luogo,  perchè  le  coordi- 
nate del  punto  8j  ad  esempio,  auDuUano  i  i>olinomi,  Z,  m, 
e  quindi  soddisfano  alla  (2)  (^). 

248.  Gottruziom  di  una  conici  determinata  da  cinque 
punti.  —  Bicordiamo  ora  che  ima  conica  è  pienamente  de- 
terminata, quando  si  conoscano  cinque  dei  suoi  ponti,  di 
cui  mai  tre  siano  allineati  (n.^^  228).  Sarà  possibile  disporre 
i  due  fasci  proiettivi,  di  cui  parla  il  teorema  precedente,  in 
guisa  che  la  conica  da  essi  generata  passi  per  cinque  punti 
reali  assegnati  f 

Scelti  due,  AeBj  dei  cinque  punti  come  centri  dei  due 
fasci,  proiettiamo  da  essi  gli  altri  tre  (7,  JD,  JE/,  mediante  le 
due  terne  di  rette  o,  df,  e;  &,  d%  e^\  e  riferiamo  proiettiva- 
mente i  due  fasci  J.,  Bj  in  guisa  che  queste  terne  si  corri- 
spendano  (n.  170).  Il  luogo  della  intersezione  F  di  rette  cor- 
rispondenti f,  f  dei  due  fasci  è  una  conica^  che  (venendo  a 
passare  per  i  cinque  punti  dati)  risolve  il  problema. 


C)  Se  la  retta  88'  comune  ai  due  fasci  fosse  unita,  rappresentando 
con  2  ìb  0  quella  retta,  il  polimonio  V  si  potrebbe  ritener  identico  al 
polinomio  {,  e  la  equasione  (2)  del  luogo  assumerebbe  la  forma 

l{m — m')-»0. 

Ora  questa  rappresenta  Pinsieme  delle  due  rette 

ImmO,     m  —  m'  =  0, 

di  cui  la  prima  è  la  88\  mentre  la  seconda  sarà  il  luogo  delle  inter- 
seEÌoni  di  rette  corrispondenti  non  unite.  Si  ritrova  cosi  la  proprietà 
(n.*  168)  che  i  due  fasci  proiettivi  8, 8\  aventi  una  retta  unita,  sono 
prospettivi  (essendo  m  —  m'  »  0  Tasse  di  prospettiva). 
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Facendo  variare  le  rette  corrispondenti  /,  f ,  si  ottengono 
quanti  punti  si  vogliano  della  nostra  curva.  La  costruzione 
di  ciascun  punto  F  porta  dunque  a  determinare  la  ulte- 
riore intersezione  della 

curva  con  una  retta  /,  «/^       \  j; 

uscente  da  uno,  J.  ad         &      \/i^'^       N.      \ 
es.,    dei    cinque    punti  'i^T^S^  -  **••.  ^v . 

dati;    un   siffatto   prò-        /     /  \\'x\^ '■'ÌÌ:^W^  «' 

blema  si   risolve   colla  /    \\^^  

sola  riga.  c^.-.^-^rx''^ 

La  seconda  interse-  /        \     V^  X   /     \  /^ 

zione  F  della  retta   /  \  \n  \y    V^.     \* 

colla  curva  è,  in  gene-  'a'    \^  /'  \f 

rale,  distinta  dalla  prima 

intersezione  A.  Ma  se  la  retta  /,  descrivendo  il  fascio  Aj 
assume  quella  posizione  a,  che  corrisponde  alla  retta  BA^a^ 
del  fascio  B^  le  sue  intersezioni  colla  curva  vengono  a  coin- 
cidere in  A  ;  dunque  a  è  tangente  alla  conica  in  A,  8e  una 
conica  è  generata  mediante  fasci  proiettivi^  alla  congirni- 
gente  i  centri  dei  due  fasdj  considerata  in  uno  di  essij  corri- 
sponde^  nelVaUro  fa^ciOj  la  tangente  alla  conica  nel  centro 
di  questo. 

Segue  di  qua  il  modo  di  costruire  la  tangente  in  uno,  A^ 
dei  punti  dati.  Ma  segue  pure  che:  una  conica  è  pienamente 
determinata  e  può  costruirsi  mediante  fasci  proiettivi^  quando 
di  essa  si  conoscano  quattro  punti  e  la  tangente  in  uno  di  essi, 
0  tre  punti  e  le  tangenti  in  due  di  essi.  Infatti,  dette  a,  V  le 
tangenti  in  J.  e  JB,  e  detta  a'  =  b  la  retta  A  B,  considerata 
rispettivamente  nei  fasci  JB,  A,  ricorreremo,  per  il  primo 
problema,  alla  proiettività  che  muta  a,  e,  d  in  a',  c',d'  ]  per 
il  secondo,  alla  proiettività  che  muta  a,  &,  e  in  a',  b%  c\ 

249.  Gostruziom  di  una  conica  determinata  da  cinque 
tangenti.  —  I  risultati  precedenti  possono  trasformarsi  per 
dualità  piana.  Anzitutto  si  osservi  che  un  inviluppo  di  se- 
conda classe  è  individuato  da  cinque  delle  sue  rette,  di  cui 
mai  tre  passino  per  uno  stesso   panto   (teorema  duale  del 
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n.  228);  in  altri  termini  (n."^  236):  una  conica  è  pienamente 
determinata^  quando  si  conoscano  cinque  delle  sue  tangenti. 

Ciò  premesso,  proponiamoci  il  problema:  date  cinque 
tangenti  di  una  conica^  costruire  quante  altre  tangenti  si 
vogliano  alla  curva;  brevemente,  costruire  la  conica  per  tan- 
genti. 

Siano  a,  6,  e,  d,  e  le  cinque  tangenti  date  (che  suppor- 
remo reali).  Assmite  due  tra  quelle,  ad  es.  a  e  6,  come  sostegni 
di  punteggiate,  si  seghino  con  esse  le  tre  rette  o,  d,  e;  si 
otterranno  le   teme  di  punti  CD  E,  C  D'  E\   Si  costruisca 

ora  la  proietti- 
./  ^.>^  vita  tra  le  due 

punteggiate 
determinata  da 
queste  due  ter- 
ne: ogni  nuova 
coppia  di  punti 
-P,  JP',  corri- 
spondenti i  n 
essa,  darà  una 
nuova  tangen- 
te/=-PJ?'alla 

conica  richiesta.  Ciascuna  costruzione  porta  dunque  a  con- 
durre, per  un  punto  E  di  una  tangente  a  assegnata,  l'ulte- 
riore tangente  /  alla  conica;  la  costruzione  si  eseguisce 
colla  sola  riga. 

Quella  tangente  /  differisce,  in  generale,  dalla  tangente 
data  a  uscente  dallo  stesso  punto  JP  ;  la  /  viene  però  a  coin- 
cidere colla  a,  se  il  punto  J^,  descrivendo  a,  si  porta  in 
quel  punto  JL,  che  ha  per  corrispondente  su  6  la  interse- 
zione A'  ^ah  dei  due  sostegni.  Dunque  J.  è  il  punto  di 
contatto  della  conica  con  a.  Similmente  al  punto  £=a&, 
considerato  in  a,  corrisponde  su  h  il  punto  di  contatto  £^ 
Segue  di  qua  che  una  conica  è  determinata  e  può  costruirsi 
per  tangenti^  quando  di  essa  siano  date  quattro  ta/ngenii  e  il 
punto  di  contatto  sopra  una  di  essCj  o  tre  tangenti  e  i  punti 
di  contatto  sopra  due  di  esse. 
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Oiservazlone.  —  Biasstmiendo  i  risultati  dell'ultimo  n."" 
e  del  precedente,  possiamo  dire  di  saper  costruire  una  conica, 
di  cui  si  conoscano  cinque  elementi  fra  punti  e  tangenti, 
purché  ciascuna  tangente  data  passi  per  uno  dei  punti  dati, 
se  prevale  il  numero  di  questi,  o  dualmente  ;  nel  primo  caso 
la  conica  si  costruirà  per  punti,  valendosi  di  due  fasci  pro- 
iettivi; nel  caso  duale  si  costruirà  per  tangenti,  valendosi 
di  due  punteggiate  proiettive. 

250.  Corollari  della  genorazlono  mediante  forme  proiettive. 

—  Poiché  una  conica  è  determinata  da  cinque  quali  si  vo- 
gliano dei  suoi  punti,  e,  dati  questi,  la  curva  può  costruirsi 
mediante  fasci  proiettivi,  si  conclude  col  teorema  di  sinistra  : 


Una  curva  di  secondo  or- 
dine (reale)  può  sempre  riguar- 
darsi come  luogo  delle  irUerse- 
zioni  di  rette  corrispondenti 
in  due  fasci  proiettivi^  i  cui 
centri  siano  due  punti  generici 
detta  curva. 


Un  inviluppo  di  seconda 
classe  {reale)  può  sempre  ri- 
guardarsi come  inviluppo  delle 
congiuf^erUi  punti  corrispon- 
denti in  due  punteggiate  pro- 
iettive, i  cui  sostegni  siano  due 
rette  generiche  deUHnviluppo. 


Giova  talora  enunciare  gli  ultimi  teoremi  sotto  la  forma 
seguente: 


Le  rette,  che  proiettano  un 
punto  mobile  lungo  una  conica 
da  due  punti  fissi  di  questa,  de- 
scrivono due  fasci  proiettivi. 


I  punti,  in  cui  una  tan- 
gente mobile  di  una  conica  sega 
due  tangenti  fisse  di  questa,  de- 
scrivono due  punteggiai  pro- 
iettive. 

Ora  il  teorema  di  sinistra  fu  già  dimostrato  per  il  cerchio 
(n.°  177),  che  è  una  conica  particolare.  Le  conseguenze,  che 
ne  deducemmo  allora  (indipendenti,  come  fu  notato,  dal 
fatto  che  i  due  fasci  risultavano,  non  solo  proiettivi,  ma 
uguali),  si  possono  trasportare  senz'altro  aUe  coniche.  Colle 
stesse  parole  ivi  adoperate  si  possono  dunque  definire  U 
doppio  rapporto  di  quattro  punti  di  una  conica,  la  proiet- 
tività  fra  una  punteggiata  tracciata  sopra  una  conica  ed 
una  forma  di  prima  specie,  o  tra  due  punteggiate  sopra  una 
stessa  conica,  e  la  involuzione  sulla  conica.  E  nella  costru- 
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zione  di  Steiner  (n.^  178)  degli  elementi  uniti  di  due  forme 
proiettive  sovrapposte,  si  può  servirsi  di  una  conica,  in 
luogo  di  un  cerchio,  senza  modificare  il  procedimento  ivi 
indicato. 

Ma  ora  possiamo,  valendoci  del  teorema  di  destra,  enun- 
ciare tutte  le  proposizioni  duali.  Intenderemo,  ad  es.,  per 
doppio  rapporto  di  quattro  tangenti  a,  6,  o,  <Z  di  una  conica^ 
il  doppio  rapporto  dei  punti,  in  cui  queste  segano  una  quinta 
tangente  arbitraria  alla  curva.  Potremo  poi  estendere  la 
definizione  di  proiettività  tra  due  forme  di  prima  specie  al 
caso  che,  in  luogo  di  una  delle  forme  (od  anche  di  tutte 
due),  si  abbia  un  sistema  di  tangenti  ad  una  conica;  e  po- 
tremo finalmente,  valendoci  delle  tangenti  ad  una  conica, 
assegnare  una  costruzione  duale  di  quella  di  Steiner  per 
gli  elementi  uniti  di  una  proiettività  tra  forme  sovrapposte 
di  prima  specie. 

Lo  stretto  legame  che  passa  fra  i  due  concetti  duali  è 
messo  in  rilievo  dal  fatto  che:  un  gruppo  di  quantisivo" 
glia/no  punii  di  una  conica  è  proiettivo  al  gruppo  delle  rela- 
tive tangenti.  Siano  infatti  J.,  JB,  0,  i> . . .  più  punti  di  una 
conica,  a,  hj  Cy  d  . . .  le  relative  tangenti.  Fissato  un  punto  8 
arbitrario  della  curva,  e  detta  s  la  tangente  ivi,  ricordiamo 
che  il  gruppo  di  punti  J.,  Bj  Cj  D  ...  è  proiettivo,  per  de- 
finizione, al  fascio  8  (Aj  By  0,  D  . . .  )  ;  mentre  il  gruppo  di 
tangenti  a,  &,  o,  d  . . .  è  similmente  proiettivo  alla  punteg- 
giata 8  {aj  b,  Cj  d  . . .  ).  Ora  quel  fascio  e  questa  pimteggiata 
sono  proiettivi  tra  loro,  perchè  la  polarità  determinata  dalla 
conica  muta  ogni  retta  (ad  es.  8 A)  del  fascio,  nel  punto 
corrispondente  {sa)  della  punteggiata;  quindi,  ecc. 

261 .  Teoremi  di  Pascal  e  Bbianohon.  —  Dalla  genera- 
zione del  cerchio  mediante  due  fasci  proiettivi  (uguali)  ab- 
biamo dedotto  (n.^  179)  il  teorema  di  Pascal  sull'esagono 
iscritto  in  un  cerchio.  Lo  stesso  teorema  e  la  stessa  dimo- 
strazione si  trasportano  alle  coniche.  Ma  per  queste  curve 
il  teorema  è  invertibile,  e  dà  quindi  la  condizione  neces- 
saria e  sufficiente  perchè  sei  punti  appartengano  ad  una 
conica.   Per  metter  ciò  in  luce  riproduciamo  qui  la  dime- 
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strazione.  Trasformando  poi  questa  per  dualità  piana,  si 
perviene  al  teorema  di  destra,  che  il  Bbianchon  dedusse 
dal  teorema  di  Pascal,  mutando  l'esagono  iscritto  in  un 
seilatero  circoscritto  mediante  la  polarità  determinata  dalla 


cornea. 

Teorema  di  Pascal 
(1640): 

8e  un  esagono  semplice  è 
iseriMo  in  una  conica^  le  in- 
tersezioni deUe  tre  coppie  di 
lati  opposti  stanno  sopra  una 
stessa  retta  (detta  di  Pascal); 
e  viceversa,  se  in  un  esagono 
semplice  si  verifica  Vultima 
proprietà^  i  vertici  di  esso  ap- 
partengono ad  una  stessa  co- 
nica^ che  può  anche  degene- 
rare in  due  rette. 


Teorema  di  Bbianchon 
(1806) : 

8e  un  seilatero  semplice  è 
circoscritto  ad  una  conica^  le 
congiungenti  le  tre  coppie  di 
vertici  opposti  passano  per  uno 
stesso  punto  (detto  di  Bbian- 
chon);  e  viceversa,  se  in  un 
seilatero  semplice  si  verifi^ca 
Vultima  proprietà,  i  lati  di  esso 
toccano  una  stessa  conica  (in- 
viluppo), che  può  anche  de- 
generare in  due  punti. 

Dimostreremo  il  teorema  di  sinistra.  Consideriamo  sei 
punti  Ay  Bj  Gy  D,  E,  -F,  dei  quali  supporremo  (lasciando  da 
parte  i  casi  di  degenerazione) 
che  mai  tre  siano  allineati.  Da 
due  di  questi,  Aj  E,  proiettiamo 
gli  altri  quattro;  sappiamo  che 
la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente, affinchè  i  sei  punti  ap- 
partengano ad  una  conica,  è 

(1)  A{CBDF)àE{CBDF). 

Segando  il  primo    fascio    colla 

retta  CJD,  il  secondo  colla  OJB,  la   condizione   si   traduce 

nell'altra 

(2)  CHDM  A  CBKNy 

dove  Hj  Mj  K,  N  indicano  punti  sezioni  delle  rette  cui  cor- 
rispondono. Le  due  punteggiate  riescono  anzi  prospettive, 
perchè  C  è  punto  unito;  quindi   la  condizione  (2)  esprime 


y^ 
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ohe  le  congiongenti  punti  omologhi  HB^  DK^  MN  passano 
per  uno  stesso  punto  P;  od  in  altre  parole,  che  il  punto  P, 
intersezione  delle  due  prime  rette,  si  trova  allineato  coi 
punti  M  ed  N.  Ora  i  punti 

P  =  AB  '  DE,      N  =  BC  '  EF,       M=CD  -  FA 

sono  le  intersezioni  delle  coppie  di  lati  opposti  {V  e  4°, 
2^  e  5%  3«  e  6*»)  dell'esagono  semplice  ABC  DE  F.  Si  con- 
clude che  la  condizione  primitiva  equivale  a  quella  espressa 
dal  verificarsi  del  teorema  di  Pascal. 

Osservazione  I.  —  La  dimostrazione  del  teorema  di 
Pascal  continua  a  sussistere  se  il  vertice  B  coincide  con  Ay 
purché  per  retta  AB  ^i  intenda  la  tangente  in  A  alla  co- 
nica; ed  anche  se  inoltre  il  vertice  D  coincide  con  E^  fa- 
cendo un'analoga  convenzione  per  la  retta  DE.  Si  otten- 
gono cosi  proprietà  di  un  pentagono  o  quadrangolo  iscritto 
in  una  conica,  che  possono  dar  luogo  a  speciali  enunciati. 
È  preferibile  però  ricorrere  sempre  all'enunciato  del  teorema 
di  Pascal,  ricordando  che  coppie  di  vertici  successivi  pos- 
sono venire  a  coincidere,  pur  di  sostituire  ad  ogni  lato  che 
sparisce,  la  tangente  che  esso  ha  per  limite.  Oonsiderazioni 
analoghe  (duali)  si  ripetono  per  il  teorema  di  Beianchon. 

Enunceremo  soltanto,  per  la  loro  semplicità,  i  corollari 
seguenti,  cui  le  dette  considerazioni  di  continuità  condur- 
rebbero, e  che  giustificheremo  presto  per  altra  via. 


8e  un  triangolo  è  iscritto 
in  una  conica,  le  tangenti  nei 
vertici  di  esso  segano  i  lati 
opposti  in  tre  punti  di  una 
retta. 


8e  un  trilatero  è  circoscritto 
ad  una  conica,  i  punii  di  con- 
tatto  dei  suoi  lati,  congiunti  coi 
vertici  opposti,  danno  tre  rette 
passanti  per  uno  stesso  punto. 


Osservazione  II.  —  Il  teorema  di  Pascal  (o  Bbianchon) 
permette  di  risolvere  i  problemi  trattati  nel  n.°  249  (o  250) 
per  una  via  diversa,  almeno  nel  linguaggio,  da  quella  ivi 
esposta. 

Si  voglia,  ad  es.,  costruire  una  conica,  di  cui  son  noti 
cinque  punti  A,  B,  C,  D,  E.  Per  uno  di  essi.  A,  si  condurrà 
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nna  retta  ad  arbitrio  Xj  sulla  quale  si  determinerà  la  ulte- 
riore intersezione  X  con  la  conica,  in  guisa   che  l'esagono 
AB  CD  EX  veri- 
fichi la  proprietà  ^ 
assegnata  dal  teo-                            y 
rema  di  Pascal.                      y^  \ 
La  figura  qui  di                   y  *;^  " 
fronte    indica    i               ^K                     .."'' 
particolari    della           y^  ^X""" — '--'^Cl-'  ^  \ 
costruzione.    Va-        /      _\ — -r^^'f"^^^    " — --^      \ 

riandò  x  intomo  ^7^'^^^'^ ~  ^aT T ^^^"T^ 

ad   A^   si   otten- 
gono quanti  si  vogliano  punti  della  curva. 

Eiarelil  (^)  I.  —  l)  Corollari  della  costruzione  delle  coniche  me- 
diante fasci  proiettivi  sono  i  seguenti  : 

d)  è  costante  l'area  del  parallelogramma  che  ha  due  lati  sopra  gli 
asintoti  di  una  iperbole  ed  un  vertice  variabile  sulla  curva; 

b)  se  da  due  punti  fìssi  di  una  iperbole  si  proietta,  sopra  un  asintoto, 
un  punto  mobile  lungo  la  curva,  la  distanza  delle  due  proiezioni  è  costante; 

e)  una  iperbole  ed  i  suoi  asintoti  determinano  sopra  ogni  trasver- 
sale due  segmenti  aventi  lo  stesso  punto  medio  ;  in  particolare,  il  tratto 
di  tangente  ad  una  iperbole  compreso  fra  gli  asintoti  è  divìso  per  metà 
dal  punto  di  contatto. 

2)  Corollari  della  costruzione  delle  coniche  mediante  punteggiate 
proiettive  sono  i  seguenti: 

a)  una  tangente  variabile  ad  una  parabola  sega  sopra  due  tangenti 
fìsse  punteggiate  simili; 

h)  è  costante  Tarea  del  triangolo  formato  dagli  asintoti  di  una 
iperbole  con  una  tangente  variabile. 

3)  Mentre  due  fasci  direttamente  uguali  (né  sovrapposti,  né  pro- 
spettivi) generano  un  cerchio,  due  fasci  inversamente  uguali  (soddisfa- 
oenti  alle  stesse  condizioni)  generano  una  iperbole  equilatera,  le  cui  tan- 
genti nei  centri  dei  fasci  sono  parallele  tra  loro.  Viceversa,  i  punti  dì 
una  iperbole  equilatera  sono  proiettati  da  due  suoi  punti,  le  cui  tan- 
genti siano  parallele,  mediante  due  fasci  inversamente  uguali. 

4)  Il  luogo  di  un  punto,  da  cui  le  due  coppie  di  vertici  opposti 
di  un  parallelogramma  sono  proiettate  mediante  coppie  di  rette  appar* 
tenenti  ad  una  involuzione  simmetrica,  è  una  iperbole  equilatera  circo- 
aeritta  al  parallelogramma. 


(')  Per  le  ooitnisioai  di  coniche  definite  da  oinane  dementi,  ▼.  gli  eserolii  in  fine  di  qneeto 
Capitolo. 
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6)  Se  un  angolo  di  data  grandezza  si  muoye  in  un  piano,  in  guisa 
che  il  yertioe  desGriva  nna  retta  fiasa  ed  nn  lato  passi  per  un  punto 
fìsso,  Taltro  lato  inviluppa  una  parabola,  ohe  tooca  pure  la  retta  fissa. 

6)  Se  due  angoli  ab,  clh*  di  data  grandezza  ruotano  intomo  ai  loro 
vertici  fìssi  iSf,  B\  in  modo  che  il  punto  aa'  percorra  una  retta,  il  punto  hi/ 
descriverà  una  conica  passante  per  S,  B'  {desorigùme  organica  delle  co- 
niche di  Nbwton). 

7)  Il  luogo  di  un  punto,  dal  quale  i  vertici  di  un  quadrangolo 
vengono  proiettati  mediante  quattro  rette  formanti  un  doppio  rapporto 
assegnato,  è  una  conica  circoscritta  al  quadrangolo  ;  come  si  costruisce 
la  tangente  in  un  vertice  di  questo,  ed  in  conseguenza  la  curva  ? 

8)  Questione  duale.  In  particolare  :  le  rette  sulle  quali  due  angoli 
di  un  triangolo  determinano  due  segmenti  di  dato  rapporto,  inviluppano 
una  parabola  isoritta  nel  triangolo  ;  per  un  punto  del  piano  passano 
dunque  al  più  due  rette  siffatte,  ed  una  sola  se  il  punto  è  improprio. 

9)  Dato  un  triangolo,  condurre  una  retta  sulla  quale  due  angoli  di 
quello  intercettino  due  segmenti  di  lunghezza  assegnata  (n.°  179,  es.  14)  ). 

10)  Due  triangoli  iscritti  In  una  coniòa  sono  circoscritti  ad  un'altra, 
e  viceversa  (cfr.  n.®  246,  es.  40)  )  ;  (detti  ABC,  DEF  i  due  triangoli,  ai 
considerino  i  due  fasci  proiettanti  da  ^  e  D  gli  altri  quattro  punti,  e 
si  seghino  con  BO,EF,  rìspettiv.;  ecc.). 

11)  Due  triangoli  autopolari  rispetto  ad  una  conica  sono  iscritti 
in  una  seconda  conica,  e  circoscritti  ad  una  terza  (cfr.  n.*  246,  es.  38)  ); 
(si  consideri  il  fascio  A(BCEF)  e  la  punteggiata  dei  poli,...). 

II.  ^  12)  Le  coppie  di  punti  segate  sopra  una  conica  dalle  coppie  di 
una  involuzione  in  un  fascio  avente  il  vertice  sulla  curva,  stanno  su  rette 
passanti  per  uno  stesso  punto,  polo  della  involuzione  (cfr.  n.^'  188,  Oss.  I). 

13)  In  particolare:  le  corde  di  una  conica,  che  sono  viste  da  un 
punto  fisso  della  curva  sotto  un  angolo  retto,  passano  per  uno  stesso 
punto  (detto  punto  di  Fbégieb)  situato  sulla  normale  alla  curva  nel 
punto  primitivo.  Se  la  conica  è  una  iperbole  equilatera,  il  punto  di 
Frégier  è  improprio,  e  tutte  quelle  corde  sono  parallele  aUa  normale. 

14)  Si  trasformi  per  dualità  l'es.  12).  Si  deduca,  in  particolare,  ohe 
«  il  luogo  di  un  punto,  dal  quale  si  possono  condurre  tangenti  peri)en- 
dioolari  fra  loro  ad  una  parabola,  è  una  retta  {direttrice)  i^, 

252.  Teorema  di  Desaugues  sulto  coniche.  —  Per  co- 
struire una  conica  determinata  da  cinque  condizioni,  con- 
viene spesso  ricorrere  al  seguente  teorema,  dovuto  a  De- 
SABGUES  (1639),  di  cui  sussiste  pure  il  teorema  duale: 

Una  trasversale  sega  urta  conica^  e  le  coppie  di  lati  op- 
posti di  un  quadrangolo  iscritto^  in  coppie  di  una  stessa  in- 
voluzione. 
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Sia  AB  CD  il  quadrangolo  iscritto,  ed  r  una  trasver- 
sale che  seghi  la 
curva  nei  punti  Q  Q^ 
reali  e  distinti,  e 
le  tre  coppie  di  lati 
opposti  del  qua- 
drangolo {ABy  CD),    -prrr- 

(AC,  ED),  {AD,  BC)      ^ 

nelle  tre  coppie  di 

punti  MM%  NN% 

JPP\  Da  due  vertici 

del  quadrangolo,  ad  es.  da,  A  e  B,  proiettiamo  gli  altri  due 

vertici  ed  i  punti  QQ^;  otterremo 

A{CDQQ')  À  B(CDQQ'), 

e,  segando  con  r, 

donde  (n.^  147,  I) 

Questa  ci  dice  che  NN%  PP^  QQ'  sono  tre  coppie  di  una 
involuzione  (n.^  181).  AUa  quale  appartiene  pure  la  coppia 
MM%  come  risulta,  sia  dal  teorema  del  n.^^  186,  sia  dal  ra- 
gionamento ora  fatto,  applicato  ad  altri  due  centri  di  pro- 
iezione, J.  e  0,  ad  es. 

Per  i  quattro  punti  A,  B,  C,  D  passano  infinite  coniche, 
ciascuna  delle  quali  sega  sulla  retta  r  (ove  la  incontri)  una 
coppia  della  involuzione  determinata  dalle  coppie  MM%  NN% 
PP\  Possiamo  dimque  enunciare  il  teorema  di  sinistra: 


Le  infinite  coniche  circo- 
scritte ad  un  quadra/ngolo  se- 
gano sopra  una  trasversale 
coppie  di  unu  involuzione,  a 
cui  appa/rtengono  le  coppie  se- 


Le  coppie  di  tangenti,  che  da 
un  punto  si  possono  condurre 
àlleinfinite  coniche  isoritte  in  un 
quadriUxtero  (^),  formano  una 
involuzione,  a  cui  appartengono 


(^)  Una  conioa  diced  iècritta  in  nn  n.latero  quando  ne  tocca  i  latd. 


] 
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gate  sulla  trasversale  dalle  tre 
coppie  di  lati  opposti  del  qua- 
drangolo (le  quali  sono  coni- 
che degeneri  circoscrìtte  al 
quadrangolo). 


le  coppie  proiettanti  dal  punto 
le  tre  coppie  di  vertici  op- 
posti del  quadrilatero  (le  quali 
sono  coniche-inviluppi  dege- 
neri iscrìtte  nel  quadrilatero). 


I  teoremi  di  Desasoues  sulla  involuzione  (n."*  186)  sono 
evidentemente  inclusi  in  questi. 

253.  Cottruiione  di  una  conici  che  passi  per  quattro  punti 
•  taccili  una  retta  ;  probicma  duaie.  —  La  involuzione  sopra 
la  trasversale  r^  di  cui  parla  il  teorema  di  sinistra,  può 
essere  iperbolica,  od  ellittica  (parabolica  solo  nel  caso  che 
la  trasversale  passi  per  un  vertice  del  quadrangolo).  Sup- 
posta iperbolica ,  e 
detti  X,  Y  i  punti 
doppi  reali,  la  conica 
determinata  dai  cin- 
que punti  Aj  Bj  Cj  Dy 
ed  X,  sega  la  tra- 
sversale r  in  un  se- 
condo pimto,  che  non 
può  differire  dal  primo  Z;  dunque,  tra  le  coniche  passanti 
per  Aj  Bj  (7,  I>,  ve  n'è  una  tangente  alla  r  in  Z,  ed  una 
seconda  tangente  in  7.  Si  ha  così  il  modo  di  risolvere  il 
problema  di  sinistra,  determinando  i  punti  doppi  X,  Y  di 
una  certa  involuzione  (problema  questo  di  secondo  grado), 
e  poi  riducendosi  a  costruzioni  note  (n.^^  248): 


Costruire  una  conica  che 
passi  per  qtuittro  putiti^  e  tocchi 
una  retta  non  conlenente  al- 
cuno di  qìiellù 


Costruire  una  conica  che 
tocchi  quattro  rette,  e  passi  per 
u/n  punto  non  appartenente  ad 
alcuna  di  quelle. 

Il  problema  ammette  due  soluzioni,  o  nessima. 

Gaso  particolare  metrico  del  problema  di  sinistra  (sup- 
ponendo la  retta  all'infinito)  è  il  seguente:  costruire  una 
parabola  che  passi  per  quaUro  punti  assegnati. 

2M.  Coroiiarl  dei  teorema  di  Desasotjes.  —  La  dimo- 
strazione del  teorema  di  Debabgues,  e  le  conseguenze  che 
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ne  abbiamo  dedotte,  continuano  a  sussistere  se  il  yertice  G 
del  quadrangolo  viene  a  coincidere  con  A,  purché  per 
retta  AC  bì  intenda  la  tangente  alla  conica  in  J. ;  si  può 
inoltre  far  coincidere  D  con  Bj  intendendo  per  retta  BD 
la  tangente  in  B.  In  quest'ultimo  caso,  invece  di  infinite 
coniche  circoscritte  ad  un  quadrangolo,  avremo  infinite  co- 
niche tangenti  a  due  rette  fisse  A8y  B8  in  due  punti 
fissi  J.,  £;  e  la  involuzione  segata  da  quelle  sopra  una 
trasversale  r,  sarà  determinata  dalla  coppia  NN%  traccia 
delle  tangenti  fisse  A8^  B8  (costituenti  una  prima  conica 
degenere),  e  dal  punto  doppio  M  =  M%  traccia  della  retta 
AB=  CD  (la  quale,  contata  due  volte,  dà  una  seconda 
conica  degenere).  Abbiamo  cosi  il  teorema  di  sinistra: 


Le  infinite  coniche^  che 
toeoano  due  lati  di  un  triangolo 
nei  vertici  situati  sopra  U  terzo 
lato,  segano  sopra  una  trasver- 
sale coppie  di  una,  involta 
ziane,  cui  appartengono  la 
coppia  segata  dai  primi  due 
lati  del  triangolo,  ed  u/n  punto 
doppio  segato  dal  terzo  lato. 


Le  coppie  di  tangenti  con- 
dotte da  un  punto  aUe  infinite 
coniche  che  toccano  due  lati  di 
un  triangolo  nei  vertici  situati 
sul  terzo  lato,  formano  una  in- 
voluzione, cui  appartengono  la 
coppia  di  rette  proiettanti  quei 
due  vertici,  ed  una  retta  doppia 
proiettante  il  terzo  vertice. 


Fra  le  coniche  nominate  nel  teorema  di  sinistra  ve 
n'è  una  sola  (oltre  alla  retta  doppia  AB)  che  tocchi  la  tra- 
sversale r.  Il  punto 
di  contatto  X,  dop- 
pio per  la  involuzione, 
è  coniugato  armonico 
dell'altro  punto  dop- 
pio M  rispetto  alla 
coppia  N  N'  ;  esso 
dunque  si  costruisce 
tirando  le  rette  AN% 
BN,  e  congiungendone  la  intersezione  ad  8  mediante  la 
retta  8X.  Segue  di  qua  che,  se  una  conica  è  iscritta  nel 
triangolo  8N  N%  le  congiungenti  i  vertici  coi  punti  di  con- 
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tatto  dei  Iati  opposti  ooncorrono  in  un  ponto.  Con  ciò  ri- 
mane giustificato  uno  dei  teoremi  enunciati  nella  Oss.  I  al 
n.^  261;  Paltro  segue  per  dualità. 

265.  Intortiiloiil  di  dM  coniche.  —  I  risultati  degli  ul- 
timi numeri  (n.^  262-264)  possono  confermarsi  ed  estendersi 
per  via  analitica.  A  tal  fine  conviene  premettere  alcune 
considerazioni  sid  sistema  di  due  coniche. 

Date  le  equazioni  di  due  coniche 

(1)  /  (a?,  y)  =  aucc^  +  2ananf  +  a^y^  +  2aitX  +  2a»y  +  a»  =  0, 

(2)  (f  (a?,  y)  =  6u  a?*  -f-  2hiixy  +  622^*  +  2hizX  +  262$^  -f-  6as  =  0, 

proponiamoci  di  determinare  i  punti  ad  esse  comuni. 

Dovremo  risolvere  il  sistema  delle  due  equazioni  nelle 
incognite  x^  y\  perciò  immaginiamole  ordinate  rispetto  ad 
una  delle  incognite,  ad  esempio  rispetto  ad  y,  ed  elimi- 
niamo y  tra  quelle.  CNiterremo  ima  equazione  risuUanle^  con- 
tenente la  sola  Xj  la  quala  vi  comparirà  a  grado  2  •  2  »  4, 
in  virtù  del  teorema  di  Bézoxjt  (^).  L'equazione  risolta  for- 
nirà dunque  quattro  valori  per  la  x  ;  siano  Xi^  o^,  Xzj  x^. 
Sostituendo  nelle  (1),  (2),  al  posto  di  x^  imo  di  questi  va- 
lori, ad  es.  a?j,  si  ottengono  due  equazioni  quadratiche  nella 
sola  y,  le  quali  hanno  una  radice  comime  y^  (e  in  generale 
una  sola),  che  si  determina  con  ima  operazione  di  massimo 
comun  divisore  tra  i  due  primi  membri.  Cosi  si  sarà  otte- 
nuta una  prima  intersezione  (a?i,  y\)  delle  due  coniche;  e 
similmente  si  troveranno  altre  tre  intersezioni  (0^2,  ys)  {xt^  yz)j 
{Xéj  yé)'  Concludiamo  che  due  coniche  ai  segano  in  quattro 
punti;  a  meno  che  le  coniche  non  coincidano,  o  non  si 
spezzino  in  due  coppie  di  rette  aventi  una  retta  comune. 

La  determinazione  analitica  dei  quattro  pimti  dipende 


(')  In  generale  quel  teorema  dice  che»  se  le  due  equazioni  primi- 
tive sono  dei  gradi  m,  n,  Teqnasione  risultante  sarà  di  grado  mn;  donde 
segue  ohe  due  curve  aigebriehe  di  ordini  m,  n,  hanno  mn  intereeeioni.  V.^ 
a  questo  proposito,  Cafxlli,  leiUusfioni  di  anaUei  àlgebriea  (1902),  pa- 
gina 673,  dove  il  caso  che  a  noi  interessa  è  trattato  in  tutti  i  parti- 
colari. 


VASOIO  DI  OONlOHa  483 


dunque  dalla  risoluzione  di  una  equazione  di  quarto  grado 
ad  una  incognita,  equazione  i  cui  coefiOlcienti  sono  reali  se 
tali  sono,  come  supporremo,  i  coefiOlcienti  della  (1)  e  (2).  Le 
particolarità  che  possono  presentare  le  radici  di  una  siffatta 
equazione  (radici  reali,  o  immaginarie  coniugate,  distinte  o 
coincidenti)  si  traducono  in  particolarità  relative  ai  quattro 
punti  nominati.  €i  limitiamo  ad  enumerarle  qui,  riservan- 
doci di  esaminare  più  accuratamente  qualche  caso  nel 
seguito. 

a)  Le  quattro  intersezioni  Aj  B^  Cy  D  di   due  coniche 
possono  esser  tutte  distinte  (caso  generale),  e  precisamente: 

1)  tutte  reali;  è  il  caso  di  due  coniche  circoscritte 
ad  un  quadrangolo; 

2)  due  Ay  B  reali,  e  due  0,  D  immaginarie  coniu- 
gate; tale  caso  si  presenta,  ad  es.,  per  due  cerchi  interse- 
cantisi  in  due  punti  J.,  B  (allora  (7,  D  cadono  nei  punti 
ciclici)  ; 

3)  tutte  immaginarie,  A  coniugata  con  B^eC  con  D  ; 
si  considerino,  ad  es.,  due  cerchi 
non  secantesi. 

b)  Delle  quattro  intersezioni 
alcune  possono  coincidere.  Se  due 
o  piìi  coincidono  in  A,  si  dice 
che  le  due  coniche  si  toccano  in 
Aj  e  si  dimostra  che  hanno  ivi 
la  stessa  tangente  ;  vanno  qui 
distinti  i  casi  seguenti: 

4)  due  intersezioni  A^B  coincidono  in  un  punto 
reale^  dove  si  ha  im  contatto  semplice  (o  del  primo  ordine^  o 
ìnpimto)j  e  le  altre  due  intersezioni  (7,  D  sono  reali  e  di- 
stinte, come  nella  figura  qui  tracciata; 

6)  oppure,  oltre  al  contatto  semplice  J.  =  £,  si  hanno 
due  intersezioni  inmxaginarie  coniugate,  come  ad  es.  nel 
caso  dì  due  cerchi  tangenti; 

6)  tre  intersezioni  A^B=C  coincìdono  in  un  punto 
reale,  dove  le  coniche  hanno  un  contatto  del  secondo  ordine 
(o  tripunto,  o  purUo  di  oscillazione)^  e  la  quarta  intersezione  D 
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ò  reale  e  diBtìDta  da  quelle;  si  dimostra  poi  che  nel  punto  A 

le  coniche,  oltre  a  toccarsi, 
si  attraversano,  come  nella 
figura  qui  accanto; 

7)  le  quattro  interse- 
hb-cl^                \             )       ^v(m.  A  =  B=:C  =  D  coinci- 
dono in  un  pimto  reale,  dove 
si  ha  un  oantoMo  dd  terzo  or- 
dine  (o  quordripunto)  ; 

8)  possono  finalmente 
due  intersezioni  A  =  B  coin- 
cidere in  un  primo  punto,  e  le  altre  due  C  =  D  in  un  se- 
condo punto,  nel  qual  caso  le  coniche  diconsi  bUangenii; 
ma  i  due  punti  di  contatto  A  e  C  possono  essere:  o  reali 
e  distinti,  come  nelle  coniche  di  cui  parla  il  teorema  del 
n.°  254; 

9)  oppure  immaginari  e  coniugati;  ciò,  ad  es.,  accade 
per  due  centri  concentrici,  i  quali,  come  vedremo,  si  toc- 
cano nei  punti  ciclici. 

266.  Fatelo  di  conicfia.  —  Qualunque  sia  il  caso  in  cui 
si  trovino  le  due  coniche  (1)  e  (2),  è  facile  scrivere  la  equa- 
zione di  ogni  altra  conica  passante  per  le  loro  intersezioni.  Si 
formi  infatti  una  combinazione  lineare  delle  (1)  e  (2),  ado- 
perando due  parametri  a,  /i,  non  entrambi  nulli.  Si  otterrà 
una  equazione 

(3)  A/(a?,y)  +  ;x(f(a?,y)  =  0, 

di  secondo  grado  in  Xj  y,  la  quale  rappresenta  dunque  una  co- 
nica. Al  variare  di  a  e  ju,  o  meglio  del  rapporto  —  ,  si  hanno 

infinite  coniche,  tra  le  quali  la  (1)  (a  4=  0,  /x  «  0)  e  la  (2) 
(A  »  0,  u  =1=  0)  ;  esse  formano  un  sistema  detto  f ascio  di  co- 
niche (cfr.  n.°  49)  (^). 


(')  Il  caso  particolare  del  fascio  di  cerchi  fu  già  studiato  al  n.^  59. 
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Proprietà  fondamentali  del  fascio  sono  le  sedenti: 

a)  Ogni  punto  {reale  o  immaginario)   comune  aUe  co- 
niche (1)  e  (2)  a/ppartiene  pure  a  Putte  le  coniche  dei  fascio; 

b)  Per  ogni  altro  punto  del  piano  passa  una,  ed  una 
sola  conica  dei  fascio. 

Infatti,  se  le  coordinate  (a/,  y')  di  un  punto  P  annul- 
lano insieme  i  polinomi  (1)  e  (2),  esse  annulleranno  pure  il 
polinomio  (3),  donde  il  teorema  a).  Se  invece  i  valori 
/  i^'ì  y%  ^  (^%  y')  i^on  sono  entrambi  nulli,  allora  dalla  re- 
laizione 

si  potrà  ricavare,  in  modo  perfettamente  determinato,  il 
rapporto  —  (^  "T")  J  sostituendo  il  valore  trovato  nella  (3), 

divisa  per  f^  (o  per  a),  si  avrà  Pequazione  di  quella  conica 
del  fascio  che  passa  per  P;  donde  se^e  il  teorema  b). 

I  quattro  punti  comuni  alle  curve  (1),  (2),  e  quindi 
alle  infinite  coniche  del  fascio,  si  chiamano  pv/nti  base  del 
fascio.  Se  questi  sono  reali  e  distinti,  vertici  di  un  qua- 
drangolo, il  fascio  è  costituito  da  tutte  le  coniche  circo- 
scritte al  quadrangolo. 

Le  coniche  di  un  fascio  segano  sopra  una  retta  del 
piano  infinite  coppie  di  punti.  Se  tale  retta  è,  ad  es.,  Passe  x 
(come  può  sempre  supporsi,  eseguendo,  ove  occorra,  una 
trasformazione  di  coordinate,  che  muta  la  (3)  in  ima  equa- 
zione dello  stesso  tipo),  la  coppia  segata  dalla  (3)  sarà  data 

(l)er  y  ==  0)  da 

A/(a?,0)  +  |i.(p(a;,0)  «0 
ossia 

A  (Oli «2  +  2ai8X  +  Osa)  +  >t  (òux*  +  26i8a;  +  ftss)  =  0 
Ma,  al  variare  di  —  ,  questa  coppia  di  punti  descrive  sul- 
l'asse X  una  involuzione  (n.°  184).  Oondudiamo  dunque  col 
seguente  enunciato,  che  presenta  sotto  la  forma  più  gene- 
rale (dovuta  a  Stubm)  il  teorema  di  Desargttes  (n.°  262): 

Le  infinite  coniche  di  un  fascio  segano  sopra  una  tr a- 
sversaie  coppie  di  una  invólusdone. 


"1    — -■; 


i86  FABVB  IT»  OAF.  U«  HV.  267,  S58 

2S7.  Confeha  litgiiiarl  In  un  taido.  —  La  oonica 
(3')  /(a?,»)+  1c(p{x,y)  =  0 

(dove  ^  ""  ~7~)  ^  degenere,  se  si  annulla  il  suo  disami- 
nante, se  è  dunque 

Oli  +  kbn        ait  +  Jcbn        aiz  4-  fcfcis 

(4)  «21  +  Icbfri  a22  +  4^22  <*»  +  fcftgg       =  0. 

Ora  questa  è  una  equazione  di  terzo  grado  in  i:,  la  quale 
tomisoe  per  k  tre  valori.  Perciò,  in  un  fascio  di  coniche  si 
trovano  tre  coniche  degeneri  (a  meno  che  tutte  le  coniche  del 
fascio  non  siano  degeneri). 

Se  i  pimti  base  del  fascio  A,  B,  0,  D  sono  tutti  di- 
stinti, vertici  di  un  quadrangolo,  le  tre  coniche  degeneri 
son  date  dalle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo 

(5)  AB,  CD]      AC,  BD,      AD,  BC. 

E  sono  tutte  reali,  se  quei  punti  sono  reali;  oppure 
ima  sola  reale  (ad  es.  la  prima),  e  le  altre  due  immaginarie, 
se  due  soli  di  quei  punti  (ad  es.  A,  B)  sono  reali,  o  se  sono 
tutti  inmiaginari  (ad  es.  A  coniugato  con  B,  e  C  con  D); 
nell'ultimo  caso  però  sono  reali  i  tre  punti  doppi  delle  co- 
niche d^eneri 

M  =  AB  .  CD,      N  =  AC  •  BD,      P  =  AD  •  BC, 

mentre  nel  penultimo  caso  è  reale  solo  il  punto  M.  U 
triangolo  diagonale  MNP  del  quadrangolo  ABCD,  iscritto 
in  tutte  le  coniche  del  fascio,  è  autopolare  (n.^  240)  rispetto 
alle  dette  coniche;  e  si  dimostra,  nel  caso  di  punti  base 
distinti,  che  è  Punico  triangolo  godente  siffatta  proprietà. 
I^el  caso  di  punti  base  non  tutti  distinti,  le  tre  coniche 
degeneri  del  fascio  vengono  in  parte,  o  tutte,  a  coincidere. 
Qui  basterà  notare  (v.  n.°  258)  che  le  dette  coniche  sono 
ancora  fomite  dallo  schema  (5),  -purché  si  intenda,  al  solito, 
per  retta  congiungente  due  punti  base  coincidenti,  la  tan- 
gente comune  ivi  alle  coniche  del  fascio  ;  (sicché,  se  A  =  £, 
delle  tre  coniche  degeneri  una  è  formata  dalla  tangente  in  A 
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presa  colla  retta  CD^  e  le  altre  due  coincidono  nella  coppia 
AC  •  BD=:AD  •  BC).  H  triangolo  autopolare  comune  de- 
genera,  o  diviene  indeterminato;  quest'ultimo  caso  si  pre- 
senta, se  le  coniche  del  fascio  si  toccano  in  due  punti 
A=B,  C^D\  perchè  allora  il  punto  if  =  AB  •  CD,  in- 
sieme con  due  punti  qualisivogliano  di  iiO,  che  siano  co- 
niugati armonici  rispetto  ad  J.  e  C,  fornisce  un  siffatto 
triangolo. 

OsMrvazIOM.  —  Per  determinare  i  punti  J.,  B,  0,  D  comuni  alle 
due  coniche  /  =  0,  cp  «  0,  si  può  (anziché  seguire  la  vìa  indicata  al  n.<>  255) 
rìsolyere  l*equasìone  cubica  (4),  sostituirne  una  radice  ^i  nella  (3'),  e  scrì- 
yere  le  equazioni  staccate  delle  due  rette,  ad  es.  AB,  CD,  componenti 
la  corrispondente  conica  degenere  del  fascio,  il  che  si  ottiene  risolvendo 
una  equazione  di  secondo  grado  ad  una  incognita  (n.*  243).  Le  interse- 
zioni A,B  e  0, 2>^di  quelle  rette  colla  conica  /  ■■  0  (o  cp  =  0),  le  cui  coor- 
dinate si  ricavano  risolvendo  altre  due  equazioni  quadratiche  ad  una 
incognita,  sono  i  punti  cercati.  Oppure  possiamo  valerci  di  due  radici 
distinte  k^,  1c^  (se  esistono)  della  (4),  scrivere  le  equazioni  staccate  delle 
rette  AB,  OD  e  J.0,  BD  componenti  le  relative  coniche  degeneri  (per  il 
ohe  basta  risolvere  due  equazioni  quadratiche),  e  determinare  le  inter- 
sezioni delle  rette  di  una  coppia  colle  rette  dell'altra.  In  ogni  caso  :  la 
risókufione  della  equaeione  di  ^  grado,  a  oui  eonduee  U  detto  problema 
trattalo  direttamente  (n.^  255),  pud  farei  dipendere  daUa  rieohmone  di  una 
equazione  di  3'  grado  e  di  due  o  tre  equaaùmi  quadratiche  ;  ciò  d'accordo 
colla  teoria  delle  equazioni  di  quarto  grado  ad  una  incognita. 

*  268.  Contatti  di  dui  eonScha.  —  Per  giustificare  alcune 
affermazioni  contenute  negli  ultimi  numeri,  esaminiamo  i 
Tari  contatti  che  due  coniche  possono  avere  in  un  pimto. 
Assumiamo  il  punto,  supposto  reale,  come  origine,  e  la  tan- 
gente alla  prima  conica  in  esso  come  asse  y.  Allora  risulta 
facilmente  che  l'equazione  di  questa  conica  è  del  tipo 

(1)  OiiO?*  +  2av^xy  +  o^y*  +  2ai%x  ==  0, 

dove  si  suppone  «224=^9  ai8=|=0,  per  evitare  casi  di  spez- 
zamento. Si  abbia  poi  una  seconda  conica,  la  quale  passi 
per  Porigine, 

(2)  611  oj*  +  26i2a?y  -f  622^2  +  26180?  +  262$^  =  0. 

Per  trovare  le  tre  rimanenti  intersezioni  delle  due  curve, 
qui  conviene  ridurre  omogenee  le  equazioni  (1),  (2);  fatto 
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ciò,  la  terza  coordinata  z  comparirà  come  fattore  nell^al- 
timo  termine  della  (1)  e  negli  ultimi  due  termini  della  (2). 
Eliminando  poi  2;  fra  le  due  equazioni;  troveremo  come 
risultante 

(3)  {bnx  +  bfs^y)  (anO?*  +  2autanf  +  0^9^) 

—  aizx  {bnoi^  +  2bi%xif  +  b^f^)  =  0. 

Questa  equazionCi  omogenea  e  di  terzo   grado  in  x^  y,  for- 

X 

nisce  per  il  rapporto  —  tre  valori  fti,  h%y  hz^  e  quindi  rap- 

presenta  tre  rette  —  =  ìci,  k^,  ìczy  uscenti  dall'origine  e  pas- 

santi  per  le  tre  intersezioni  richieste  A,  Bj  0.  Queste  si 
otterranno  dunque  determinando  i  pimti,  in  cui  quelle  tre 
rette  segano  (oltre  che  in  0)  una  delle  due  coniche  date, 
ad  es.  la  (1). 

Ora  se  si  suppone  che,  delle  tre  intersezioni  A,  Bj  C^ 
una,  ad  es.  Aj  coincida  con  0,  vuol  dire  che  una  OA  deUe 
tre  rette  nominate  non  incontra  la  (1)  fuori  di  0,  e  viene 
quindi  a  coincidere  coU'asse  y,  tangente  alla  (1)  in  0.  Al- 
lora la  (3)  deve  esser  soddisfatta  poneudo  a;  =  o,  y  qualsiasi; 
deve  esser  cioè  frss  022  =  0  ;  e  siccome  è  per  ipotesi  oss  =f=  ^9 
dobbiamo  ritenere  Ò28  ^^  0.  Questa  ci  dice  che  la  seconda 
conica,  la  cui  equazione  diviene 

(2')  611  «2  +  2bi2xy  +  622»^  +  2bisX  =  0, 

(con  &22  =j=  0,  Ò18  =^  0,  per  evitare  casi  di  spezzamento)  ha 
in  0  la  stessa  tangente  a;  =  0  della  prima  conica;  la  riunione 
in  0  di  due  intersezioni  delle  due  curve  {eontaUo  di  V  ardine) 
porta  dimque,  come  si  era  affermato  (nP  266,  b))j  che  queste 
abbiano  ivi  la  stessa  tangente. 

Biprendiamo  la  (3)  che,  nella  ipotesi  628  »  0,  soppri- 
mendo il  fattor  comime  cr,  assume  la  forma 

(3')  {aiibis  —  aizbn)x^  +  2  («12613  —  «isM^ 

-f  (osaftis—  aub2&)y^  ==  0, 

e  rappresenta  due  rette  OB,  OG^  congiungenti  0  colle  altre 
due  intersezioni  delle  due  curve.  Se  una  B  di  queste  viene 
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ancora  a  ooincidere  con  0,  la  (3')  deve  fornire  una  radice 
—  =0;  donde  segue  022618  —  013(22  »  0,  ossia 

y 

-.  O22         018 


^22 


ftis 


Se  finalmente  anche  Paltima  intersezione  C  viene   a 

OS 

coincidere  con  0,  i  due  valori  di  — fomiti  dalla.X3')  saranno 


nulli,  e  si  verificherà,  oltre  la  condizione  già  scritta,  anche 
la  012618  — Ois^u  =  0;  si  avranno  insomma  le  due  condi- 
zioni 

/Kv  O12  O22  O18 

\^^  IT'  ^  IT"  "^  nr~  > 

O12  O22  018 

(dove  0129  ^  devono  ritenersi  o  entrambi  diversi  da  zero,  o 
entrambi  nulli).  La  (4),  o  rispettivamente  le  (6),  danno  le  con- 
dizioni  aUmehè  le  due  coniche  (non  degeneri)  (1)  e  (2")  ab- 
biano inO  un  contatto  di  secondo  ordine  (punto  d^oaculazione)^ 
o  di  terzo  ordine. 

Se  moltiplichiamo  i  due  membri  della  (2')  per  il  fattore 

non  nullo,  né  infinito,  -^  ,  possiamo  anche  presentare  i  ri- 
ccia 

siiltati  ottenuti  dicendo  che:  la  equazione  di  una  conica  non 
degenere^  avente  neWorigine  un  contatto  di  primo^  secondo^  o 
terzo  ordine  cotta  (1),  si  può  scrivere  sotto  la  pnmo,  la  se- 
eondaj  0  la  terza  forma^  rispettivamente: 

(6)  a'iiofi  +  2a'i2xy  +  o  ^y^  +  2oi8X  =  0, 

(7)  a'u^  +  2a'i2xy  +  a^y^  +  2aizX  «  0, 

(8)  a'nofi  +  2ai2^  +  022^*  +  2oi8a?  =  0, 

dove  le  a'  hanno  valori  arbitrari. 

Se  formiamo  una  combinazione  lineare,  mediante  un  pa- 
rametro kf  della  (1)  colla  (6),  o  colla  (7),  o  colla  (8),  rico- 
nosciamo anzitutto  che  due  coniche  generiche  del  fascio 
hanno  tra  loro  un  contatto  del  1^,  2^,  o  3°  ordine,  rispet- 
tivamente.  Uguagliando   poi  a  zero  il  discriminante  della 
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combinazione  lineare,  troviamo,  nel  primo  caso,  la  relazione 

(1  +  ft)«  (a«  +  fca'a)  =  0, 

e,  negli  altri  due, 

(1  4-  Vf  -  0. 

Bicaviamo  di  qua  che,  nel  fascio  delle  coniche  aventi  un 
semplice  contatto  in  O,  e  secantisi  ulteriormente  in  J3,  C, 
due  delle  tre  coniche  degeneri  coincidono  colla  coppia  di 
rette  OBj  OC  (corrispondente  alla  radice  doppia  ft  =  -~  1), 
e  la  terza  è  formata  dalla  tangente  in  0  e  dalla  retta  BC 

(e  corrisponde  a  &  =- ^  |  •  Invece  nel  fascio  delle  coniche 

che  hanno  in  0  un  contatto  del  secondo,  o  del  terzo  ordine, 
le  tre  coniche  degeneri  (i;  »  —  1)  coincidono  colla  coppia 
formata  dalla  tangente  in  0  e  dalla  retta  congiungente  O 
colla  ulteriore  intersezione  0,  distinta  o  coincidente  con  O. 
Tutto  ciò  d'accordo  colle  affermazioni  fatte  nel  n.°  267. 

OtservatiORe.  —  Per  fare  un'applicazione  metrica  delle 
cose  dette,  notiamo  che,  tra  le  coniche  osculatrici  aUa  (1) 
in  un  punto  0  di  essa,  vi  è  un  cerchio,  cerchio  oaculatare. 
L'equazione  di  questo  si  ottiene,  nella  ipotesi  di  coordinate 
ortogofiali^  ponendo  nella  (7)  a\i  ^  a^,  a^s  —  0,  e  può  scri- 
versi sotto  la  forma 

(70  ix^  +  y^  +  2-^x^O, 

022 

la  quale  mostra  che  il  cerchio   osculatore  ha  il  centro  nel 

punto  1 — ,  0 1  dell'asse  a;,  normale  alla  curva  in  0  (cioè 

perpendicolare  alla  tangente),  ed  ha  il  raggio  uguale  al  va- 
lore assoluto  di  -—  • 

^22 

269.  Equazioni  di  una  conica  tocchila  a  ilalo  conillzloni. 

—  La  considerazione  dei  fasci  di  coniche  permette  spesso 
di  scrivere,  nel  modo  più  rapido,  l'equazione  di  una  conica, 
che  debba  soddisfare  a  cinque  condizioni  assegnate.  Se  in- 
fatti quattro  di  queste  son  tali,  che  le  infinite  coniche  sod- 
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disfacenti  ad  esse  formino  un  fascio  (il  che  accade  quando 
le  condizioni  siano  lineari^  cioè  traducentisi  in  equazioni 
lineari  tra  i  coefiBicienti  della  conica  richiesta),  si  scriverà 
l'equazione  deUa  conica  generica  del  fascio,  valendosi  ad  es. 
delle  equazioni  di  due  coniche  degeneri  di  esso,  e  poi  si 
calcolerà  il  parametro  ancora  disponibile,  in  guisa  da  sod- 
disfare alla  quinta  condizione. 

Cosi,  se  le  prime  quattro  condizioni  importano  il  pas- 
saggio della  conica  per  quattro  pimti  dati  Aj  J3,  (7,  D,  si 
potranno  scrivere  anzitutto  le  equazioni  delle  rette  AB^  CD^ 
AC,  BD  ;  siano,  in  forma  abbreviata,  i  =  0,  T  =  0,  m  =  0,  m'  =  0, 
ordinatamente.  Allora  ogni  conica  passante  per  i  detti  punti 
avrà  una  equazione  del  tipo 

IV  +  M-vnm^  =  0, 

dove  /A  è  un  parametro  di  cui  si  dispone. 

Similmente,  una  conica  che  debba  toccare  i  lati  7  =  0, 
r  =  0  di  im  triangolo  nei  vertici  situati  sul  terzo  lato  m  ==  0, 
ha  un'equazione  del  tipo 

ir  +  fim^  =  0. 

260.  Schtora  di  cMicha.  Le  considerazioni  degli  ultimi 
numeri  (n.'  256-269)  si  traducono  subito  per  dualità.  Limi- 
tiamoci qui  a  rilevare  che  due  coniche  (inviluppi)  rappre- 
sentate dalle  equazioni  in  coordinate  di  rette 

/(ii,t?)  =  0,     (piUjV)  =  0, 

hanno  quattro  tangenti  comimi  (fra  reali,  immaginarie,  di- 
stinte e  coincidenti);  queste  son  pure  tangenti  alle  infinite 
coniche  date  dall'equazione 

A/(«,t?)  +  fi(p{U,v)  =  0, 

al  variare  dei  parametri  a,  /i.  Le  coniche,  che  cosi  si  otr 
tengono,  formano  una  schiera  (sistema  duale  del  fascio),  di 
cui  le  quattro  tangenti  nominate  si  chiamano  rette  basi.  Ogni 
altra  retta  del  piano  è  tacente  ad  una,  e  ad  una  sóla  conica 
déUa  schiera;  (mentre  per  un  punto  del  piano  passano  due 
coniche  della  schiera,  reali  od  immaginarie).  Una  schiera  è 
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costituita,  ad  es.,   da   tutte  le  coniche  iscritte -in  un  qua- 
drilatero (n.^"  252). 

Le  coppie  di  tangenti^  condotte  da  un  punto  del  piano 
aUe  infinite  coniche  di  una  schiera^  formano  una  involuzione. 
Questo  teorema  corrisponde  per  dualità  a  quello  di  De- 
SABGUES)  sotto  la  fonua  generale  del  n.^  266. 

Ottonraziom.  —  Le  coniche  di  un  fascio  generalmente 
non  formano  una  schiera,  giacché,  tra  quelle,  due  toccano 
in  generale  una  stessa  retta  del  piano.  Però  è  fascio  e 
schiera  ad  un  tempo  il  sistema  delle  coniche  che  hanno  due 
contatti  semplici  in  due  punti  fissi  {fasdo-schiera  delle  co- 
niche bita/ngentij  cfr  n.^  264),  ed  il  sistema  delle  coniche 
che  hanno  un  contatto  quadripunto  in  im  punto  fisso. 

Cterdll.  I.  —  1)  Coatmire  mediante  fasci  proiettivi,  o  mediante  il 
teorema  di  Pascal  : 

a)  una  parabola,  dati  tre  punti  propri  e  il  punto  ali*  infinito  ; 

h)  una  iperbole,  dati  tre  punti  propri  e  le  diresioni  degli  asintoti 
(costruendo  in  particolare  gli  asintoti)  ; 

e)  una  iperbole,  di  cui  siano  dati  tre  punti  propri  ed  un  asintoto 
(cfr.  n.*  251,  es.  1,  6),  od  un  punto  proprio  e  i  due  asintoti  (cfr.  n.*  261, 
es.  1,  o)  ). 

2)  Costruire  mediante  punteggiate  proiettive,  o  mediante  il  teorema 
di  Bbiakchon: 

a)  una  parabola,  di  cui  siano  date  quattro  tangenti  (costruendo  in 
particolare  il  punto  all'infinito  della  curva,  la  tangente  parallela  ad  una 
retta  assegnata...); 

h)  una  iperbole,  di  cui  siano  date  tre  tangenti  ed  un  asintoto,  od 
una  tangente  e  i  due  asintoti. 

3)  costruire  una  conica,  essendo  dati  tre  punti  di  essa,  e  di  un 
punto  del  piano  conoscendosi  la  polare  (ciascuno  dei  punti  dati  quanti 
altri  punti  fornisce  7  è  sempore  determinato  il  problema  ?).  Problema  duale. 

4)  Costruire  una  conica,  conoscendone  un  triangolo  autopolare,  ed 
inoltre  due  punti  di  essa,  o  due  tangenti,  od  un  punto  colla  relativa 
tangente  (quanti  altri  elementi  della  curva  possono  subito  costruirsi  ? 
in  qual  caso  il  problema  è  indeterminato  7). 

6)  Determinata  una  conica  mediante  cinque  punti  (o  4,  3  punti  e 
le  tangenti  in  1,  2  di  essi),  costruire  linearmente  di  un  punto  arbitrario 
la  polare  rispetto  alla  curva.  Problema  duale. 

6)  Rispetto  alla  conica  delPes.  precedente,  costruire  il  polo  di  una 
retta  data  (si  costruiranno  le  polari  di  due  punti  scelti  conveniente- 
mente sulla  retta).  Problema  duale. 
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7)  Coatrniie  le  mtersezioni  di  una  retta  data  oon  una  oonioa  de- 
terminata mediante  cinque  punti,  o  quattro  punti  e  la  tangente  in  uno 
di  esn,  o  tre  punti  e  le  tangenti  in  due  di  essi.  (Determinata  la  proiet- 
tiyità  tra  due  f  asoi,  che  conduce  a  generare  la  conica,  si  seghino  quelli 
colla  retta  data . .  •  ) 

8)  Caso  particolare  metrico:  decidere  se  una  conica,  di  cui  si  co- 
noscono cinque  punti  (o  quattro  punti  e  la  tangente  in  uno  di  essi, . . .  )» 
sia  un  ellisse,  una  parabola,  od  una  iperbole  (cfr.  n.*  179,  es.  31)  ). 

9)  Problema  duale  :  condurre  per  un  punto  le  tangenti  ad  una  co- 
nica determinata  mediante  cinque  tangenti  (oppure  quattro  tangenti  e 
il  punto  di  contatto  sopra  una  di  esse,  • . .  )  »  ^^  particolare,  costruire  le 
tangenti  parallele  ad  una  retta  data. 

10)  Come  applicasione  del  teorema  di  Dbsargttbs,  o  del  duale, 
costruire: 

a)  una  parabola,  di  cui  sono  dati  quattro  punti  propri,  o  tre  punti 
propri  e  la  tangente  in  uno  di  essi  ; 

6)  una  iperbole,  di  cui  son  dati  due  punti  propri,  un  asintoto  e  una 
tangente; 

e)  una  parabola,  di  cui  son  date  tre  tangenti  ed  un  punto. 

11)  Costruire  una  conica,  che  passi  per  tre  punti  A,  B,  (7,  e  tocchi 
due  rette  r,  «  non  appartenenti  ad  alcuno  di  quelli.  11  problema  ammette 
qitaUro  soluzioni  reali,  o  nessuna,  secondo  ohe  J.,  B,  0  appartengono,  o 
no,  ad  uno  stesso  dei  due  angoli  completi  r«.  (Detti  B98  i  punti  di  con* 
tatto  incogniti  con  r,  «,  si  osservi  ohe  le  infinite  coniche  tangenti  a  queste 
rette  in  quei  punti  segano  sopra  A  B  una  involuzione  nota  (n.^  254),  di 
cui  la  retta  B8  contiene  un  punto  doppio  . . .  Ragionando  analogamente 
sopra  AO,  9i  riesce  a  costruire  R8  in  quattro  modi  diversi). 

12)  Problema  duale  del  precedente. 

II.  —  13)  Parecchi  dei  problemi  grafici  risolti  nel  testo,  o  in  qual- 
cuno dei  precedenti  esercizi,  possono  pure  risolveni  senza  difficoltà  an- 
che quando,  in  luogo  di  una  o  più  coppie  di  punti  (o  rette)  reali,  si 
assegnino  una  o  più  coppie  di  punti  (o  rette)  immaginari  (sottinteso 
oofèiiugaU,  in  senso  algebrico),  ciascuna  coppia  essendo  definita  mediante 
una  involuzione  ellittica  sopra  una  retta  (o  in  un  fascio)  reale,  come 
al  n.*  193.  Cosi  si  può  «  costruire  la  conica,  che  passa  i>er  tre  punti  reali 
Af  B,  C,  e  per  due  punti  immaginari  appartenenti  ad  una  retta  r».  (Dei 
punti  AB  •  r,AO  •  r  si  costruiscano  le  polari  rispetto  alla  curva;  poi 
es.  3)  ;  la  costruzione  cade  in  difetto  se  ^4  e  B  coincidono,  ed  è  AO  la 
polare  di  AB  •  r,  ma  allora  serve  il  teorema  del  n.^'  246,  es.  32)  ).  Caso 
particolare  :  «  costruire  colla  sola  riga,  dato  un  quadrato,  quanti  punti 
si  vogliano  del  cerchio  determinato  da  tre  punti  A,B,0»  (cfr.  nP  193, 
es.  27)). 

14)  Problema  duale.  In  particolare  :  costruire  la  conica  che  tocca 
tre  rette  reali  a,  h,  0,  e  tocca  inoltre  le  rette  isotrope  uscenti  da  un 
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punto  F;  vale  a  dire:  e  ooBtroìie  la  conica,  dato  un  fuoco  JP  e  tre  tan- 
genti »  (*). 

16)  Costruire  la  conica  che  passa  per  un  punto  reale  A  e  per  due 
coppie  di  punti  immaginari,  appartenenti  a  due  rette  reali  r,  t.  (Del 
punto  P  =  r«  si  conosce  intanto  la  polare  p,  e  quindi  dal  punto  reale  A 
si  ricava  un  secondo  punto  reale  B  della  conica;  per  determinare  le 
interserioni  reali  Z,  J  di  p  colla  curva  —  problema  di  29  grado  —  si 
applichi  al  triangolo  AXT  ed  alle  trasversali  r,  •  il  teorema  del  n.^246, 
es.  32);  oppure,  senza  costruire  X,  Y,  si  determini  la  involunone  che 
ha  per  punti  doppi  X,Y  —  problema  di  P  grado;  uP  193,  ea,  61)  — 
ed  a  questa  ed  ai  punti  J.,B  si  applichi  nuovamente  il  teorema  del 
n.o  246,  es.  32).  Un'altra  costruzione  di  secondo  grado  consiste  nel  de« 
terminare  il  triangolo  diagonale,  reale,  del  quadrangolo  avente  per  ver- 
tici i  quattro  punti  immaginari  dati  ;  n.^  193,  es.  48)  ;  poi  es.  4)  del 
presente  n.°). 

16)  Gasi  particolari  metrici  del  problema  precedente  e  del  duale 
sono  :  «  costruire  il  cerchio  passante  per  un  punto  reale  e  per  una  coppia 
di  punti  immaginari»;  «costruire  la  conica,  dati  i  due  fuochi  ed  una 
tangente  reale». 

17)  Costruire  una  conica  che  tocchi  una  retta  i,  e  passi  per  due 
punti  reali  e  per  una  coppia  di  punti  immaginari,  o  per  due  coppie  di 
punti  immaginari.  Si  troveranno  due  soluzioni  al  più  (cfr.  n.^  263).  (Si 
determini  la  involuzione,  che  sopra  i  segano  le  coniche  per  i  quattro 
punti  dati,  delle  quali  coniche  una  degenere  è  già  nota,  ed  un'altra  può 
costruirsi  mediante  Pes.  13)  o  16),  prendendo  ad  arbitrio  un  punto 
su  il  ecc.), 

18)  In  particolare:  «costruire  un  cerchio,  ohe  passi  per  due  punti 
(reali)  e  tocchi  una  retta  (reale)»;  «costruire  una  conica,  conoscendone 
un  fuoco,  un  pimto  (reale)  e  due  tangenti  (reali)  »;  ecc. 

19)  Costruire  una  conica  che  passi  per  tre  punti  reali,  e  tocchi 
una  coppia  di  rette  immaginarie  ;  quattro  soluzioni  (si  applichi  il  pro- 
cedimento dell'es.  11)  ;  poi  es.  13)  ). 

20)  In  particolare  :  «  costruire  una  conica,  dato  un  fuoco  e  tre  punti 
(reali)  »  ;  «  costruire  un  cerchio  tangente  a  tre  rette  (reali)  assegnate 
(cerchio  iscritto  od  ex-iscritto  a  un  triangolo)». 

21)  Costruire  una  conica  che  passi  per  un  punto  reale,  per  una 
coppia  di  punti  immaginari,  e  tocchi  due  rette  reali;  quattro  soluzioni. 
(Della  corda  di  contatto  si  determina  facilmente  un  punto  reale  e  la 
polare  di  esso  rispetto  alla  conica,  della  quale  si  costruirà  quindi  un 
secondo  punto  reale,  es.  3);  poi  es.  17)  ). 


0)  Dioeal  luoòo  dJ  una  oonioa,  oome  vediemo  nd  Gap.  V,  un  jnmto  F  Ule.  die  le  tan- 
genti da  esso  oondotte  alU  curva  pa<'8Ìno  per  i  ponti  oleUof.  SeblMoe  alcuni  di  questi  problemi 
ini  fuochi  vengano  riprodotti  in  quel  capitolo  e  risolti  con  meai  apedali,  stimiamo  vtJle  far 
▼eden  qui  come  eeel  rientrino,  quali  casi  particolari  metrlol,  in  problemi  proiettivi. 
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22)  In  particolare  :  i  ooBtmire  un  cerchio  che  passi  per  un  ponto 
(reale)  e  tocchi  dne  rette  (reali)»;  costruire  una  conica,  che  abbia  un 
dato  fuoco,  una  data  tangente  (reale),  e  passi  per  due  dati  punti  (reali)  ». 

23)  Costruire  una  conica  che  passi  per  tre  punti  (ad  es.  reali),  e 
riesca  bitangente  ad  una  conica  data;  quattro  soluzioni  (Il  ragiona- 
mento déll'es.  II)  si  applica  anche  a  questo  caso).  Problema  duale. 

III.  —  24)  I  problemi  precedenti  si  risolvono  pure  per  via  anali- 
tica, facendo  uso,  ad  es.,  del  procedimento  indicato  al  n.^  259;  dati 
numerici  potranno  troyarsi  negli  es.  I),  4),  7),  8)  del  n.^  230. 

25)  In  particolare  :  •  si  scrìva  la  equazione  di  una  conica,  che  passi 
per  tre  punti  e  tocchi  due  rette  date  ».  (Supposto  anzitutto  ohe  le  due 
rette  siano  gii  assi  coordinati,  e  che  aa;  +  py  +  -f  s  0  sia  la  congiun- 
gente i  punti  di  contatto,  si  osserverà  che  Tequazione  della  conica  può 

scrìversi  sotto  la  forma:  =b  y  xy  ^  y x  -{'  ^y  +  -^^  nella  quale  i  coeffi- 
cienti a,  p»  7  si  calcoleranno  tenendo  conto  dei  tre  punti  Pi  (xif  yi),  per 
cui  la  curva  deve  passare.  In  generale,  se  le  due  tangenti  date,  reali 
o  immaginarie,  haxmo  le  equazioni  I  »  0,  m  =  0,  sotto  il  radicale  com- 
parirà il  prodotto  Im,  sicché  =±=  v  ^'  +  y'"'<x^+^y  +  7  rappresenterà, 
in  assi  ortogonali,  una  conica  avente  un  fuoco  nell'origine,  ecc.  Si  di- 
mostri che  tutti  questi  problemi  hanno  quattro  soluzioni). 

26)  Equazione  della  conica  che  passa  per  tre  punti  dati,  ed  è  bi- 
tangente ad  una  conica  data  /  («,  y)  »  0.  (L'equazione  sarà  del  tipo 

=fc  V  /(»,  y)  =  «»-f-py  +  -r). 

27)  Equazione  di  una  conica  avente  un  contatto  quadrìpunto  con 
una  data  conica  in  un  dato  punto  (ad  es.  nell'orìgine)  e  soddisfacente 
ad  una  ulterìore  condizione,  come  è  quella  di  essere  una  parabola  od 
una  iperbole  equilatera  (n.°  246,  es.  10)). 

IV.  —  28)  Due  coniche  AB  ODE,  ABCHK,  determinate  ciascuna 
mediante  cinque  punti,  di  cui  tre  comuni,  si  segano  in  un  quarto  punto; 
costruirlo  linearmente.  (Si  considerì  la  involuzione  che  le  due  coniche 
determinano  sulla  retta  DE,  ecc.).  Problema  duale. 

29)  Il  problema  si  risolve  in  modo  analogo  (tenendo  presente 
l'es.  13)),  anche  se  i  due  punti  B,  C  sono  immaginarì;  in  particolare: 
«  costruire  linearmente  (dato  un  quadrato)  la  seconda  intersezione  dei 
dne  cerchi  ADE,  AHK  ». 

30)  Come  applicazione  dell'es.  28):  dati  cinque  punti  MNPQB, 
di  cui  mai  tre  allineati,  costruire  il  punto  dal  quale  essi  vengono  pro- 
iettati mediante  tin  gruppo  di  rette,  proiettivo  ad  un  gruppo  di  cinque 
elementi  assegnati  di  una  forma  di  prìma  specie  (cfr.  rP  261,  es.  7)). 
In  particolare,  se  Q,  B  cadono  nei  punti  ciclici:  <  costruire  linear- 
mente (dato  un  quadrato)  il  punto,  da  cui  due  segmenti  MN,  MP, 
aventi  un  estremo  comune,  sono  visti  sotto  angoli  assegnati  (in  valore 
e  segno)  ». 


•  i 
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31)  Date  quattro  rette  mn^gq^  lati  di  un  quadrilatero,  ooBtmire 
linearmeiite  una  retta,  sopra  cui  quelle  seghino  una  quaterna  di  punti 
simile  ad  una  quaterna  di  punti  assegnata. 

32)  Due  coniche  ABODB,  ABHEL,  determinate  oiasouna  me- 
diante cinque  punti,  di  cui  due  oomuni,  si  segano  in  altri  due  punti  JC,  T; 
costruire  linearmente  la  retta  X  J,  e  poi  (risolvendo  un  problema  di 
secondo  grado)  i  due  punti  stessi.  (Si  costruisca  TinToluzione  determi- 
nata da]le  due  coniche  sulla  retta  OH,  ecc.)-  In  particolare:  <  costruire 
linearmente,  dato  un  quadrato.  Tasse  radicale  di  due  cerchi  ODB,  HEL  ■• 
La  risoluzione  del  problema  generale  può  anche  fondarsi  sul  teorema 
seguente. 

33)  Le  coniche  di  un  fascio  segano  sopra  una  conica  fissa,  passante 
per  due  punti  base  del  fascio,  coppie  di  punti,  le  cui  congiungenti  con- 
corrono in  uno  stesso  punto  allineato  cogli  altri  due  punti  base.  Od 
anche:  «  se  tre  coniche  hanno  due  punti  comuni,  le  tre  coppie  inter- 
sezioni residue  delle  curve  a  due  a  due,  stanno  su  rotte  passanti  per 
uno  stesso  punto  ».  Il  teorema  sussiste  anche  se  le  intersezioni  delle 
coniche  sono  in  parte,  o  tutte,  coincidenti,  o  immaginarie,  come  si  di- 
mostra, ad  es..  per  via  analitica.  Come  si  enuncia  il  teorema,  se  i  due 
punti  comuni  alle  tre  coniche  sono  i  punti  ciclici  ?  (cfr.  n.^  61). 

34)  Il  problema  di  determinare  le  quattro  intersezioni  di  due  co- 
niche E»  E'  può  risolversi  con  riga  e  compasso  nei  seguenti  due  casi: 

a)  Se  è  dato  il  triangolo  autopolare  comune  alle  due  curve  (n.^  207), 
ciascuna  conica  essendo  ulteriormente  determinata  mediante  due  punti 
o  tangenti;  (si  osservi  infatti  che  una  conica  degenere  del  fascio  E  E' 
sega  sopra  ogni  trasversale  una  coppia,  che,  oltre  ad  appartenere  alia 
involuzione  segata  dal  fascio,  è  divisa  armonicamente  da  due  lati  del 
triangolo  dato. . .). 

6)  Quando  siano  note  due  tangenti  comuni  alle  due  coniche,  cia- 
scuna di  queste  essendo  inoltre  determinata,  ad  es.,  mediante  la  polare 
del  punto  comune  alle  tangenti  ed  un  punto  ulteriore;  (si  osservi  in- 
fatti che  una  conica  degenere  del  fascio  EE'  bì  compone  di  due  rette 
le  quali  dividono  armonicamente  le  dette  polari,  e  segano  sopra  una 
trasversale  qualsiasi  una  coppia  appartenente  ad  una  involuzione  nota). 

Si  trattino  questi  due  casi  anche  per  via  analitica  (con  una  op- 
portima  scelta  del  sistema  di  coordinate),  dimostrando  che  le  coordi- 
nate deUe  quattro  intersezioni  possono  oalcolarsi,  partendo  dai  coeffi- 
cienti delle  equazioni  delle  coniche,  mediante  operazioni  razionali  ed 
estrazioni  di  radici  quadrate. 

Caso  particolare  del  problema  6)  è  il  seguente:  •  costruire  le  inter- 
sezioni di  due  coniche  aventi  un  fuoco  comune,  di  ciascuna  curva 
essendo  data  inoltre  la  polare  del  fuoco  (direttrice)  ed  un  punto  •.  Caso 
particolare  del  problema  duale  :  «  determinare  le  tangenti  comuni  a  due 
cerchi  (ed  i  centri  di  similitudine,  per  oui  quelle  passano)  ». 
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y.  —  35)  Le  tangenti  condotte  ad  una  parabola  dall'ortocentro  di 
un  triangolo  ad  essa  eircoacritto,  sono  perpendicolari  tra  loro  (n.®  252). 
Di  qua  e  dall'ea.  14)  del  n.^  251  segue  che  t  gli  ortocentri  degli  inft* 
niti  triangoli  circoscrìtti  ad  nna  parabola  stanno  sopra  una  stessa  retta 
(direttrice)  »,  ed  in  particolare  «  gli  ortocentri  dei  quattro  triangoli  for- 
mati coi  lati  di  un  quadrilatero»  presi  tre  a  tre»  sono  per  diritto  » 
(Stbineb;  V.  anche  n.^  170»  es.  9)). 

36)  Del  teorema  di  Dxsabgxtes  (n,^  262)  sussiste  pure  Finverso,  che 
può  enunciarsi  co^  :  e  le  coniche  condotte  per  tre  punti  fissi  e  per  le  coppie 
di  una  involusione  giacente  sopra  una  retta*  passano  per  un  quarto  punto 
fisso,  che  si  può  costruire  linearmente  ».  11  teorema  serve  a  costruire  una 
conica  determinata  mediante  quattro  o  tre  dei  suoi  punti,  ed  una  o  due 
coppie  di  punti  coniugati  rispetto  ad  essa.  Proposizioni  duali. 

37)  Coronario  del  teorema  precedente:  «  le  iperboli  equilateie  cir- 
coscritte ad  un  triangolo,  passano  per  l'ortocentro  di  questo  »  (Bbian- 
CHON  e  Poncelbt);  e  viceversa,  ogni  conica  passante  per  i  vertici  e 
per  l'ortocentro  di  un  triangolo  è  una  iperbole  equilatera. 

38)  La  proposizione  precedente  si  dimostra  facilmente  per  via  ana- 
litica, ricordando  la  condizione  perchè  una  iperbole  di  data  equazione 
sia  equilatera  (n.^  246,  es.  10)),  e  dimostrando  in  conseguenza  che  in 
un  fascio  di  coniche  vi  è,  generalmente,  una  sola  iperbole  equilatera; 
ma  se  ve  ne  sono  due,  ogni  conica  del  fascio  è  una  iperbole  equila- 
tera, ed  allora  le  coniche  degeneri  si  compongono  di  rette  ortogo- 
nali, ecc. 

VI.  —  39)  Se  JIBC...,  A'B^O'.,.  sono  due  punt^giate  proiet- 
tive situate  sopra  una  conica  £,  le  rette  AA\  BB\  00',,.  invilup- 
pano una  seconda  conica  JBCo»  bitangente  alla  data  neUe  intersezioni  di 
questa  coU'asse  di  proiettività  (od  avente  conJ^  xm  contatto  quadri- 
punto,  se  il  detto  asse  è  tangente  a  E)  (^).  (Infatti  le  punteggiate  se- 
gate da  BB\  00'.,.  su  AA'^  e  da  AB'^  AO'.,.  sull'asse  di  proietti- 
vita  risultano  proiettive. . .  ;  dove  sta  il  punto  di  contatto  di  K^  con  A  A'  t). 
Teorema  duale. 

40)  Viceversa:  se  le  due  coniche  K,  K^  sono  bitangenti  (od  hanno 
un  contatto  quadripunto)  le  tangenti  a  K^  determinano  su  £,  qualora  la 
incontrino,  coppie  AA'^  BB'.,,  di  punti  corrispondentÌBi  in  una  {irò* 
iettività.  Teorema  duale. 

41)  Dall'es.  39)  seguono  i  corollari:  e  Le  corde  di  una  conica,  che 
sono  viste  da  un  punto  O  di  questa  sotto  angolo  costante,  inviluppano 
una  seconda  conica,  bitangente  alla  data  in  due  punti  (immaginari),  le 
cui  tangenti  si  segano  nel  punto  di  Fbéoibr  relativo  ad  O  (n.^  251, 
es.  13))  ».  11  luogo  del  vertice  di  un  angolo  di  grandezza  costante  dr- 


0)  LIoTlliippo  si  ildiioe  ad  un  fascio,  le  1»  proiettività  è  InTolutoria  {n?  261,  es.  12) 
32 


408  PABVE  IV,  GAP.  n,  N.  260 

ooaoritto  ad  una  parabola  è  una  oonioa,  e  preoisamente  una  iperbole, 
i  Old  asintoti  formano  on  angolo  doppio  del  dato  (Poncbiìbt);  bì  di- 
mostra poi  ohe  il  fuooo  e  la  direttrice  (polare  di  eeao)  relativi  alla  pa- 
rabola, sono  pure  fuoco  e  direttrice  della  iperbole. 

42)  Le  corde  di  una  conica  K,  i  cui  estremi  sono  proiettati  da  un 
punto  O,  non  appartenente  a  JT,  mediante  coppie  di  una  involuzione» 
inviluppano  una  seconda  conica  K^,  la  quale  tocca  le  rette  doppie  della 
involusione  nei  punti  ove  queste  segano  la  polare  di  O  rispetto  a  £. 
(Siano  infatti  OMN,  OM'N'  due  secanti  di  K  coniugate  nella  involu- 
zione :  una  retta  t  che  seghi  K  in  due  punti,  proiettati  da  O  mediante 
una  seconda  coppia  della  involuzione,  incontra  pure  le  rette  MM\  NN' 
in  due  punti  godenti  la  stessa  proprietà  (n.^  262),  i  quali  al  variare  di  i 
descrivono  due  punteggiate  proiettive,  ecc.). 

43)  Segue  il  corollario:  «  Le  corde  di  una  conica  K,  che  sono  viste 
sotto  angolo  retto  da  un  punto  O  non  appartenente  a  quella,  invilup- 
pano una  seconda  conica  J^o>  ^^'^  ^  ^ui  fuoco  in  O,  e  come  xM>lare  di  O 
(direttrice)  la  polare  di  O  rispetto  a  £  ».  La  conica  £«  è  un  cerchio 
col  centro  in  O,  se  O  è  centro  (polo  della  retta  all'infinito)  per  la  prima 
conica;  è  ima  parabola,  se  la  prima  conica  è  una  iperbole  equilatera; 
degenera,  se  i  due  casi  si  presentano  insieme. 

44)  Dal  duale  del  teorema  42)  si  deduce:  a  il  luogo  del  vertice  di 
un  angolo  retto  circoscritto  ad  una  ellisse,  od  iperbole,  ò  un  cerchio 
concentrico  alla  curva,  detto  eérehio  prindpaie  ».  (Dfi  La  Hibe).  Per  la 
parabola  il  luogo  ò  una  retta  (n.^  251,  es.  14)). 

VII.  —  46)  t  Le  polari  di  un  punto  P,  rispetto  alle  coniche  di  un 
fascio,  formano  un  fascio  intomo  ad  un  punto  P*  {polo  coniugato  di  P) 
(cfr.  n.^  193,  es.  9))  ;  e  le  polari  di  P'  passano  x>^  P  »,  sicché  tra  i 
punti  P  e  P*  viene  a  Ifttabilirsi  una  corrispondenza  (non  proiettiva)  biu- 
nivoca e  involutoria  (^).  Le  coniche  del  fascio  che  passano  per  P  o  P', 
toccano  ivi  la  retta  PP\  Fa  eccezione  solo  il  caso,  che  il  punto  P 
sia  vertice  del  triangolo  autopolare  comune  a  due,  e  quindi  a  tutte  le 
coniche  del  fascio  (n.*'  228),  che  allora  tutte  la  polari  di  P  coincidono 
col  lato  opposto  del  detto  triangolo.  Dualmente:  «  i  poli  di  una  retta, 
rispetto  alle  coniche  di  una  schiera,  appartengono  ad  una  retta  »  ;  eoo. 
(Poncblbt). 

46)  Se  il  punto  P  varia,  il  fascio  delle  polari  varia,  mantenendosi 
però  proiettivo  a  sé  stesso.  Segue  che  a  il  luogo  dei  poli  di  una  retta» 
rispetto  alle  coniche  di  un  fascio,  ò  una  conica,  la  quale  passa  per  i 
tre  punti  diagonali  del  quadrangolo  base,  e  per  i  sei  poli  della  retta 
rispetto  alle  coppie  di  vertici  del  detto  quadrangolo  ».  La  conica  sega 
la  retta  nei  punti  ove  questa  ò  toccata  da  una  curva  del  fascio.  Teo- 
rema duale. 


0)  Ckime  dagenan  là  ooitlfpoiideniA  sa  li  tratta  di  un  fasdo-Nhiam  (n.*  100)  ? 
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47)  In  altre  parole  :  «  la  oorrìspondenza  {qwidraUea)  fra  P  e  P'  d  tale 
ohe,  8e  P  descrìve  una  retta,  P^  deeorive  una  conica;  alle  infinite  rette 
oorriapondono  le  infinite  coniche  cìrooscritte  ad  un  triangolo  (antopo- 
tare  del  fascio),  ed  alla  intersezione  P  di  due  rette  corrisponde  la  ul- 
teriore intersezione  P*  delle  due  coniche  corrispondenti  ».  Se  il  trian- 
golo autopolare  ha  un  vertice  proprio,  e  gli  altri  due  nei  punti  ciclici 
del  piano  (come  accade  quando  il  fascio  si  compone  di  iperboli  equila- 
tere concentriche),  la  corrispondenza  quadratica  rientra  nelle  affinità 
circolari  considerate  al  n.^  209,  es.  36). 

48)  L'equazione  xZr  +  p-m^' ~  0  di  ogni  conica  circoscritta  al 
quadrangolo  avente  per  lati  le  rette  Z  =  0,  ecc.  (n."  259),  interpretata 
geometricamente,  conduce  al  teorema  (di  Pappo):  t  se  una  conica  ò 
circoscritta  ad  un  quadrangolo  semplice,  il  prodotto  delle  distanze  di 
un  punto  variabile  sulla  curva  da  due  lati  opposti  di  quello,  serba  un 
rapiK)rto  costante-  al  prodotto  delle  distanze  dagli  altri  due  lati  ».  E 
dualmente.  Caso  particolare  che  m  =  0  ed  m'  =  0  coincidano. 

49)  Nella  ipotesi  che  Z  =  0, . . .  siano  equazioni  normali,  si  cerchi 
la  condizione  perchè  al  quadrangolo  si  possa  circoscrivere  un  cerchio; 
si  deduca  che:  «  se  un  quadrangolo  completo  ò  isoritto  in  un  cerchio, 
le  bisettrici  dell'angolo  formato  da  due  lati  opposti  sono  parallele  alle 
bisettrici  relative  alle  altre  due  coppie  di  lati  opposti  ». 

60)  Scritte  le  equazioni  dei  lati  di  due  trilateri  omologici  sotto  la 
forma  adottata  nel  n."  135,  si  vedrà  che  la  equazione 

(r  -f-  xZ)  (r  -h  p.n»)  (r  +  -in)  -f-  pZmn  =  0 

rappresenta,  per  ogni  valore  del  parametro  p,  una  curva  (del  29  ordine) 
passante  per  le  nove  intersezioni  dei  due  trìlater}.  Ora,  sep  =  —  Xp.v, 
quella  curva  si  spezza  nella  retta  r,  asse  di  omologia,  ed  in  una  conica; 
donde  il  teorema  :  «  se  due  triangoli  sono  omologici,  le  sei  intersezioni 
delle  coppie  di  lati  non  omologhi  appartengono  ad  una  conica,  e  (dual- 
mente) le  sei  congiungenti  delle  coppie  di  vertici  non  omologhi  toccano 
una  conica  ».  Questo  riassume  gli  inversi  dei  teoremi  di  Pascai.  e 
Bbianohon;  da  esso  i  teoremi  diretti  seguono  per  assurdo. 

Vili.  — -  51)  Se  /  (oj,  y)  «  0,  «p  («,  y)  =  0,  ^  (»,  y)  =  0  sono  tre  co- 
niche non  appartenenti  ad  un  fascio,  le  infinite  coniche  rappresentate 
dall'equazione 

X/  +  |X(^  +  v4»  =  0, 

dove  x,fiv  sono  parametri,  formano  un  sistema  (oo')  detto  rete.  Per  un 
punto  generico  del  piano  passano  infinite  coniche  della  rete,  costituenti 
un  fascio,  che  ha  come  base  quel  punto  ed  altri  tre;  per  due  punti 
generici  del  piano  passa  una  conica  della  rete.  Procedendo  dualmente, 
si  definisce  un  sistema  di  coniche-inviluppi  detto  rete  tangenziàle  o 
faiange. 
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62)  Se  un  punto  d  comune  alle  tre  ooniche  /  =  0,  9  ==  0,  ^=^0, 
eeao  d  comune  a  tutte  le  coniche  della  rete.  Una  particolare  rete  ò 
costituita  dalle  coniche  cirooBcritte  ad  un  triangolo.  Se  l  »  0,  m  =  O, 
n  ==  0  sono  le  equazioni  dei  lati  di  questo,  la  rete  può  rappresentarsi 
mediante  Tequaiione 

Xmn  +  «*»I  +  ^I«»  =  0. 

Quali  sono  le  ooniche  degeneri  di  questa  retet 

63)  Supposto  che  2  =  0.  m  =  0,  naO  siano  equazioni  normali  (in 
coordinate  ortogonali),  si  determinino  x,  ja,  v  in  guisa  che  la  conica 
precedente  sia  un  cerchio.  L'equazione  cui  si  arriva,  interpretata  geo- 
metricamente, conduce  al  teorema  di  Simson  sul  cerchio  circoscritto  al 
triangolo  (cfr.  n.^*  62,  es.  13)). 

64)  Un'altra  rete  particolare  (putUuàle  e  tangenziale  ad  un  tempo) 
è  costituita  dalle  coniche  che  hanno  un  dato  triangolo  come  autopo- 
lare. Se  2a>0,  m  =  0,  n  =  0  sono  i  lati  del  triangolo,  la  rete  d  rappre- 
sentata dall'equazione  (n.*  241) 

xl»  +  |jim»-f-vn*  =  0. 

Quali  sono  le  coniche,  luoghi  od  inviluppi,  degeneri  della  retet 

66)  Le  coniche  dell'ultima  rete,  che  passano  per  un  punto  gene- 
rico P  del  piano,  passano  per  gli  altri  tre  vertici  del  quadrangolo  che 
ha  un  vertice  in  P  e  il  triangolo  dato  come  diagonale  ;  e  se  P  appar- 
tiene ad  un  lato  del  detto  triangolo  ?  Teorema  duale. 

66)  Segue:  a  se  due  quadrangoli  (o  quadrilateri)  completi  hanno  lo 
stesso  triangolo  diagonale,  i  loro  otto  vertici  (o  lati)  appartengono  ad 
(o  toccano)  una  stessa  conica  >. 

67)  £  come  corollario:  <  gli  otto  punti  di  contatto  delle  quattro 
tangenti  comuxii  a  due  coniche,  appartengono  ad  una  stessa  conica  «; 
«  le  otto  tangenti  nei  punti  comuni  a  due  coniche,  toccano  una  stessa 
conica  »  (Stàudt). 

68)  In  particolare:  due  rette  secanti  di  una  conica  e  le  quattro 
tangenti  nelle  intersezioni  colla  curva,  toccano  una  stessa  conica;  e 
dualmente. 

69)  Nella  rete  delle  coniche  aventi  uno  stesso  triangolo  autopo- 
lare, vi  è  generalmente  un  solo  cerchio  ;  quale  ne  è  il  centro,  quale  il 
raggio  t  Quale  la  equazione  (in  assi  ortogonali),  supposto  che  2  =  0.... 
siano  equazioni  normali  t  Quando  è  reale  t  Quale  particolarità  deve 
presentare  il  triangolo,  perchè  esistano  infiniti  cerchi  siffatti  T 

60)  Nella  detta  rete  esistono  infinite  parabole,  formanti  una  schiera; 
quali  ne  sono  le  rette  basi  ?  Si  deduca  che  «  i  punti  medi  dei  lati  di  un 
triangolo  autopolare  rispetto  ad  una  parabola,  sono  vertici  di  un  trian- 
golo dreoBcritto  alla  curva». 


rBOvauerl  diamotbali  dxhxjb  ooniohb 


501 


61)  Nella  rete  stessa  esistono  infLnite  iperboli  equilatere,  formanti 
un  fascio  che  ha  per  punti  base  i  centri  dei  cerchi  isoiitto  ed  ex-iscritti 
nel  triangolo  primitivo:  segno  che  ci  centri  dei  cerchi  iscritto  ed  ex- 
iscritti in  nn  triangolo  autopolare  di  nna  iperbole  equilatera  stanno 
snlla  curva». 


Capitolo  ni. 
Proprietà  diametrali. 

261.  Diametri  di  una  conica.  —  Dalle  proprietà  proiet- 
tive delle  coniche,  che  abbiamo  studiato   sinora,  possiamo 
dedurre  facilmente  proprietà  metriche,  attribuendo  agli  de- 
menti delle  nostre  fi- 
gure relazioni  speciali 
eolla  retta  all'infinito. 
Applichiamo    questa 
(Considerazione  alla  teo- 
ria della  polarità. 

Scelto  nel  piano  di 
una  conica  un  punto 
all'infinito  P^y  Ib  -pò-  '  x.   /         /  ><^  n 

lare  p  di  esso  rispetto      ^  ^^^ L<r  Vi 

alla  curva  conterrà  tutti 

i  punti  medi  delle  corde 

IjIj\  MM\IHf'y  ...  appartenenti  alle  rette  parallele  uscenti 

da  P  (X,  e  s^herà  la  curva  (ove  la  incontri)  nei  punti  U,  F  di 

contatto  delle  tangenti  condotte  daPoo  (n.^  236, 238).  Dunque  : 

I  punti  medi  détte 
corde  di  una  conica  a- 
venti  una  «tessa  dire^ 
zione  stawno  sopra  ima 
retta;  questa  dicesi  dia- 
metro della  conica,  e 
precisamente  diametro 
eoniugaio  con  ciascuna 
di  quelle  corde,  d'ac- 
cordo col  n.°  237.  La  costruzione  di  un  diametro  risulta 
senz'altro  dalla  definizione. 


502  PABTB  TV,  GAP.  ni»  N.  262 

Partendo  dall'equazione  della  curva  in  coordinate  oar- 
testane  omogenee 

(1)  /  («>  yj  «)  =  <»ii^  +  «22^^  +  «88^*  +  2ai2flcy 

+  2a\^JDZ  +  2(128^2  »  0, 

ossia,  in  coordinate  oattman^  ordinarie^ 

(V)      aux*  +  2ai5sKy  +  aggy*  +  2ai8a?  -h  2028^  +  Oss  =  0, 

e  dette  (m,  n,  0)   le  coordinate  di   Poo»  punto  all'infinito 
della  retta 

(2)  ±.^2IL 

e  delle  parallele  (n.°  127),  l'equazione  del  diametro  coniu- 
gato con  queste  è  (n.°  235) 


ih  y^  ^\  =  Ò 

'  \w,  n,  0/        ' 


ossia 

(3)      (aiix  +  «12^  +  «182)  m  +  («210?  +  022^  +  Oas^)  n  =  0. 

Per  enunciare  il  risultato,  si  osservi  che,  in  coordinate 
cartesiane  ordinarie  (cioè  per  21  =  1),  i  diametri  eoniugoiti 
ooWasse  x  (m  4=  0>  n  =  0),  e  cóWas%e  y  (m  =  0,  n  =}=  0),  hanno 
rispettivamente  le  equazioni 

.^v  j    aux  4-  ai2y  +  ai8  =  0, 

(     021»;  +  a22y  +  028  =  0, 

ottenute  omnuttando  le  semiderivate  parziali,  rispetto  ad  x  e 
rispetto  ad  y,  del  primo  membro  delVequazione  della  conica; 
mentre  V equazione  di  ogni  altro  diametro  è  una  combinazione 
lineare  di  quéUe  d/ue. 

262.  Centro.  —  Dall'ultima  osservazione  risulta  che  gU 
infiniti  diametri  formano  un  fascio  ;  ed  anzi,  notando  che  i 
loro  polì  appartengono  alla  retta  all'infinito,  si  conclude 
(n.  237)  :  tutti  i  diametri  di  una  conica  passano  per  uno  stesso 
puntOy  che  è  il  polo  detta  retta  aUHnfinito.  Questo  punto  C  è 
improprio  per  la  parabola,  che  tocca  la  retta  all'infinito,  e 
coincide  col  punto  di  contatto;  t  diametri  di  una  parabola 
sono  tutti  paratleli  tra  loro.  U  punto  C  è  invece  proprio  per 
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la  ellisse  e  per  la  iperbole,  intemo  alla  prima  curva,  estemo 
bIìa  seconda  (n.''  238;  v.  figure  di  pagina  501).  Ogni 
retta  condotta  per  C  sega  una  di  queste  due  curve  in  due 
punti,  ad  es.  Jlf ,  M\ 
che  separano  armonica- 
mente G  dal  punto  al- 
Pinfinito  della  retta,  e 
Bono  adunque  simme- 
trici rispetto   a    C.   Il  W^ V — 1t^  K- 

punto  G  è  eeniro  di  sim- 
metria per  la  ellisse  e  per 
la  iperbole^  e  dicesi  centro 
della  curva  (^).  La  para- 
bola non  ha  centro  di 
simmetria;  tuttavia,  per 

estensione  di  linguaggio,  si  chiama  talvolta  centro  della  pa- 
rabola il  punto  all'infinito  C^o  della  curva. 

n  centro  di  una  conica  si  costruisce  conducendo  due 
diametri.  E  le  coordinate  di  esso  si  ottengono  risolvendo 
le  equazioni  di  due  diametri,  ad  es.  le  (4)  del  n.°  261  (o 
scrivendo  le  coordinate  del  polo  della  retta  all'infinito  se- 
condo le  formole  del  n.^  235).  Cosi  troviamo  l'ascissa  e  l'or- 
dinata del  centro 

-4 18 


(5) 


-Co  = 


4i  ^  ^^^ 


dove  le  ^a  sono  i  soliti  minori  del  discriminante.  Il  centro 
è  improprio  quando  ^  ss  —  ^11022  —  aj  =  0,  quando  cioè 
(n.°  230)  la  conica  è  una  parabola,  ed  allora  ha  le  coor- 
dinate omogenee  (Jiis,  .Ass,  0).  È  indeterminato  quando 
Aiz  »  A2Z  »  Ass  ==  0,  nel  qual  caso  risulta  pure  JL  »  0,  e  la 
conica  si  scinde  in  due  rette  (n.°  242)  aventi  un  unico  punto 
idl'infinito,  cioè  in  due  rette  parallele;  una  tal  figura  ha  ef- 
fettivamente infiniti  centri  di  simmetria. 


(')  Che  uxva  elliase  ed  nna  iperbole  abbiano  un  unioo  centro  di  Bìm- 
metrìa»  risulta  dal  fatto  che  un  tal  centro  deve  aver  come  polare  la 
retta  all'infinito. 


'«.■" 
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26S.  Asintoti.  —  Limitiamoci  pel  momento  alle  coniek^ 
a  ceniroy  che  sono  ellissi  od  iperboli.   Fra  le  rette  passaori 

per  il  centro  (diametri)  vene 
sono  due  che  toccano  la  co- 
nica, ed  hanno  i  pmitì  di 
contatto  sulla  polare  del  cen- 
tro, cioè  nei  punti  all'inflnito 
della  curva  (n.""  262).  Queste 
tangenti  diconsi  asintoti  (^). 
V  iperbole  ha  due  asintoti  reaU^ 
Venisse  due  asintoti  immagi- 
nari. 

Volendo  l'equazione  com- 
plessiva degli  asintoti  per  la 
curva  (10  del  n.^*  261,  basta 
ricordare  che  la  coppia  di  rette  proiettanti  dall'origine  i 
punti  all'infinito  ddla  curva  è  rappresentata  dall'equazione 

«uiP*  +  2au^  +  «22^*  —  0, 

ricavata  dalla  (1)  col  porre  i?  «  0  (n.''  230);  sicché  la  coppia 
degli  asintoti,  parallèle  condotte  dal  centro  (o^,  yo)  alle  rette 
nominate,  sarà  data  (n.°  244)  da 

(6)        an  {x  —  xof  +  2ai2  {x  —  a?o)  (y  —  yo)  +  ete  (y  —  yo)*  =  0. 

OiienraziOM.  —  Un  altro  prooedimento  per  ottenere  (sotto  una 
forma  diversa)  l'equarione  compleasiva  degli  asintoti,  consisto  nell'os- 
servare  ohe  le  infinito  coniche  rappresentato  dall'equazione 

/(«,y,«)+fa9«  =  0, 

dove  X;  è  un  parametro  variabile,  hanno  tutto  le  stesse  tangenti  nei 
punti  situati  sulla  retto  all'infixuto  «  s  0,  hanno  dunque  gli  stesai  asin- 
toti (n.<^  267).  Ora  in  quel  lascio  si  trovano  due  coniche  degeneri,  una 
(corrispondento  a  ^  =  =b  ao  )  formato  dalla  retto  all'infinito  contoto  due 
volto,  s^^O,  l'altra  composto  degli  asintotL  Quest'ultima  corrisponde 
al  valore  di  A;  che  aiìmiìla  il  discriminanto  della  equazione  scritta»  va- 

loro  ohe  A  riconosce  esser  2s  = ^ — .  Sostituendo  a  le  questo  valore» 


(^)  In  generale,  dioesi  otimMo  ad  una  curva  qu 
che  tocchi  la  curva  in  un  punto  all'infinito. 


una  retta 
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o»  ciò  ohe  fa  lo  steaso,  aggiungendo  al  termine  nato  deU'equagione  earté- 

àiana  (V)  di  una  eoniea  la  quanUtà -z — »  si  attiene  la  eqwu^ione  eom- 

pleeeitfa  degli  aeintaU. 

284.  Diametri  eonlugati.  —  Due  diametri  p,  $  di  tina 
conica  a  centro  diconsi  coniugati  {nP  237),  se  uno,  e  quindi 
ciascuno,  contiene  il  polo  dell^altro  (che  sarà  il  punto  all'in- 
finito di  quello);  o,  ciò  che  fa  lo  stesso,  se  ciascuno  biseca 
le  corde  paraUele  all'altro.  Le  tangenti  negli  estremi  di  un 
diametro  (punti  d'incontro  colla  curva)  sono  parallele  al  dia- 
metro coniugato  (v.  flg.  di  pag.  501). 

Una  conica  a  centro  possiede  infinite  coppie  di  diametri 
coniugatij  formanti  una  involuzione^  le  cui  rette  doppie  sono 
gli  asintoti;  la  involuzione  è  ellittica  od  iperbolica,  secondo 
che  la  conica  è  una  ellisse  ed  una  iperbole  (^).  Tutto  ciò 
segue  subito  da  un  teorema  del  n.°  237,  applicato  al  centro 
della  curva. 

Due  diametri  coniugati  e  la  retta  all'infinito,  polare 
del  centro,  formano  un  triangolo  autopolare  rispetto  alla 
conica;  e  viceversa,  se  un  triangolo  autopolare  ha  un  lato 
all'infinito,  gli  altri  due  sono  diametri  coniugati.  Di  qua,  e 
da  un  teorema  del  n.^  240,  segue  ohe  due  diametri  coniu* 
gati  di  una  ellisse  reale  sono  entrambi  secanti  (com'è  del 
resto  ogni  diametro  della  ellisse),  mentre  di  due  diametri 
coniugati  distinti  di  una  iperbole,  uno  è  secante  (o  trasverso)^ 
e  l'altro  non  secante  (o  non  trasverso). 

Sotto  l'aspetto  dialitico  si  osservi  che  i  due  diametri 

m  («11»  +  aiay  +  Hv^)  +  n  (a^ix  +  022^  +  023^^)  —  0, 
m'  (oiia?  +  «12^  +  «!««)  +  n'  {a^x  +  aày  +  (hsf^)  =  0, 

déUa  conica  (1)  (n.^  261)  sono  coniugati,  se  il  polo  (m,  n,  0), 

del  primo  appartiene  al  secondo,  cioè  se 

a\xmm^  +  ait  {mn'  +  m'n)  +  a^imf  «  0, 
od  anche 

m  m'  (m       w'\  .  ^ 

«11  rr-  -ir  +  «12 1  -r  +  "ZT"  I  +  ^*22  "^  ^» 

\n        n  f 


n   n 


(^)  Si  ha  qoi  la  ragione  deU'  aggettivo  eXttttiea  o  iperboUea^  attri- 
buito ad  una  invobudone. 
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si  ottengono   ponendo 


Di  qni  sarebbe  facile  ritro- 


donde  si  ricava  nuovamente  (n.°  182)  che  i  diametri  coniu- 
gati formano  mia  involuzione,  le  cui  rette  doppie  (asintoti) 

m      m' 
n      n' 
vare  l'equazione  complessiva  (6)  degli  asintoti. 

La  definizione  permette,  dato  un  diametro,  di  costruire 
il  coniugato.  D'altra  parte,  nella  costruzione  di  coppie  di 
diametri  coniugati  giovano  talora  le  seguenti  proposizioni, 
che  discendono  dai  teoremi  del  n.''  240  sul  quadrangolo 
iscritto  o  sul  quadrilatero  circoscritto  ad  una  conica,  quando 
si  introduca  la  ipotesi  che  un  lato  del  triangolo,  o  trilatero, 
diagonale  sia  all'infinito: 

Le  linee  mediane  di  un  parallelogramma  iseriUo  in  una 
conica  sono  diametri  coniugati.  Le  diagonali  di  un  paraUe- 
gramma  circoscritto  sono  pure  diametri  coniugati. 

La  prima  proposizione  si  enuncia  pure  cosi: 

Le  corde  congiungenti  un  punto  di  una  conica  cogli 
estremi  di  un  diametro  (corde  supplem^entari)  sono  paraUde 
a  due  diametri  coniugati. 

266.  Asti  di  UM  eonlca.  —  Biprendiamo  le  tre  specie 
di  coniche.  Sappiamo  che  un  diametro  qualsiasi  biseca  un 
sistema  di   corde  parallele  tra  loro,  le  quali,  generalmente. 


• •■•««»■•#■ ^ 


riusciranno  oblique  rispetto  al  diametro.  Sorge  ora  la  que- 
stione, se  vi  sia  qualche  diametro  particola/rcj  U  quale  bisechi 
le  corde  perpendicolari  ad  esso.  Un  tal  diametro  (se  esiste) 
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è  asse  di  simmetria  ortogonale  per  la  curva,  e  dioesi  asse 
(o  diametro  principale)  della  conica;  i  punti,  in  cui  esso 
incontra  la  cnrya,  chiamansi  vertici.  La  tangente  in  nn  ver- 
tice è  perpendicolare  al  relativo  asse. 

Nella  ricerca  degli  assi  per  via  sintetica,  conviene  trat- 
tare separatamente  le  coniche  a  centro  e  la  parabola. 

Per  le  prime  si  osservi  che,  se  la  retta  a  è  un  asse,  il 
diametro  6,  perpendicolare  ad  a,  è  coniugato  con  a  (n.°  264); 
quindi  anche  b  biseca  le  corde  parallele  ad  a,  ossia  perpen- 
dicolari a  6,  anche  6  è  un  asse.  Viceversa,  se  a  e  6  sono 
due  diametri  coniugati  e  perpendicolari,  ciascuno  di  essi  è 
asse  deUa  conica.  Sappiamo  d^altra  parte  che  in  una  invo- 
luzione nel  fascio,  com'è  quella  dei  diametri  coniugati,  esiste 
sempre  una  coppia  reale,  e  generalmente  una  sola  (n.''  192), 
di  rette  coniugate  e  perpendicolari  ;  concludiamo  perciò  che  : 

Una  conica  a  centro  possiede  sempre  due  assi,  e  gene- 
ralmente due  soli.  Per  la  iperbole  questi  coincidono  coUe 
bisettrici  degli  angoli  degli  asintoti,  e  sono  l'uno  secante 
{trasverso),  l'altro  non  secante  {non  tra,sverso)j  sicché  la  curva 
ha  due  vertici  reali  e  due  imma^nari;  per  la  ellisse  ì  due 
assi  sono  secanti,  ed  i  quattro  vertici  reali. 

Fa  eccezione  al  teorema  precedente  il  solo  caso,  in  cui 
l'involuzione  dei  diametri  coniugati  è  circolare^  che  allora 
ogni  diametro  è  asse  di  simmetria 
della  curva,  la  quale  (come  ri- 
sulta da  semplici  considerazioni 
geometriche,  e  come  presto  dimo- 
streremo analiticamente)  è  un  cer- 
chio. 

Quanto  alla  parabola,  se  ricor- 
diamo che  tutti  i  diametri  sono 
paralleli,  per  determinare  un  asse 
basterà  condurre  il  sistema  di  corde 
perpendicolari  agli  infiniti  dia- 
metri; i  punti  medi  di  queste  staranno  appunto  sopra  un 
asse,  a,  della  parabola.  E  sarà  questo,  come  è  chiaro,  l'unico 
asse.   L'asse  sega  la  parabola  nel  punto   all'infinito  della 
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curva  ed  in  im  punto  proprio  F,  vertice  della  parabola.  La 
parabola  ha  un  solo  asse  ed  un  sol  vertice. 

OtMrvailone.  —  Le  considerazioni  precedenti  permet- 
tono di  costruire  gli  assi  di  una  data  conica;  per  es.,  se  si 
tratta  di  una  conica  a  centro,  basterà  conoscere  due  coppie 
di  diametri  coniugati,  e  costruire,  nella  involuzione  deter- 
minata da  queste,  la  coppia  di  rette  coniugate  e  ortogonali 
(n.°  192). 

Ma  se  la  conica  è  interamente  descritta,  si  può  anche 
tracciare  il  cerchio  che  ha  per  diametro  un  diametro  della 
curva  ;  esso  sega  ancora  la  curva  negli  estremi  di  un  secondo 
diametro,  sinunetrico  del  primo  rispetto  agli  assi;  questi 
saranno  dunque  le  mediane  del  rettangolo  avente  per  dia- 
gonali i  due  diametri  nominati. 

266.  DetermliiizIOM  analitica  degli  asti.  —  Data  Pequa- 
zione  di  una  conica  qualsiasi 

(10      oiio:^  +  2ai^xy  +  022^*  +  2ai^  +  2a2sy  +  Ow  =  0, 

in  coordinate  cartesiane  che,  per  semplicità,  supporremo 
ortogonali^  proponiamoci  di  scrivere  le  equazioni  d^li  assi. 
Bicordiamo  a  tal  fine  che  il  diametro  coniugato  alla  retta 

(2)  y  =  ka?, 

ed  alle  parallele,  ha  l'equazione  (n.^  261,  ponendovi  &  »  —  j 

(3)  (chia?  +  «12^  +  an)  -f  k  (oaio?  +  a^^  -h  02%)  =«  0, 
ossia 

(3")      («u  +  Icoii)  X  -h  («12  +  *«»)  y  -h  (ai8  +  Ìca2$)  =  0. 

n  diametro  è  un  asse,  se  riesce  perpendicolare  alla  retta  (2), 
se  è  verificata  dunque  la  condizione 

Jc  («11  +  Jca2i)  —  («12  -f-  ^022)  =■  0, 
ossia 

(4)  «12*;^  +  («11  —  022)  k  —  «12  =  0. 

Questa  equazione  di  secondo  grado  ha  sempre  due  radici 
reali  e  distinte,  %i,  k2y  perchè  il  prodotto  %i  &2  »  —  1  è  ne- 
gativo.  Sostituendo   nella  (3),   o   (3^,   a  %  i  valori  kij  kt. 
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sacceBsivamentey  si  ottengono  le  equazioni  dei  due  assi  della 
conica,  i  quali  dunque  risultano  sempre  reali. 

Va  notato  però  che,  se  la  (1^)  rappresenta  una  para- 

boia,  avendosi  aUora  — ^  =  — ^ ,  una  radice  della  (4)  è,  come 

8i  verifica,  *  =  -J?S_=_*L.  In  comspondenza  a  questa 

radice  si  annullano  i  coefficienti  di  a?  ed  y  nella  (3^,  la  quale 
(ridotta  omogenea)  rappresenta  la  retta  i^'inflnito  del  piano. 
Lasciando  da  parte  questa  soluzione,  che  non  soddisfa  pie- 
namente al  problema,  rimane  per  la  parabola  un  solo  asse, 
la  cui  equazione  è  data   dalla  (30f  quando  per  ìc  si  ponga 

la  seconda  radice  della  (4),  fc  =  — ^  = ;  con  facili  calcoli 

au       Qtvi 

si  può  porre  tale  equazione  sotto  la  forma  seguente: 

Oi\\x  4-  ai2y  H ; =*  0. 

«11 +  O22 

Se  invece  la  (10  è  una  conica  a  centro,  osserveremo 
che  le  due  rette  y  »  &ix,  y  =  Ic^^  perpendicolari  rispetti- 
vamente ai  due  assi  della  conica,  sono  inoltre  perpendico- 
lari tra  loro,  essendo  &iA^  =  —  1.  Dunque  ciascuna  di  quelle 
rette  è  parallela  ad  uno  degli  assi;  e  le  equazioni  di  questi 
I>ossono  scriversi  anche  sotto  la  forma 

dove  (xb,  j(o)  sono  le  coordinate  del  centro,  e  A;  »  %i,  fcs  è 
una  radice  della  (4).  Sostituendo  nella  (4),  al  posto  di  A;,  la 
frazione,  e  mandando  via  i  denominatori,  otteniamo  l'equa- 
zione complessiva  degli  assi: 

ai2(«— i»o)^— («11— a22)(a?— «o)(y — yo)  —  ai2(y— yo)*  =  0. 

267.  tato  partlcolara  del  cerchio.  —  Va  considerata  a 
parte  la  ipotesi,  che  siano  nulli  coefficienti  e  termine  noto 
della  (4),  che  sia  dunque 

allora  la  (4)  è  soddisfatta  da  ogni  valore  di  le.  Ed  ogni  dia- 
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metro  della  conica  è  un  asse.  D'altronde  la  curva  in  tal 
caso  è  un  cerchio,  giacché  le  condizioni  scritte  sono  preci- 
samente quelle  che  distinguono  il  cerchio  dalle  altre  co- 
niche {nP  48).  Concludiamo  che  per  il  oerohio  {e  per  questa 
sóla  contea)  ogni  diametro  è  aasey  è  dunque  perpendicolare 
al  diametro  coniugato  ;  la  involuzione  dei  diametri  eoniugaii 
è  circolare;  e  gli  asintoti  di  un  cerchio  (rette  doppie  di  tale 
involuzione,  n.°  263)  sono  le  rette  isotrope  uscenti  dal  centro 
(n.°  190).  Bitroviamo  cosi  il  risultato  già  noto  :  tutti  i  cerchi 
segano  la  retta  àWinfinito  nei  punti  ciclici  del  piano  (n.°  129, 
Oss.).  E  vediamo  inoltre  che  due  cerchi  concentrici  hanno 
gli  stessi  asintoti,  cioè  si  toccano  nei  punti  ciclici. 

EmtcIiI  I  —  1)  Determinare  le  coordinate  del  centro,  e  le  equa- 
zioni staccate  degli  asintoti  e  degli  assi  p^  le  coniche  (in  coordinate 
ortogonali) 

2ir*  +  4fljy-h6y"— ete  —  3  =  0, 
05"  — ^  4a^  —  2y*  +  3»  —  3y  +  6  —  0. 

2)  Determinare  Tequasione  dell'asse  e  le.  coordinate  del  vertice 
della  parabola  (in  coordinate  ortogonali) 

4aj*  -h  4asy  -f-  y"  —  2»  —  4^  «=  0. 

3)  Costruire  il  centro,  la  involnzione  dei  diametri  coniugati,  gli 
asintoti  e  gli  assi  di  una  conica,  data  mediante  cinque  punti  ABCDE; 
(si  costruiscano  ad  es.  le  corde  DF,  DO  parallele  alle  corde  AB^C,  ecc.). 

4)  Lo  stesso  problema,  quando  la  conica  è  definita  mediante  cinque 
delle  sue  tangenti.  (Si  costruiscano  due  parallelogrammi  circoscritti  alla 
curva,  n.^  264). 

6)  Costruire  Passe  e  il  vertice  di  una  parabola,  determinata  da 
quattro  tangenti,  o  da  tre  punti  propri  e  dal  punto  improprio. 

6)  Dati  in  grandezza  e  posizione  due  diametri  coniugati  di  una 
conica  a  centro,  costruire  gli  asintoti  e  gli  assi  (n.®  264). 

7)  Le  rette  che  proiettano  dagli  estremi  A,A'dìvji  diametro  tras- 
verso di  una  conica  a  centro  un  punto  variabile  lungo  la  curva,  segano 
sopra  il  diametro  coniugato  BE'  una  involuzione,  che  ha  per  centro  il 
centro  della  curva,  e  per  punti  doppi  (nella  ellisse),  o  punti  coniugati 
(nella  iperbole)  gU  estremi  di  questo  diametro.  Ed  una  tangente  varia- 
bile alla  curva  sega  sopra  le  due  tangenti  in  A^  A'  una  coppia  di  punti, 
proiettati  dal  centro  mediante  due  diametri  coniugati  della  curva 
{ufi  246,  es.  32)  ). 

8)  L'esercizio  precedente  permette  di  costruire  per  punti  e  tan- 
genti una  conica  a  centro,  di  cui  siano  noti  in  grandezza  e  direzione 
due  diametri  coniugati.  (Infatti  ogni  coppia  MM'  della  involuzione  no- 


FBOFBIBTÀ  DIAMBTBAU  DBLLB  OONIOHB  611 

miData  sul  diametro  BB'  fomìsoe  dae  punti  della  curva,  le  cui  tan- 
genti sono  le  diagonali  del  paraUelogramma  formato  daUe  parallele  a 
BB*  condotte  per  AA',  e  dalle  parallele  ad  AA'  condotte  per  M,  M'). 

9)  Costruire  una  conica,  di  cui  siano  dati  il  centro,  le  direzioni  di 
due  diametri  coniugati,  ed  inoltre  due  punti  o  due  tangenti  (cfr.  n.^  260, 
es.  4);  oppure  si  determinino  le  lunghezze  dei  due  diametri,  cercando 
una  coppia  di  punti  coniugati  su  ciascuno  di  essi  ;  poi  es.  8)  ). 

10)  Costruire  una  conica,  conoscendone  in  posizione  due  coppie  di 
diametri  coniugati  ed  un  punto;(  del  diametro,  che  passa  per  il  punto, 
ai  determini  il  coniugato  in  posizione  e  grandezza  ;  poi  es.  8)  ). 

11)  In  un  triangolo  iscrìtto  in  una  conica,  di  cui  ciascun  lato  sia 
parallelo  aUa  tangente  nel  vertice  opposto,  il  baricentro  coincide  col 
centro  della  curva  ;  e  viceversa.  Segue  l'esistenza  di  infiniti  triangoli 
siffatti  nella  ellisse,  potendosi  un  vertice  assumere  ad  arbitrio  sulla 
curva,  con  che  il  triangolo  è  determinato;  invece  ogni  triangolo  di  tal  na- 
tura è  parzialmente  immaginario  nella  iperbole,  o  degenere  nella  parabola. 

II.  —  12)  Il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  una  schiera  è  una 
retta,  la  quale  biseca  le  tre  diagonali  del  quadrilatero  base,  e  passa 
per  il  punto  aU*  infinito  dell*  xmica  parabola  appartenente  aUa  schiera 
(Newton)  (cfr.  n.^  260,  es.  45)  ).  Segue  che  i  punti  medi  delle  tre  dia- 
gonali suddette  appartengono  ad  una  retta,  mediana  del  quadrilatero 
(cfr.  n.^  198,  es.  10)  ),  e  ohe  le  cinque  mediane  relative  ai  quadrilateri 
determinati  da  cinque  rette,  prese  a  quattro  a  quattro,  concorrono  in 
un  punto.  Si  ha  qui  un  nuovo  modo  per  costruire  il  centro  di  una  co- 
nica determinata  da  cinque  tangenti. 

13)  Il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  un  fascio  è  una  conica 
(detta  dei  nove  punU)  (cfr.  n.^  260,  es.  46)  ),  la  quale  passa  per  i  punti 
diagonali  del  quadrangolo  base  e  per  i  punti  medi  dei  sei  lati  del  detto 
quadrangolo  ;  i  punti  all'  infinito  di  questa  conica  sono  i  centri  delle 
due  parabole  appartenenti  al  fascio,  ed  il  suo  centro  cade  nel  baricentro 
del  quadrangolo  base  (Pfaff). 

14)  Cercando  la  condizione  perchè  la  conica  dei  nove  punti  sia  un 
cerchio  non  degenere,  si  vede  che  il  fascio  deve  comporsi  di  iperboli 
equilatere.  Dunque:  a  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  di  un 
fascio,  è  un  cerchio  »  (Brianohon  e  Ponoelet).  Se  i  punti  base  del  fascio 
sono  reali,  si  ricava  di  qua,  e  dall'es.  87)  del  n.^  260,  ohe  «  in  un  trian- 
golo i  piedi  delle  altezze,  i  punti  medi  dei  lati,  ed  i  punti  medi  dei 
segmenti  compresi  fra  i  vertici  e  l'ortocentro  appartengono  ad  uno 
stesso  cerchio»,  detto  cerehio  dei  nove  pv/nti,  o  cerchio  di  Feuerbach. 

15)  Segue  pure  che  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere 
aventi  un  dato  triangolo  come  autopolare  (n.®  260),  es.  61)  ),  è  il  cerchio 
circoscritto  al  triangolo  ;  ossia  :  «  il  cerchio  circoscritto  ad  un  triangolo 
autopolare  rispetto  ed  una  iperbole  equilatera  passa  per  il  centro  delia 
curva».  (Bbxanchon  e  Ponoeust). 
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16)  La  oonioa  dei  nove  punti  è  una  iperbole  equilatera,  se  fra  le 
ooniohe  del  fascio  vi  ò  un  oerohio,  e  vioeveroa. 

17)  Se  tra  le  ooniohe  di  un  fascio  vi  ò  un  cerchio,  gli  assi  di  quelle 
hanno  direiioni  costanti  (De  la  Hirs  e  HtiTGifiNS),  e  sono  paralisi  alle 
bisettrici  déUe  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  base  (Ponosubt) 
ed  agli  asintoti  della  iperbole  equilatera  dell'es.  16). 

18)  Segue  una  costruzione  delle  direàoni  degli  assi  di  una  conica 
determinata  da  cinque  punti  ;  si  conduca  infatti  un  cerchio  per  tre  di 
essi,  e  si  determini  (n.^  260,  es.  32)  )  la  quarta  intersezione  del  ceicbio 
colla  conica,  eoo. 

19)  I  cerchi  passanti  per  due  punti  fissi  di  una  conica  segano  ul- 
teriormente la  curva  in  due  punti,  la  cui  oongiungente  ha  una  direzione 
costante,  che  si  costruisce  subito  quando  siano  noti  gli  assi. 

20)  Segue  che  i  cerchi  bitangenti  ad  una  conica  hanno  i  centri 
sopra  Tuno  o  Taltro  degli  assi  ;  e  se  un  cerchio  ha  un  contatto  quadri- 
punto  colla  curva,  il  punto  di  contatto  cade  in  un  vertice. 

21)  Segue  ancora  che,  se  un  cerchio  oscula  una  conica  in  un  punto  P, 
e  la  sega  ulteriormente  in  Q,  la  tangente  in  P  e  la  retta  PQ  formano 
angoli  uguali,  ma  opposti,  con  ciascun  asse.  £  di  qua  si  deduce  una 
costruzione  del  cerchio  osculatore  ad  una  conica  in  un  dato  punto.  La 
costruzione  cade  in  difetto  soltanto  se  P  sta  in  un  vertice,  e  quindi  il 
cerchio  ha  un  contatto  quadripunto  ;  questo  caso  sarà  trattato  in  seguito. 

22)  Se  PP'P''  è  un  triangolo  iscritto  in  una  ellisse,  avente  i  lati 
paralleli  alle  tangenti  nei  vertici  opx>oBti  (es.  11)),  i  cerchi  osculatori 
in  P,  P",  P'\  passano  per  uno  stesso  punto  Q  della  curva,  ohe  appartiene 
pure  al  cerchio  PP'P'\  E  poiché  il  ragionamento  può  invertirsi,  si  con- 
clude: «Per  un  punto  di  una  ellisse  passano  tre  cerchi  che  osculano 
altrove  la  curva;  i  tre  punti  di  osculazione  stanno  in  un  cerchio  col 
punto  primitivo,  e  formano  un  triangolo  che  ha  per  baricentro  il  eentro 
della  curva  »  (Steiner).  Per  la  iperbole,  o  parabola,  dei  tre  punti  di  oscu- 
lazione due  sono  immaginari,  o  cadono  nel  centro  allUnfinito  della  curva. 

23)  Il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  iscritte  in  un  trian- 
golo è  il  cerchio,  rispetto  a  cui  è  autopolare  il  triangolo  (Setdb'witz). 
(Infatti  la  costruzione  dell'es.  12)  del  n.^  260,  applicata  ad  una  iper- 
bole di  cui  siano  date  tre  tangenti  ed  i  due  punti  impropri  in  direzioni 
ortogonali,  fa  vedere  che  i  centri  delle  quattro  soluzioni  appartengono 
ad  un  cerchio  ;  ecc.). 

24)  Ad  una  schiera  di  coniche  appartengono  due  iperboli  equila- 
tere; i  loro  centri  stanno  sui  quattro  cerchi  rispetto  a  cui  sono  auto- 
polari, ordinatamente,  i  triangoli  formati  colle  quattro  rette  basi  prese 
a  tre  a  tre,  sul  cerchio  circoscritto  al  triangolo  diagonale  del  quadri- 
latero base  (es.  15)  )  e  sulla  retta  mediana  del  quadrilatero  (es.  12)  ). 
Segue  che  in  un  qualsiasi  quadrilatero  i  cinque  cerchi  nominati  appar- 
tengono ad  un  fascio,  di  cui  l'asse  radicale  è  la  retta  mediana,  e  Tasse 
centrale  contiene  gli  ortocentri  dei  quattro  triangoli  suddetti. 
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Capitolo  IV. 
Forme  ridotte  ddle  equadonl  deUe  eonlehe. 

268.  fiontehe  riferite  a  particolari  tliteml  earteilanl.  — 

Biprendiamo  la  equazione  oartesiana  di  una  conica 

(1)        ano^  +  2a\^  +  Ogg^*  +  2ai^  4-  202»^  +  Oss  =  0. 

Sinora  gli  assi  coordinati  x^  y  potevano  esser  rette  ar- 
bitrarie del  piano.  Supporremo  in  questo  Capitolo  che  essi 
abbiano  speciali  relazioni  metriche  colla  curva,  ed  esami- 
neremo in  corrispondenza  come  Pequazione  di  questa  si 
semplifichi.  A  tal  fine  ci  converrà  tener  presenti  le  equa- 
zioni 

rappresentanti  i  diametri  della  conica  (1)  coniugati  coU^asse  x, 
e  coll'asse  y,  rispettivamente  (n.°  261). 

a)  Esclusa  per  ora  la  parabola,  si  supponga  che  l'ori- 
gine delle  coordinate  cada  nel  centro  della  conica  (1);  al- 
lora i  due  diametri  (2)  devono  passare  per  Porigine,  quindi 
ai8  »  Osa  =  0,  e  la  (1)  si  riduce  al  tipo 

(a)  ana;*  +  2aispcy  +  Ofggy^  +  Oss  =  0. 

Viceversa,  da  questa  forma  di  equazione  si  risale  alla 
ipotesi,  sicché: 

VegiMzione  di  una  oanieaj  riferita  ad  un  sistema  di  eoar- 
dinate  di  cui  Vorigine  cade  nel  eentroy  manoa  dei  termini  a 
primo  grado;  e  viceversa. 

b)  Si  supponga  inoltre  che  a;,  y  siano  diametri  coniu- 
gati della  conica  ;  allora  le  equazioni  (2)  devono  rappresen- 
tare, rispettivamente.  Passe  y  e  Passe  x,  quindi  alle  condi- 
zioni sopra  trovate  va  aggiunta  Paltra  ois  =  0  ;  e  Pequa- 
zione (a)  assume  la  forma 

(b)  auofi  +  022^*  +  «88  =»  0  ; 
e,  viceversa,  da  questa  si  risale  allMpotesi. 
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L*equ(mane  di  una  canioa,  riferUa  a  due  diametri  coniu- 
gati come  assi  eoardinati,  contiene  solo  i  quadrati  dette  varia- 
bili e  il  termine  noto;  e  viceversa. 

In  particolare,  se  come  assi  coordinati  si  scelgono  gli  assi 
della  conica,  Pequazione  conserva  la  forma  (ft),  ma  si  ha  il 
vantaggio  derivante  dall'ortogonalità  del  sistema  coordinato. 

L'equazione  di  ogni  conica  a  centro  può  sempre  ridursi 
alle  forme  (a)  e  (ft). 

o)  Per  la  iperbole  si  può,  alla  ipotesi  a),  aggiungere 
Paltra  che  gli  assi  coordinati  coincidano  cogli  asintoti  (cia- 
scuno dei  quali  è  diametro  coniugato  di  sé  stesso).  Allora 
le  equazioni  (2)  devono  rappresentare,  rispettivamente. 
Passe  X  e  Passe  y ,  e  perciò  si  deve  avere  an  =  a»  —  022  =  oss  ==  0. 
L'equazione  (1)  si  riduce  alla  forma 

(0)  ^iaiipsy  +  aas  =  0, 

ossia 

(c^)  xy  ^Ic     (costante). 

^equazione  di  una  iperbole^  riferita  ai  suoi  asintoti  come 
assi  coordinati^  contiene  solo  il  prodotto  dette  variabili  e  il  ter- 
mine noto;  e  viceversa. 

d)  Allo  scopo  di  procurarci  una  forma  ridotta  valida  per 
tutte  le  tre  specie  di  coniche,  ed  in  particolare  per  la  parabola, 
assumiamo  ora  come  origine  un  punto  (proprio)  O  qualsiasi 
della  conica,  come  asse  x  il  diametro  passante  per  O,  come 
asse  y  la  tangente  in  O.  Allora»  data  la  posizione  dell'ori- 
gine, dovrà  porsi  nella  (1)  oss  »  0  ;  e  pel  fatto  che  il  dia- 
metro coniugato  alla  retta  y,  rappresentato  dalla  seconda 
delle  (2),  coincide  coll'asse  rr,  sarà  inoltre  ai2  =>  025  —  0.  In 
conseguenza  la  (1)  diviene 

{d)  ano^  -h  o^^  +  2ai«a;  =  0. 

Se  poi  supponiamo  che  la  curva  sia  una  parabola,  e 
che  quindi  l'asse  x  seghi  quella  nell'origine  e  nel  punto  al- 
l'infinito, dovrà  la  {d)  mancare  del  termine  in  oi^  {nP  229) 
e  ridursi  quindi  al  tipo 

(e)  a>sslf^  +  2ai^  «  0, 
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ossia 

{e')  y^  =  2px  (p  costante). 

Vequazione  di  una  parabola,  riferita  ad  un  diametro 
come  asse  x  e  alla  tangente  neWestremo  proprio  di  questo  come 
asse  y,  contiene  solo  U  quadrato  detta  j  ed  un  termine  di 
primo  grado  in  x;  e  viceversa. 

La  stessa  equazione  {e')  vale  se  a;  è  l'asse  della  para- 
bola, O  è  il  vertice,  y  la  tangente  nel  vertice  ;  allora  il  sistema 
di  coordinate  è  ortogonale. 

Osttrvailone.  —  La  equazione  (d),  risolta  rispetto  ad  y%  si  pre- 
senta sotto  la  forma 
(d')  y*  «  2pa?  +  tua?", 

dove  p~ ^  è  una  quantità  (detta  pa/rametro  relativo  al  diametro 

assunto  come  asse  x)  che  può  supporsi  positiva,  pur  di  fissare  oppor- 
tunamente il  verso  positivo  sull'asse  a;;  ed  m  « ^i- è  positivo,  nullo 

a^% 

o  negativo,  secondo  ohe  si  tratta  di  una  iperbole,  parabola,  od  éUisse, 
rispettivamente,  come  risulta  applicando  alla  (d')  la  condizione  del 
n.^  230.  Ne  viene  che,  per  le  tre  specie  di  coniche,  il  quadrato  dell'or- 
dinata (y^)  supera,  uguaglia,  od  è  inferiore  al  rettangolo  dell'ascissa  e 
del  doppio  parametro  (2pa;),  ordinatamente.  Da  questa  proprietà,  nota 
ai  greci,  provengono  (secondo  Pappo)  i  nomi  di  iperhóley  pararla,  étlMse. 

269.  Discussione  dell'equazione  normale  di  una  conica  a 
centro.  —  Le  equazioni  ridotte  delle  coniche  si  prestano 
allo  studio  deUa  forma  e  delle  proprietà  metriche  di  quelle 
curve. 

Volendoci  occupar  anzitutto  delle  coniche  a  centro,  par- 
tiamo dalla  equazione 

(1)  an^  +  «22^*  +  «88  =  0, 

che  la  curva  assume  quando  venga  riferita  ai  due  assi  (o  in 
generale  a  due  diametri  coniugati),  equazione  detta  normale, 
o  canonica  (in  senso  metrico),  perchè  il  triangolo  fondamen- 
tale, costituito  dai  due  assi  coordinati  e  dalla  retta  all'infi- 
nito, è  autopolare  (cfr.  n.°  241). 

PossianoLO  lasciar  da  parte  la  ipotesi  che  uno  (o  più)  tra 
i  coe£Glcienti  della  (1)  sia  nullo,  giacché  si  cadrebbe  in  evi 
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denti  oasi  di  degenerazione,  privi  d'interese.  Dividendo  i  due 
membri  della  (1)  per  —  an  Inequazione  assume  la  forma 

(2)  nMfl  +  ny2  =  1, 

dove  m^  n  sono  quantità  reali,  non  nulle.  Ora  sui  segni  di 
queste  si  possono  fare  le  seguenti  ipotesi: 


wn  >  0,    Ellisse. 
mn  <  0.    Iperbole. 

Le  prime  due  ipotesi  conducono  ad  una  ellisse,  le  ultime 
due  ad  una  iperbole  (n.°  230). 

270.  Elllsie.  —  I)  Se  nella  (2)  si  suppongono  m  >  0,  n  >  0, 
la  curva  sega  Passe  x  in  due  punti  reali  A^  A%  di  ascisse 


m 

n 

I. 

+ 

+ 

II. 



in. 

+ 

IV. 

+ 

X 


y     m  ' 


e  Passe  y  in  due  punti  reali  B,  B%  di  ordinate 


y  =  ±\/4=±». 


dove  a,  b  indicano  i  valori  assoluti  dei  radicali.  I  punti  A,  A^j 
J5  e  J5'  sono,  se  xy  =  -3-  >  ^^w»  della  ellisse,  ed  a  =  OA, 

h  ^  OB  sono  le  lunghezze  dei  semiassi.  Esprimendo  m,  n  in 
funzione  di  a  e  6,  e  sostituendo  nella  (2),  si  ottiene  la  equor 
zione  deUa  ellisse  riferita  ai  propri  assi,  di  lunghezza  2a,2i: 

^2  -»■  j2  -  A- 

(La  stessa  equazione,  se  xy  non  fosse  retto,  rappresen- 
terebbe una  ellisse  riferita  a  due  diametri  coniugati  di  lun- 
ghezze 2  a,  26). 

Ora  la  (1),  nella  ipotesi  ^  =»"  -tt-  9  fu  già  discussa  al  n.^  62; 
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vedenuno  allora  che  la  ellisse  è  una  curva  chiusa,  conte- 
nuta nel  rettangolo  che  ha  per  mediane  i  segmenti  AA^y  BB^, 
i  lati  del  quale  toccano  la 
curva  nei  vertici. 

Se  a  =  ft,   »y  =  -0-, la 

ellisse  si  riduce  ad  un  cer- 
chio con  centro  nell'origine 
e  raggio  a. 

II)  Se  neUa  (2)  fac- 
ciamo la  ipotesi  II  :  m  <  0, 
n<^0,  il  primo  membro 
della  (2)  ha  valor  negativo  per  ogni  coppia  di  valori  reali  di 
Xj  yy  mentre  il  secondo  membro  è  positivo  ;  la  conica,  la  cui 
equazione  potrebbe  porsi  sotto  la  forma 

x^ 
(II) 


non  ha  pxmti  reali,  e  dicesi  eUisBe  immagina/ria, 

271.  Iperbole.  —  III).  Veniamo  alla  ipotesi  III  :  m  >  0, 
»  <[  0.  Allora  la  curva  (2)  sega  Passe  x  in  due  punti  reoM 
A,  A%  di  ascisse 


V 


e  l'asse  y  in  due  punti  vmnMginaH  dì  ascisse 


y 


-±V/i-±H 


dove  si  è  posto  6  =  \/  — —  , <  =  V/  —  1.    Giova    tuttavia 

nelle  costruzioni  portare   sopra  y  due  segmenti  OB,  OB' 

uguali  a  ±  6.  I  punti  A,  A'  diconsi,  se  «y  =  -^  ,  estremi 

deCPasse  traverso  e  sono  effettivi  vertici  della  iperbole,  men- 
tre Bj  B'  diconsi  esiterM,  déWasse  non  trasverso^  sebbene  la 
curva  non  passi  per  essi.  Esprimendo  m  ed  n  mediante  a  e  b. 
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otteniamo  Vequaziane  di  una  iperbole  riferita  aJX^Mse  tra- 
sverso X  di  lunghezza  2aj  e  aiPasee  non  trasverso  y  di  lun- 
ghezza 2b: 


(in) 


a' 


J2    -^• 


(La  stessa  equazione,  in  assi  obliqui,  rappresenterebbe 
una  iperbole,  riferita  a  due  diametri  coniugati,  uno  x  tror 
sverso  di  lunghezza  2  a,  Paltro  y  non  trasverso  dì  lunghezza  2  6, 
estendendosi  ai  diametri  definizioni  analoghe  a  quelle  date 
sopra  per  gli  assi). 

La  equazione  (III)  (neUa  ipotesi  ^lf=^-K')  ^  discussa  al 

n.^*  62;  vedemmo  aUora  che  la  iperbole  si  compone  di  due 
rami  staccati  prolungantisi  all'infinito,  ed  estemi  alla  stri- 
scia formata  dalle  parallele  ad  y  condotte  per  Aj  A%  che 
sono  tangenti  alla  iperbole  nei  vertici. 

Gli  asintoti  della  iperbole  (III)  hanno  la  equazione  com- 
plessiva (n.o  263) 


•2 


6^ 


=  0, 


e    quindi    le  equazioni 
separate 

^         y  r^ 

a^  b  » 


X 


-4  =  0. 

a       0 

n  secondo  di  essi 
passa  per  i  vertici  (a,  6),  (~  a,  —  6)  del  parallelogramma 
che  ha  per  mediane  A  J.',  BB^  ;  mentre  il  primo  passa  per 
gli  altri  due  vertici  (—  a,  6),  (a,  —  6).  B  poiché  questa  osser- 
vazione vale  qualxmque  sia  Pangolo  xy^  si  conclude  : 

Oli  asintoti  di  una  iperbole  sono  le  diagonali  di  ogni  pa- 
rallelogramma a/vente  come  mediane  {in  grandezza  e  posizione) 
due  diametri  ooniugatij  uno  trasverso  e  Paltro  non  trasverso. 
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Besterebbe  ora  da  discutere  la  ipotesi  lY  :  m  <^  0,  n  >>  0  ; 
ma  questa  evidentemente  conduce  ad  una  iperbole  avente 
oome  asse  (o  diametro)  trasverso  la  retta  y^  e  come  asse 
(o  diametro)  non  trasverso  la  retta  Xj  e  non  dà  quindi 
nulla  di  nuovo. 

272.  Iperbole  equilatera.  —  Un  caso  particolare  notevole 
d'iperbole  si  presenta  quando  gli  asintoti  sono  perpendico- 
lari tra  loro  ;  la  iperbole  si  dice  allora  equilatera.  L'ultimo 
teorema  del  n.°  precedente  ci  dice  che,  in  tale  ipotesi,  il 
parallelogramma  avente  per  mediane  due  diametri  coniu- 
gati (o  i  due  assi)  è  equilatero  (a  =«  b),  perchè  le  diagonali 
sono  perpendicolari.  Segue  dunque  che,  in  una  iperbole  equi- 
latera,  ogni  diametro  è  uguale  al  coniugato;  e  inoltre  che  la 
equazione  di  una  iperbole  equilatera,  riferita  ai  due  aesij  o  a 
due  diametri  coniugatiy  si  presenta  sotto  la  forma 

/p2  —  y^  =  a\ 

Si  riconosce  poi  facilmente  che  gli  asintoti  di  una  iper- 
bole equilatera  bisecano  gli  angoli  formati  dalle  coppie  di 
diametri  coniugati  (n.o  264). 

273.  Alcune  fformole  relative  airequailone  normale  di 
una  conica  a  centro.  —  Giova  ricordare  alcune  formolo  re- 
lative ad  una  conica,  nel  caso  che  questa  sia  rappresentata 
mediante  l'equazione  normale. 

L'equazione 

(1)  -^+i^  =  i 


H=t)' 


rappresenta  una  eUisse,   od  una  iperbole  riferita  agli  assi 

secondo  che  si  prenda  il  segno  superiorCi  o 

l'inferiore.  Mantenendo  la  stessa  convenzione  per  le  formule 
seguenti,  noteremo  che  la  tangente  alla  curva  nel  punto 
{x\  y')  ha  l'equazione  (nP  232) 

(2)  -^--W  "  ^' 
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la  quale  rappresenta  pure  la  polare  dì  un  punto  (a/,  y') 
qualBÌasi  del  piano. 

La  normale  alla  iywroa  in  (x',  y%  cioè  la  perpendicolare 
alla  tangente  nel  punto  di  contatto,  è  rappresentata  dalla 
equazione 

(3)  p ^± y, , 

e  questa  rappresenta  pure  la  perpendicolare  condotta  da  un 
punto  qualsiasi  (^^y^)  alla  propria  polare. 

VeqiMusiùne  tangenziale  della  (1)  si  riconosce  essere 
(no  236) 

(4)  aH^  ±  6V  =  1, 
Oy  in  coordinate  omogenee  di  rette, 

Questa  è  dunque  la  condizione  affinchè  la  retta  ux  +  t?y  + 1(7  »  0 
tocchi  la  (1).  Ora,  ricavando  dalla  (4^  w  mediante  u^  v,  e 
sostituendo  nell^equazione  della  retta,  risulta  che  Teglia- 
zione  cartesiana  di  una  ta/ngente  aUa  conica  (1)  può  porsi 
sotto  la  forma 


(6)  nX'\-vy-^\/a^u^±l^t)^ì 

al  radicale  si  intende  premesso  il  doppio  segno,  qualunque 
sia  la  conica.  Le  quantità  u^  v  sono  costanti  arbitrarie;  se 
si  considerano  come  date,  la  (5)  (col  doppio  segno  premesso 
al  radicale)  rappresenta  le  due  ta/ngenti  alla  (1)  parallele  aUa 
retta  ux  -{-  vy  =  0. 

274.  Iperbole  riffarita  agli  atlntotL  —  Alcune  proprietà 
dellUperbole  scaturiscono  facilmente  dall'equazione  che  as- 
sume la  curva,  quando  si  prendano  come  assi  coordinati  gli 
asintoti  : 

(1)  xy  =  k, 

dove  Jc  è  una  costante,  che  può  ritenersi  positiva,  pur  di 
scegliere  convenientemente  i  versi  positivi  sugli  assi.  In  tale 
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ipotesi,  dei  due  rami  dell'iperbole,  uno  cade  nelPangolo  delle 
semirette  positive  x,  y,  l'altro  nell'angolo  opposto  al  vertioe. 

La  (1)  riceve  una  imme- 
diata interpretazione:  il  pa-  ^  j^ 
ràUelogramma  avente  due  lati 
sugli  asintoti  di  una  iper- 
bole, ed  un  vertice  mobile 
lungo  la  curva  ha  Varca  co- 
stante  (=  hBeaxy). 

Se  nella  (1)  una  delle  coor- 
dinate, ad  es.  la  y,  va  cre- 
scendo senza  limite  in  va- 
lore assoluto,  l'altra  x  tende 
a  zero  ;  segue  che  un  punto, 
il  quale  descriva  un  ramo  di 

il>erbole  allontanandosi  da  un  vertice,  si  avvicina  sempre 
più  ad  uno  degli  asintoti. 

La  tangente  alla  curva  (1)  nel  punto  {x',  y')  ha  l'equa- 
zione 

wy'  +  yxf  =  21c 

e  stacca  sugli  asintoti  i  segmenti  21c:y^  =^  2x%  e2k:x'  =  2y\ 
Segue  facilmente  che  U  segmento  di  una  ta/ngente  ad  una 
iperbole  compreso  fra  gli  asintoti  è  diviso  per  metà  dal  punto 
di  contcUto;  ed  inoltre  che  una  ta/ngente  variabile  alViperbole 
forma  cogli  asintoti  v/n  triangolo  di  area  costale  (  »  2%  sen  xy). 
Ciò  risulta  pure  dalla  equazione  tangenziale  della 
iperbole 

1 


uv 


4X; 


276.  Parabola.  Proprietà  della  tanfsnte  e  della  normale. 

—  Sappiamo  già  che  l'equazione  di  una  parabola,  riferita 
all'asse  e  alla  tangente  nel  vertice  come  rette  a;,   y  rispet* 

tivamente,  I  ^  «s  -^  j , 


ha  la  forma 


(1) 


y*  =  2pXy 
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dove  p  è  una  costante  detta  paramelo  (^)j  che  può  sempre 
riguardarsi  come  positiva,  pur  di  fissare  conyenientemente 
il  verso  positivo  sull'asse  x. 

Lo   studio   dell'equazione  (1)  fatto  al  n.^  62,  ci  ha  già 

indicato  che  la  parabola 
si  compone  di  un  sol  ramo 
estendentesi  all'infinito,  e 
giacente  tutto  danna  banda 
dell'asse  y. 

La  tangente  aJla  para- 
bola (1)  nel  punto  P  (x',  y^) 
ha  la  equazione  (n."*  232) 

(2)     yy'  =  p  (»  4-  x'), 

che  rappresenta  pure  la 
polare  di  un  punto  (x^,  y')  qualsiasi.  E  la  normale  aXla 
curva  in  P,  o,  in.  generale,  la  perpendicolare  calata  dal  polo 
sulla  polare,  è  data  da 


(3) 


X  —  xf 


La  tangente  e   la   normale    segano    l'asse  x  in    due 
punti  T,  Nj  le  cui  ascisse  sono 

OT  ^  —7f,      ON  ==x'  +  p. 

Se   si  indica  con  M  la  proiezione   ortogonale   di  P  sopra 
l'asse  Xj  queste  formule  ci  dicono  che 

OT  =  -OJf,      MN  ^p. 

Ora  i  due  segmenti  TJf,  MN^  proiezioni  ortogonali  sul- 
l'asse X  dei  tratti  di  tangente  e  normale  compresi  fra  il 
punto  della  curva  a  cui  si  riferiscono  e  l'asse,  vengono  detti, 
rispettivamente,  eottoiangente  e  sottanormàle.  Ooncludiamo  : 
In  una  parabola^  la  sottotangente  di  un  punto  qualsiasi 


(')  Aloani  autori  obiamano  (con  Desaroues)  parametro  la  quaa« 
tità  2p  (latu8  reohtm  per  gli  antichi  geometri). 
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è  divisa  per  metà  dal  vertice  ;  e  la  soUanormale  è  eostante  ed 
uguale  at  parametro. 

Si  può  anche  dire  che  la  tangente  in  un  punto  qualsiasi 
(cioè  il  tratto  PT  di  una  tangente  compreso  fra  il  punto 
di  contatto  e  Passe  x)  è  divisa  per  metà  dotta  lambente  nel 
vertice. 

L'equazione  tangenziale  della  parabola  (1)  si  presenta 
sotto  la  forma 

(4)  t?»  =  —  tt. 

V 

Bendendo  questa  omogenea  e  ricavando  il  valore  di  tr, 
si  trova,  col  procedimento  indicato  nel  n.^  273,  che  Vequa- 
zione  della  (unica)  tangente  alla  parabola  parallela  ad  una 
retta  data  ux  +  vy  =>  0^  può  porsi  sotto  la  forma 

(6)  «X  +  t^  +  ^  =  0. 

276.  Metodi  per  ridurre  a  fforma  semplice  Tequailone  di 
una  conica.  —  Negli  ultimi  n.^  abbiamo  visto  quali  termini 
formino  parto  dell'equazione  di  una  conica  riferita  a  par- 
ticolari rette,  scelto  come  assi  cartesiani.  Se  però  si  suppone 
data  inizialmente  la  curva  mediante  una  equazione  generale 

(5)  ancfi  +  2aa2p^  +  o,alf^  +  2ai^  +  20^  -f  «m  ==  0, 

riferita  ad  assi  x,  y  comunque  fissati  nel  piano,  sorge  il 
problema  di  calcolare  i  coefficienti  che  entreranno  nell'equa- 
zione ridotta  della  curva,  quando  questa  venga  riferita  a 
particolari  assi  X,  Y.  Si  tratta  insomma  di  applicare  real- 
mente al  polinomio  (1)  la  trasformazione  di  coordinate,  con 
cui  si  passa  dagli  assi  x,  y  agli  assi  X,  7. 

Ragioniamo,  per  fissar  le  idee,  sopra  un  esempio  par- 
ticolare. Supponiamo  che  la  (1)  sia  una  conica  a  centro, 
riferita  ad  assi  ortogorMli  qualisivogliano  x,  y  ;  e  che  si  vo- 
glia scrivere  la  equazione  normale  della  conica  stessa,  rife- 
rita ai  propri  assi  (di  simmetria)  Z,  7. 

Trattandosi  di  passare  da  imo  ad  un  altro  sistema  or* 


V 
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togonale,  le  forinole  per  la  trasformazione  saranno  del  tipo 

(n.o  34) 

Ja:=a  +  Zcos$— Y  Ben  (p, 

^^'  j    y  =  ^  -f  Z  sen  (p  +  r  eoa  (p, 

dove  (a,  P)  sono  le  coordinate  antiche  della  nuova  origine, 

ed  è  f  =  xX. 

Ora  noi  sappiamo  calcolare,  mediante  i  coefficienti 
della  (1),  tanto  a  e  fi,  coordinate  del  centro  della  conica 
(n.°  262),  quanto  ^,  angolo  che  uno  degli  osai  X  di  questa 
forma  coU'asse  coordinato  x  (n.°  266).  Determinate  cosi  le 
costanti  che  compariscono  nelle  (a),  basterà  far  le  sostitu- 
zioni (a)  nella  (1),  ed  eseguire  i  calcoli,  per  giungere  alla 
equazione  normale  richiesta. 

Si  può  anche,  senza  premettere  la  determinazione 
di  a,  ^,  (p,  sostituire  subito  le  (a)  nella  (1),  considerando 
queste  tre  quantità  come  indeterminate;  si  ricorderà  poi 
che,  nella  equazione  finale  in  Z,  Y,  devono  annullarsi  i 
coefficienti  di  XY,  J,  Y  (n.°  268)  ;  e  si  approfitterà  delle  tre 
equazioni  di  condizione  esprimenti  questo  fatto,  per  calco- 
lare effettivamente  a,  ^  e  f . 

Comunque  si  proceda,  le  operazioni  qui  indicate,  sem- 
plici come  concetto,  conducono  a  calcoli  alquanto  lunghi; 
questi  possono  evitarsi,  seguendo  il  procedimento  indiretto 
che  ora  passiamo  ad  esporre/  Premetteremo  alcuni  lemmi 
relativi  a  particolari  trasformazioni  di  coordinate. 

277.  Modo  di  comportarti  di  una  conica  rispetto  a  par- 
ticoiari  trattormailoni  di  coordinate.  —  Bicordiamo  che  le 
formole  per  la  trasformazione  di  coordinate  cartesiane  sono 
del  tipo 

(2)         0?  =  a  +  a'  X  +  a''  Y,      y  ^  ^  +  P' X  +  ^''  Y, 

dove  le  sei  quantità  a,  ^  . . .  sono  costanti  (n.°  35)  ;  se  muta 
l'orìgine  ma  non  le  direzioni  degli  assi,  quelle  formole  di- 
vengono 

(20  «-a  +  X,      y  =  p  +  Y, 
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essendo  (a,  p)  le  coordinate  antiche  della  nuova  origine  ;  se 
invece  l'origine  rimane  fissa,  si  ha 

Oiò  posto,  dimostriamo  che: 

I.  Una  traaformaaione  di  coordinate,  nella  quale  miOi 
Vorigine  ma  non  le  direzioni  degli  assi,  lascia  inalterati  i 
ooeffleiewli  dei  termini  a  secondo  grado  néWequaaione  di  una 
conica. 

Infatti  la 

(1)  aiiofi  +  2ai^  +  Offij/*  +  2ai^  +  2028^  +  «ss  =  0, 

mediante  le  formolo  (2'),  diviene 

aii(X-}.a)2  +  2ai2(-2r  +  «)(Y  +  P)  +  a22(r  +  P)«+...  +a88-0, 

ossia 

(  auZ*  +  2ai2Xr  +  ai:^Y^ 

(V)     )  +  2(aii«  +  ai2P  +  aia)  X  +  2(021»  +  Oaap  +  023)  Y 

(  +  (Olia*  +  2oi2aP  4-  022?^  +  2aijia  +  2023?  +  Os»)  =  0, 

dove  i  coefficienti  dei  termini  a  secondo  grado  sono  ancora 

Oli,    20i2,    022- 

n.  Una  trasformazione  di  coordinate,  che  lasci  ferma  la 
origine,  non  aitera  il  termine  noto  deUPequazione  di  una  conica. 
Infatti  la  (1),  mediante  le  formolo  (2'^),  diviene 

Oii(a'Z  +  a''  Y)«  +  2oi2(a'Z  +  a''  T){P' X  +  p"  Y)  +  .  • . 
+  2oi8(a'X  +  a"  Y)  +  . . .  +  Oss  -  0, 

dalla  quale  apparisce  che  i  termini  a  secondo  e  primo  grado 
del  polinomio  (1)  danno,  rispettivamente,  termini  di  secondo 
e  primo  grado  del  polinomio  trasformato;  il  termine  noto 
di  questo  è  dunque  oss,  come  nel  polinomio  (1). 

Oi  servirà  pure  il  lemma  seguente,  relativo  ad  un  par- 
ticolare binomio  di  secondo  grado: 

in.  Una  trasformazione  ortogonale  di  coordinate,  che  lasci 
ferma  Vorigine,  muta  Vespressione  x*  +  y'  (formata  colle  an- 
tiche coordinate  di  un  punto)  nella  espressione  analoga  X^  +  T* 
(formata  colle  nuove  coordinate  dello  stesso  punto). 
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Infatti  le  due  espressioni  forniscono  il  quadrato  della 
distanza  del  punto^  che  ha  le  antiche  coordinate  {x,  y)  e  le 
nuove  (Z,  Y),  dalla  origine  comune  dei  due  sistemi  (n.^  25). 

Se  la  trasformazione  di  coordinate  non  fosse  ortogonale,  i 
due  binomi  ora  scritti  dovrebbero  venire  sostituiti  dai  trinomi 
«■  -f  2xy  C08  xy  -f  y*,  X*  +  2XT  oos  XT  -{-  T*,  come  risulta  dallo  stesso 
ragionamento. 

278.  Invarianti  di  una  conica  reiativamente  ad  una  tni- 
•tormazlone  di  coordinate.  —  Premessi  questi  lemmi,  ritor- 
niamo al  nostro  problema.  È  data  Pequazione  di  una  conica 
riferita  a  certi  assi  a;/  y, 

(1)  anO!^  +  2ai2xy  +  ch^^  +  2ai^  +  2a28y  +  a^s  =  0. 

Eseguiamo  una  trasformazione  di  coordinate,  adoperando  le 
formolo  (2)  del  n.°  277;  giungeremo  cosi  ad  una  equazione 

(3)  a'n  Z*  +  2a'i2X  Y  -f  a'22  Y^  +  2a'izX  +  2a'2s  Y  +  a'ss  ==  0, 

della  quale  ci  interessa  conoscere  i  coefficienti.  A  tal  fine 
cerchiamo  di  stabilire  a  priori  qualche  relazione  tra  i  coef- 
ficienti deUa  (1)  e  della  (3). 

Supponiamo  perciò  di  eseguire  sui  coefficienti  della  (1) 
una  certa  serie  di  operazioni  algebriche,  il  cui  risultato  potrà 
indicarsi  con  (p  (an,  . . .  ,  azz).  Se  le  stesse  operazioni,  nello 
stesso  ordine,  si  eseguiscono  sui  coefficienti  della  (3),  si  ot- 
terrà un  nuovo  risultato  ^  (a'n,  . . .  ,  a'ss).  I  due  risultati 
difEeriranno,  se  il  complesso  di  operazioni  indicato  simboli- 
camente con  (f)  è  scelto  a  caso.  Ma  si  può  chiedere  se  esista 
qualche  funzione  ^  tale,  che  risulti  sempre  (qualunque  sia 
la  equazione  quadratica  (1)  e  la  trasformazione  di  coordi- 
nate (2)  adoperata) 

(4)  ^  («11,  . . .  ,  ass)  =  ♦  («'iij  •  •  •  y  Of'zi)' 

Se  la  (4)  è  soddisfatta,  si  dirà  che  Pespressione  f  è  un 
invariante  C)  della  (1),  rispetto  aUe  trasformaaioni  di  coordi^ 


(^)  La  nozione  di  invariante  è  sorta  dalla  considerazione  di  tra- 
sformazioni lineari  generali  di  variabili  ;  noi  dunque  adottiamo  questo 
nome  in  un  senso  molto  partioolare.  Il  lettore  potrà  vedere  i  fonda* 
menti  della  teoria  degli  invarianti  nei  trattati  di  Algebra  del  Capvlu, 
Obsabo,... 
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nate^  vale  a  dire  una  espressione  che  ha  lo  stesso  valore, 
quando  essa  venga  formata  coi  coefficienti  dell'equazione 
primitiva,  o  con  quelli  della  trasformata. 

La  esistenza  di  siffatti  invarianti  può  prevedersi  a  priori^ 
I)oichè  tale  proprietà  gode  ogni  espressione  composta  coi 
coefficienti  della  (1),  la  quale  ci  dia  il  valore  di  una  gran- 
dezza geometrica  appartenente  alla  curva  (l),  ma  indipen- 
dente dal  sistema  di  coordinate  a  cui  la  curva  vien  riferita 
(ad.  es.  la  lunghezza  di  un  asse,  Pangolo  degli  asintoti,  ecc.). 
Ora  si  tratta  di  vedere  come  si  possano  formare  effettiva- 
mente alcuni  di  questi  invarianti.  Ma  è  chiaro  sin  d'ora 
che,  ogniqualvolta  se  ne  conoscerà  uno,  si  potrà  scrivere 
tma  relazione  del  tipo  (4),  in  cui  il  primo  membro  sarà 
noto^  poiché  formato  coi  coefficienti  della  (1),  mentre  il  se- 
condo membro  dipenderà  dai  coefficienti  incogniti  della 
equazione  (3).  Questi  potranno  calcolarsi,  quando  si  abbia 
un  numero  sufficiente  di  relazioni  analoghe  alla  (4). 

]!f  oi  ora  indicheremo  come  si  possano  ottenere  gli  inva- 
rianti che  interessano.  Per  semplicità  di  formolo,  ci  limite- 
remo al  caso  delle  trasformazioni  ortogonali  di  coordinate, 
ed  accenneremo  poi  come  i  risultati  possano  estendersi  al 
caso  più  generale. 

Supponiamo  anzitutto  che  la  trasformazione  di  coordi- 
nate, con  cui  si  passa  dall'equazione  (1)  alla  (3),  lasci  ferma 
l'origine,  e  sia  quindi  del  tipo  (2")  (n.°  277).  Tenuto  conto 
dì  quelle  formolo  e  del  lemma  III  (n.  277),  possiamo  scri- 
vere le  seguenti  identità: 

(5)  an^  +   2ai^y   +  as^y*  +  . . .  +  «ss 

^  a' iiZ* H-  2a'itXY  -f  a'22  T»  +  . . .  +  a  », 

(6)  a:^  +  y*=Jr»+  r*, 

nella  prima  delle  quali  è  anzi  a'%z  =  ass  (lemma  II,  nP  227). 
Insieme  a  quelle  sussisterà  pure  la  identità  che  si  ottiene 
aggiungendo  ad  due  membri  deUa  (6)  i  due  membri  della  (6) 
moltiplicati  per  uno  stesso  parametro  arbitrario  A: 


-«?-■■•-• 
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(7) 


(«11  +  A)a;*  +  2ai^  +  (022  +  A)y« 
+  2ai^  +  2a2xiy  +  «ss 
(a'u  4-  >)X^  +  2a'iaXr  +  (a'22  +  a)  Y* 
H-  aa'isX  +  2a'28r  H-  a' ss. 

I  due  membri  della  {7),  ngusigliati  a  zero,  rappresen- 
tano una  stessa  conica  K^  riferita  una  prima  volta  agli  assi 
antichi  x,  y,  una  seconda  volta  agli  assi  nuovi  Z,  Y.  La 
conica  K  varierà  però  al  variare  di  a,  descrivendo  un  fascio. 
Ora,  se  vogliamo  determinare  i  valori  di  a  a  cui  corri8iK)n- 
dono  parabolej  possiamo  servirci,  sia  della  equazione  di  K 
in  x^  yj  sia  di  quella  in  JT,  7.  Dalla  prima  ricaviamo  che 
il  parametro  a  deve  soddisfare  alla  condizione  (n."*  220) 

(  «11  +  A)  (022  +  A)  —  ai2^  =  0, 
ossia 

(8)  A^  +  A(aii  +  «22)  +  («11022  —  «12*)  =  0; 

mentre,  valendoci  della  equazione  dì  £  in  JT,  7,  troviamo 
analogamente  la  condizione 

(8')  A»  +  A  (a'n  +  a'22)  +  («'110^22  —  aV)  =  0. 

Ora  le  due  equazioni  di  condizione  (8)  ed  (80  devono  for- 
nire per  A  gli  stessi  valori;  dunque  esse  avranno  i  coeffi- 
cienti proporzionali;  sussisteranno  cioè  le  uguaglianze 

«11  +  «82  =  «'11  +  «'22J 


(v)  .  «  /  /  /     9 

«11  «22  —  «12     =  «  11«  22  —  «  12  • 

Queste  ci  dicono  che  le  espressioni  a  primo  membro 
non  mutano  valore,  se  vengono  formate  (anziché  coi  coeffi- 
cienti della  (1))  coi  coefficienti  della  (3);  quelle  espressioni 
sono  invariwnU  relativi  ad  una  trasformazione  ortogonale  di 
coordinate,  che  non  muti  l'origine. 

Un  terzo  invariante  si  ottiene  in  modo  analogo,  deter- 
minando A  in  guisa,  che  la  conica  corrispondente  E.  si  scinda 
in  due  rette.  Se  infatti  si  ricorre  all'equazione  di  JE  in  a;,  y, 
si  trova  la  condizione  (n.^  242) 

«11  +  A         ai2  «1$ 

«21  «22  +  A  023  =  0, 

«81  «82  «88 
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ossia  STÌluppando  e  indicando  con  C  il  coefficiente  della 
prima  potenza  di  a,  che  poco  interessa, 

<10)  assA*  +  Oa  +  il  =  0, 

dove  J.  è  il  discriminante  della  (1).  Similmente,  partendo 
dall'equazione  di  £  in  JT,  T,  si  ottiene 

(100  «'sjA*  +  C'k  +  A'  =  0, 

dove  A'  è  il  discriminante  della  (3).  Esprimendo  la  propor- 
zionalità tra  i  coefficienti  della  (10)  e  (100,  ricordando  che 
^88  =  a'ss,  e  notando  che  questa  quantità  può  sempre  sup- 
porsi  diversa  da  zero  (visto  che,  in  caso  opposto,  è  lecito 
aggiungere  una  stessa  costante  non  nulla  ai  due  membri 
della  identità  (7)),  si  ottiene  un  terzo  invariamte  (^) 

(11)  A  =  A\ 
Vediamo  cosi  che  le  tre  espressioni 

(12)  an  +  Offi,      aii  a^^  —  o,i^j      A. 

non  variano  quando  mutano  gli  assi,  restando  ferma  l'ori- 
gine. Vogliamo  ora  dimostrare  che  esse  rimangono  immu- 
tate anche  per  una  traslazione  di  assi.  Fatto  ciò,  la  stessa 
conclusione  varrà  per  ogni  trasformazione  ortogonale  di 
coordinate  cartesiane,  la  quale  può  sempre  decomporsi  in 
una  trasformazione  ortogonale  colPorigine  fissa,  seguita  da 
una  traslazione.  Ora,  che  le  prime  due  espressioni  (12)  non 
si  alterino  per  una  traslazione  di  assi,  segue  dal  fatto  che 
i  coefficienti  an,  a22,  ai2,  mediante  cui  son  composte,  non 
mutano  nella  traslazione  (n.°  277,  lemma  I).  Quanto  alla 
terza  espressione,  si  osservi  che,  essendo  la  traslazione  rap- 
presentata dalle  formolo  (2^)  del  n.^  277,  il  discriminante 
della  equazione  trasformata  (!')  del  n.°  277,  è 

du  ^12  O,  18 

A.    =         (^21  ^22  Or  28 

d  81         A  82         a  88 


(^)  Si  potrebbe  anche  scrirere  rugaaglianza  O^  »  O;  ma  questa 
ha  poco  interesse,  giacché  l'espressione  a  primo  membro  si  altera  per 
una  traslazione  di  assi,  mentre,  come  vedremo,  le  tre  espressioni  (12) 
sono  invarianti  anche  rispetto  alle  traslazioni. 
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dove 

«'ss  =  «lift*  +  2ai2a§  +  OfflP*  +  2ai8a  +  20»?  +  a» 
=  a'isa  +  a'28p  4-  (a»»  +  «82/3  +  ajs). 

Se  ora  dalla  tersa  verticale  del  determinante  A'  sottragghiamo 
la  prima  moltiplicata  per  a  e  la  seconda  moltiplicata  per  ^, 
e  nel  determinante  cosi  ottenuto  ripetiamo  le  stesse  opera- 
zioni sulle  orizzontali,  anziché  sulle  verticali,  giungiamo  in- 
fine alla  uguaglianza  A'  ^  A,  che  volevamo  giustificare. 
Ponendo  per  brevità 

J  ss  an  +  ^22 

e  ricordando  che  ^Iss  ~  an(h&  —  av^  è  un  minore  del  discri- 
minante, possiamo  dire  che  le  tre  espressioni 

(120  h        ^8S,        ^ 

sono  invarianti  rispetto  ad  ogni  trasformazione  ortogonale 
di  coordinate.  Tenuto  conto  dei  gradi  con  cui  compariscono 
in  esse  i  coefficienti  della  (1),  le  chiameremo  ordinatamente: 
invariamie  lineare^  quadratico^  cubico. 

Conviene  ricordare,  sotto  la  forma  seguente,  il  risultato 
cui  siamo  pervenuti:  i/n  una  trasformazione  ortogonale  di 
coordinate^  rimangono  inalterati  il  disorimina^fUe  deWequazione 
di  una  conica,  il  complemento  algebrico  del  termine  notOy  e  la 
somma  dei  coefficienti  dei  quadrcAi  delle  coordinate. 

Ossorvaiiono.  —  Occorre  tener  presente  che  le  ugua- 
glianze (9)  ed  (11),  a  cui  gli  invarianti  danno  luogo,  sussi- 
stono quando  si  confrontano  due  equazioni,  come  la  (1)  e 
la  (3),  una  delle  quali  sia  ottenuta  dall'altra  colla  semplice 
applicazione  delle  formolo  per  la  trasformazione  delle  coor- 
dinate, avendo  cura  di  non  introdurre  né  togliere  faUori.  È 
infatti  evidente  che,  se  tutti  i  coefficienti  dell'equazione  di 
una  conica  vengono  moltiplicati  per  uno  stesso  fattore  l,  i 
tre  invarianti,  lineare,  quadratico  e  cubico,  non  rimangono 
inalterati,  ma  vengono  moltiplicati  per  <,  <',  t^j  rispettiva- 
mente. 
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Il  prooedimento  ohe  preoede  bì  traeporta  subito  al  caso  di  assi 
obliqui,  pur  di  sostituire  all'identità  (6)  la 

(6*)  aj*  +  2a?y  cos  a>y  +  y"  =  Z*  +  2XT  oos  XY  +  YK 

Colle  considerazioni  già  fatte  si  trovano  allora,  in  luogo  delle 
uguaglianse  (9).  (11),  le  seguenti 

,    sen'aw  sen*Zr  '       sen'aw         sen'ZJ  ' 

(12*)  {  -*  ^        _        A' 

sen'  xy  sen'Zr  ' 

dove 

J  —  «n  +  «M  —  2aj,  cos  «y, 

T  ha  Tanaloga  espressione,  ed  J.^*  -^^m»  -^»  -^'  hanno  i  significati  sue- 
Bposfci.  I  primi  membri  delle  (12*)  forniscono  gli  invarianti  per  la  più 
gwerale  trasformasione  di  coordinate  cartesiane. 

279.  Formadom  dtlia  equazione  ridotta  di  una  conica 
col  meno  degli  Invarianti.  —  Mostriamo,  sopra  due  esempi, 
oome  gli  invarianti  si  applichino  al  calcolo  effettivo  dei  coef- 
ficienti dell'equazione  ridotta  di  una  conica,  della  quale  si 
conosca  l'equazione  generale.  Sia  questa 

(1)  an^  +  2a\^  +  Ojay*  +  2ai^  -h  2028^  +  ««8  =  0, 

dove  le  oa  sono  quantità  note,  e  le  x,  y  coordinate  carte- 
siane, che  per  semplicità  supporremo  arioganali.  Calcoliamo 
anzitutto  gli  invarianti  della  (1) 

I  =»  Oli  +  «22,       Ass  ■«  aiiOaa  —  ^i2*j      A^ 

che  sono  quantità  note. 

Trattiamo  ora  i  seguenti  casi. 

a)  Riduzione  tigli  asH  délVequazione  di  una  conica  a 
eentro  —  Qui  i  nuovi  assi  coordinati  Z,  Y  (assi  di  simmetria 
déUa  (1))  sono  pure  ortogonali;  rispetto  ad  essi  la  conica 
ha  una  equazione  del  tipo  (n.°  268,  {b)) 

(2)  a'ii  JP  +  a'22  r*  +  a'as  =  0, 

i  cui  coefficienti  sono  incogniti.  Per  calcolarli,  formiamoci 
gli  invarianti  della  (2) 

r  *»  a\i  +  a'22y       A'99  =  a'na'tZf      A.'  *»  a'na'siga'st» 
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Paragonandoli  cogli  invarianti  della  (l),  abbiamo  (n.^  278) 
le  relazioni 

le  quali  dicono  che 

(*)  «'ss  =    -T—  , 

-A  83 

e  che  a'ii,  a' 22  sono  le  radici  dell'equazione  quadratica 

(6)  «2  +  I<  +  ^88  =  0. 

È  indifferente  assumere  per  coefficiente  di  X^  {o  éi  'P) 
nella  (2)  Puna  o  l'altra  delle  due  radici,  essendo  in  arbitrio 
la  scelta  dell'uno  o  dell'altro  asse  della  conica  come  asse 
delle  X  o  delle  Y. 

^)  Riduzione  deHV equazione  di  una  parabola  aliasse  e  àOa 
tangente  nel  vertice.  —  Se  come  assi  coordinati  JT,  T  si  assu- 
mono l'asse  della  curva  e  la  tangente  nel  vertice  l  -f^  "*  "5"  1  ' 
l'equazione  della  parabola  assume  la  forma  (n.^  268,  (e)) 
(20  a'22  r^  +  2a\^X  =  0. 

Paragonando  gli  invarianti  di  questa  a*gli  invarianti 
della  (1),  nell'ii>otesi  che  la  (1  )  rappresenti  una  parabola,  e 
sia  dunque  J.33  ~  0,  troviamo  le  relazioni 

(30  a'22  =  1,      —  aVa'22  =  Ay 

(oltre  all'identità  0  =>  0  fornita  dagli  invarianti  quadratici). 
Le  (30  ci  danno  a^22,  ed  il  valore  dell'altro  coefficiente  in- 
cognito 

a'«  =  ±\/-4-. 

il  doppio  segno  dipendendo  dal  verso  che  si  assume  come 
positivo  sull'asse  X. 

280.  Signlfleato  geometrico  doirannullarfl  di  un  inva- 
riante. —  Poiché  il  valore  di  im  invariante  non  si  altera 
per  una  trasformazione  di  coordinate  (e  si  altera  per  un 
fattore  «,  <*  o  <*,  quando  tutto  il  primo  membro   dell'equa- 


EQUAZIONI  BIDOTXB  DKUjM  OONIOSB  638 

zione  della  curva  venga  moltiplicato  per  una  quantità  ar- 
bitraria t),  si  prevede  che  Pannullarsi  di  un  invariante  debba 
corrispondere  ad  una  particolarità  della  conica,  indipendente 
dalla  posizione  degli  assi  coordinati. 

Ed  infatti  sappiamo  già  che  l'annullarsi  dell'invariante 
cubico,  ossia  la  condizione  A  ==  0,  significa  che  la  conica  si 
spezza  in  due  rette  (n.^  242);  e  l'annullarsi  dell'invariante 
quadratico,  An  »  0,  esprime  che  la  conica  è  ima  parabola 
(n.o  230). 

Supponiamo  ora  nullo  l'invariante  lineare,  I  »  0.  Bife- 
rìta  la  conica  ad  assi  ortogonali  a?,  y  arbitrari,  e  scrìttane 
l'equazione  sotto  la  forma  consueta 

sarà  Ali  +  ^22  ->  0  ;  donde  segue  che  on  e  022  hanno  segni 
opposti,  e  che  A^s  =  ana^  —  oa^  è  negativo;  la  conica  è 
dunque  una  iperbole  (n.^  230).  L'equazione  normale  della 
iX>erbole  sarà  del  tipo 

ossia,  poiché  a\i  +  a'22  =  1  =  0, 

a  11 

La  iperbole  è  dunque  equiUOera  (n.°  272);  e  viceversa. 
La  condizione  perchè  una  iperbole  Ha  equilaiera  è  eepressa 
éMP annullarsi  deUHnvariante  lineare. 

Osiarvailoiitt.  —  Cumulando  due  delle  condizioni  sopra 
nominate,  si  trovano  ulteriori  particolarità.  Oosì,  se  J. = J.88 = 0, 
la  conica  si  spezza  in  due  rette  parallele  ;  se  ^  =  I  >-  0, 
la  conica  si  spezza  in  due  rette  perpendicolari.  Le  condi- 
zioni J.88  "-0,  Z  =s  0  sono  incompatibili  (per  coniche  rappre- 
sentate da  equazioni  a  coefficienti  reali),  a  meno  che  la 
retta  all'infinito  non  formi  parte  della  curva,  nella  quale 
ipotesi  l'equazione  cartesiana  si  abbassa  a  primo  grado. 
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*  281.  TmtìiiiI  di  Apollonio  (^).  —  PoBsìamo  valerci  degli 
invarianti  per  dimostrare  due  teoremi,  dovati  ad  Apollonio, 
Bui  diametri  coniugati  di  una  conica  a  centro. 

Partendo  dall'equazione  della  curva  riferita  a  due  assi 
ortogonali  qualgiansi,  calcoliamo  gli  invarianti  Z,  A»,  A. 
Bif eriamo  poi  la  curva  a  due  diametri  coniugati  JT,  Y; 
troveremo  una  equazione  del  tipo 

(1)  a'iiJP  +  a'22r*  +  a'ss  =  0, 

i  cui  invarianti  valgono  (n.^  280,  (12*)) 

<*'u  +  ^^22  <*'n  ^'22  afiiCifa^a'zt 


Ben«Zr    '       sen^JY 


sen»  ZY 


Uguagliando  queste  espressioni  ad  I,  Ass»  A,  risultano  le 
relazioni 

(2)    a'nH-a'22  =  Isen2ZY,   a'iia'22  =  Agssen^ZY,   «'ss^-i — 

D'altra  parte,  se  indichiamo  con  a,  ^  i  valori  dei  semidia- 
metri della  conica  (1),  situati  rispettivamente  sulla  retta  Z 
e  sulla  retta  Y  (dei  quali  semidiametri  supporremo  ad  es. 

il  secondo  non  trasverso,  nel 
caso  della  iperbole),  ricaviamo 
dalla  (1),  ponendo  successiva- 
mente Y  =  0  ed  Z  =  0, 

«-'ss 


a*  = 


(3) 


a  22 
nella  seconda  delle  quali  il  se- 
gno superiore  si  riferisce  alla  ellisse,  l'inferiore  alla  iperbole. 
Sommando,  o  moltiplicando  membro  a  membro  le  (3),  otte- 
niamo 

a\l  +  a'22  j^  ^2g2  ^       of^^ 

a'iia'22     '        ~  a'iia'22  ' 


a^  ±  p»  =  —  «^83 


(*  )  Una  dimostraaione  elementare  dei  teoremi  di  Apollonio  è  sug- 
gerita daU'es.  9)  ohe  segue  questo  n.^ 
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e,  tenendo  oonto  delle  (2), 

(4)  a«±p«  =  -^, 


4-  «2132  

-"^P  "■  ^ss'sen^ZY  ' 

la  seconda  delle  quali  può  scriversi  cosi  (purché  si  premetta 
xm  segno  conveniente  al  radicale)  : 

(5)  apsenXr--^==. 

Ora  i  secondi  membri  delle  (4)  e  (6)  non  dipendono  eviden- 
temente dagli  assi  coordinati  Xj  Y  ;  segue  che  anche  i  primi 
membri  conservano  valori  inalterati,  quando  alla  coppia  Z,  Y 
di  diametri  coniugati  si  sostituisca  un'altra  coppia  di  dia- 
metri siffatti.  Questa  osservazione  dà  luogo  ai  teoremi: 

I.  In  ima  ellisse  è  costwnte  la  somma  dei  quadrati  di  due 
semidio/metri  coniugati;  in  una  iperbole  è  costante  la  diffe* 
renza  dei  quadrati  di  due  semidiametri  coniugati.  E  questa 
somma  o  differenza  uguaglia,  in  particolare,  la  sonmia  o 
differenza  dei  quadrati  dei  semiassi. 

n.  In  una  conica  a  centro  è  costante  Varca  del  triangolo 
avente  per  lati  due  semidiametri  coniugati,  ed  è  uguale  al- 
l'area del  triangolo  costruito  sopra  i  due  semiassi. 

Oisenrazloiitt  I.  —  Le  formolo  (4),  (5)  ci  danno  la  inter- 
pretazione geometrica  di  certi  rapporti  di  invarianti.  Era 
da  prevedersi  che  una  siffatta  interpretazione  non  appar- 
tenesse agli  invarianti  stessi  I,  ^ss»  A,  i  quali  si  alterano 
per  un  fattore,  t,  t%  t^,  quando  i  coefficienti  della  equazione 
della  curva  vengono  moltiplicati  per  t  (mentre  la  curva 
resta  inalterata);  quel  fattore  sparisce  evidentemente  dai 
rapporti  suddetti,  pel  modo  come  sono  formati. 

Otservarione  II.  —  Se  la  conica  è  una  ellisse  reale,  a'  +  p^ 
è  certo  positivo,  e  quindi,  in  virtà  della  (4),  il  prodotto  AI 
è  negativo;  e  viceversa.  Dimque  le  condizioni  perchè  una 
conica  sia  una  ellisse  reale  sono  (n.°  230)  ^ss  >*  0,  J.  I  <<  0;  e  le 
condizioni  per  una  conica  immaginaria  :  ilss  >>  0,  J.  I  >•  0. 
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EttrClll.  I.  —  1)  Sorìrere  le  equazioni,  riferite  agli  aasl,  delle  co* 
niohe  rappresentate  in  coordinate  ortogonali  da  : 

a)  405*  — 4fljy  +  4y"  +  16«  —  8y  +  7  =  0, 

b)  3x*  — 8»y  +  3y«  — eto— 8  =  0, 
e)  2a?»— Sajy  — 2y»  +  6a?  =  0, 

d)  6x«  +  4ajy+   y"  — 2aj+5  =  0. 

2)  Supposto  che  la  conica  a,!  a;*  4- ...  s  0  sia  una  iperbole,  calcolare, 
col  mezzo  degli  invarianti,  i  coefficienti  dell'equazione  2  a\,  XY  +  a's,  ««  O 
riferita  agli  asintoti,  e  determinare  l'angolo  formato  da  questi, 

3)  Applicare  il  procedimento  dell'es.  precedente  alle  iperboli  h)  e  e) 
deU'es.  1). 

4)  Scrivere  l'equazione  riferita  all'asse  e  alla  tangente  nel  vertice 
della  parabola 

«•  4-  2ay  +  y'—  4y  +  6  =  0. 
6)  Quai'ò  il  parametro,  quale  l'equazione  ridotta  della  parabola 


(•f-i)-^-^^'-». 


M  X,  y  sono  coordinate  ortogonali  t  E  se  iey  ha  un  valore  arbitrario  »  t 
II.  —  6)  Partendo  dall'equazione  di  una  iperbole  riferita  agli  asin- 
toti, si  dimostri  che  «una  iperbole  e  la  coppia  dei  suoi  asintoti  deter- 
minano sopra  ogni  trasversale  due  segmenti,  che  hanno  lo  stesso  punto 
medio»  (cfr.  n.<>251,  es.  1,  e)  ). 

7)  Dalla  stessa  equazione  si  deduca  che  «  le  rette  proiettanti  un 
punto  mobile  di  una  iperbole  da  due  punti  fissi  della  curva,  interoet- 
tano  sopra  un  asintoto  un  segmento  di  lunghezza  costante  »  (clr.  n.^  251, 
es.  1,  b)  ). 

8)  Le  tangenti  alla  parabola  y*  =»  2px  nei  punti  (X|,  yj,  (x,,  y^)  si 

incontrano  nel  punto  di  coordinate  [  ^  ,  ■     "T      )-  Mediante  queste 

formolo  si  dimostri  che  «  l'area  di  un  triangolo  circoscritto  ad  una  pa- 
rabola è  la  metà  dell'area  del  triangolo  formato  dai  punti  di  contatto  » 
(Ghbqort). 

HI.  —  9)  Date  le  coordinate  (x',  y')  di  un  punto  P  di  una  conica  a 
centro  riferita  agli  assi,  si  scrìva  l'equazione  del  diametro  QOQ'  coniugato 
al  diametro  POP'9  si  determinino  le  coordinate  di  Q  e  Q\  le  lunghezze  a^  b' 

b*  a' 

dei  due  semidiametri  coniugati  OP9OQ  (si  troverà  6'*  «■  —^  x"*  +  -rry**)» 

o  0 

e  si  dimostrino  direttamente  i  teoremi  di  Apollonio  del  n.^  281. 

10)  Si  dimostri  che  la  distanza  del  centro  dalla  tangente  nel  punto  P 

dell'es.  precedente  vale  ab  :  b'  (dove  a,  b  sono  i  semiassi);  da  questa  for- 

mola  segue  nuovamente  il  teorema  di  Apollonio  relativo  alle  aree. 
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11)  Mediante  i  teoremi  di  ApoLLOKto  si  calcolino,  in  funzione  dei 

Bemiaaai  a,  h,  le  lunghezze  a\  b'  di  due  semidiametri  coniugati  formanti 

un  angolo  ta  assegnato.  Si  dimostri  che  u  può  avere  un  valore  qualsiasi 

nella  iperbole,  mentre,  per  la  ellisse,  il  minimo  angolo  acuto  w  incluso 

2ab 
da  due  semidiametri  coniugati  è  tale  che  tgd  a  -— —  ;  i  relativi  dia- 

metri  risultano  uguali  fra  loro  («  \/2{a*  +  &')),  6  giacciono  sulle  dia- 
gonali del  rettangolo  formato  dalle  tangenti  nei  vertici.  £  questa  ru- 
nica coppia  di  diametri  coniugati  uguali  di  una  ellisse;  assumendoli 
come    assi   coordinati,    la   equazione   della   ellisse  assume  la   forma 

12)  Accanto  ai  teoremi  di  Apollonio  va  considerato  il  seguente  : 
«  in  una  conica  a  centro,  è  costante  la  somma  dei  quadrati  delle  inverse  di 

due  semidiametri  perpendicolari  >  (Bobillibr),  cioè  —j-  +  -qt  ^  cost,, 

a  p 

dove  0c,  p  vanno  presi  algebricamente,  e  quindi  nella  iperbole  possono 
esser  reati  o  immaginari.  Si  dimostri  il  teorema,  sia  ricorrendo  agli  in- 
varianti, per  la  qual  via  si  vedrà  che  quella  costante  vale  — lA^i  A 
(nella  ipotesi  del  n.^'  281),  sia  adoperando  l'equazione  polare  della  curva, 
preso  per  polo  il  centro. 

13)  Detto  parametro  reìoHvo  ad  tm  diametro  di  una  parabola  la 
costante  p^  che  figura  nell'equazione  J'  ■»  2p'  X  della  curva  riferita  a 
quel  diametro  e  aUa  tangente  all'estremo  di-eeso,  si  dimostri,  col  mezzo 
degli  invarianti,  che  t  in  una  parabola  è  costante  il  prodotto  del  para- 
metro p'  relativo  a  un  diametro  per  il  quadrato  del  seno  dell'angolo 
ohe  quel  diametro  forma  colla  relativa  tangente,  ed  è  uguale  al  para- 
metro principale  p  (relativo  all'asse)  ».  Si  ha  dunque  p'  ^  p,  e  la  dif- 
ferenza p'  —  p  è  uguale  al  doppio  della  distanza  dell'estremo  del  dia- 
metro dalla  tangente  nel  vertice. 

14)  Ogni  coppia  di  diametri  coniugati  di  una  conica  determina 
sopra  una  tangente  due  punti,  le  cui  distanze  dal  punto  di  contatto 
hanno  un  prodotto  costante  ed  uguale  al  quadrato  del  semidiametro 
parallelo  alla  tangente.  (Si  dimostri,  sia  sinteticamente,  sia  analitica- 
mente,  riferendo  la  curva  al  diametro  che  passa  per  il  punto  di  con- 
tatto ed  al  coniugato). 

16)  Partendo  dall'es.  precedente,  si  giustifichi  la  seguente  costru- 
zione (di  Chaslbs)  degli  assi  di  una  ellisse,  di  cui  son  noti  in  grandezza 
e  posizione  due  semidiametri  coniugati  OP^OQ.  e  Si  conducano  per  P 
la  parallela  e  la  perpendicolare  ad  OQ,  le  quali  risultano  tangente  e 
normale  alla  conica  in  P;  sulla  normale  si  prendano  due  segmenti 
P Ham  PK  =  OQ;  il  cerchio  ohe  passa  per  H,K  ed  Oj  sega  la  tangente 
nominata  in  due  punti  M,  N  che,  congiunti  con  O,  danno,  in  posizione, 
gli  assi  (i  quali  sono  altresì  bisettrici  dell'angolo  HOK).  Per  ottenere 
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le  grandesse  2a,  26  di  questi»  bì  osserverà  ohe  uno  dei  dne  segmenti 
OH.  OK  vale  o  +  b,  e  Taltro  a  —  5  (n.*  281),  donde  segue  una  immediata 
oostnudone. 

IV.  —  16)  Nel  punto  P(«',  y')  della  ooniea  — r  =*=  •fr  ■=  1,  riferita 


agli  assi,  si  oonduca  la  normale,  la  quale  s^hi  in  N^  N'  gliassi  x, y.  Si 
dimostrino  le  uguaglianse  PN  =  bb'  :  a,  PN'  -■  oò'  :  b,  dove  b'  è  la 
lungheua  del  semidiametro  coniugato  ad  0  P  (es.  9)  )  ;  segue  ohe  e  in 
una  oonioa  a  centro,  i  due  segmenti  di  una  qualsiasi  normale,  compresi 
ira  il  piede  (P)  e  gli  assi,  hanno  un  rapporto  costante,  b'  :  a',  ed  un  pro- 
dotto uguale  al  quadrato  del  semidiametro  perpendicolare  aUa  normale  ». 

17)  La  ricerca  dei  piedi  P(«,  y)  delle  normali  ad  una  conica  a 
centro  K  uscenti  da  un  dato  punto  8  del  piano,  conduce  a  risolvere 
due  equasioni  quadratiche  in  x,  y,  delle  quali  una  rappresenta  la  iT.  e 
l'altra  una  iperbole  equilatera  passante  per  8,  per  il  centro  O  di  £^,  ed 
avente  gli  asintoti  paralleli  agli  assi  di  K,  Begne  che  t  da  un  punto  del 
piano  si  possono  condurre  ad  una  oonioa  quattro  normali  (di  cui  due 
almeno  reali);  i  piedi  di  esse  sono  le  intersesioni  della  conica  data  con 
una  certa  iperbole  equilatera  »  (Apollonio).  Questa  iperbole  può  gene- 
rarsi come  luogo  della  intersezione  di  una  retta  variabile  uscente  da  8 
col  diametro  di  K  coniugato  alla  diresione  normale  a  quella  retta.  Essa 
è  inoltre  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  ogni  fascio,  determinato 
da  K  insieme  ad  un  cerchio  qualsiasi  di  centro  8  (Chaslbs)  (cfr.  n.®  267, 
es.  16)  ;  quindi  è  luogo  dei  punti  medi  delle  corde  comuni  a  JT  ed  ai 
singoli  cerchi  di  centro  8.  Come  degenera  la  iperbole,  se  8  appartiene 
ad  uno  degli  assi  di  K^ 

18)  Dati  sulla  conica  K  dell'es.  precedente  due  punti  Pi,  P,,  si 
possono  costruire,  risolvendo  un  problema  di  secondo  grado,  due  nuovi 
punti  P,,  P4  di  K,  tali  che  le  normali  a  iC  in  P,,  P,,  P,,  P^  formino  fascio; 
anxi  la  retta  P,  P4  si  determina  linearmente  partendo  dalla  retta  P^  P. 
{nfi  260,  es.  32)  ).  Dalla  costruzione  segue  che  e  dei  quattro  piedi  delle 
normali  condotte  ad  una  conica  da  un  punto,  tre  qualsivogliano  deter- 
minano un  cerchio,  che  sega  inoltre  la  conica  nel  punto  diametralmente 
opposto  al  quarto  piede  •  (Joachimstal). 

19)  Da  un  punto  generico  8  del  piano  si  possono  condurre  tre 
normali  ad  una  parabola;  i  loro  piedi  sono  le  intersezioni  della  curva 
con  una  iperbole  equilatera,  che  passa  per  i9,  ed  ha  uno  degli  asintoti 
sopra  Tasse  della  parabola.  L' iperbole  può  generarsi  in  modi  analoghi 
a  quelli  dell'es.  17).  e  II  cerchio  determinato  dai  tre  piedi  delle  normali 
alla  parabola  uscenti  da  un  punto,  passa  per  il  vertice  della  curva; 
e  viceversa,  ogni  cerchio  passante  pél  vertice,  sega  la  parabola  in  tre 
punti,  le  cui  normali  concorrono  in  un  punto  ».  Quest'ultimo  teorema 
può  dimostrarsi  ricorrendo  all'osservazione  seguente. 

y.  —  20)  Un  cerchio  sega  una  parabola  in  quattro  punti,  le  cui 
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OTdinate  (rispetto  alleasse)  danno  una  Bomma  nulla,  e  vioereiBa  ;  in  altri 
termini  t  la  oondinone,  affinohè  un  quadrangolo  iscritto  in  una  para- 
bola sia  pure  iscrittibile  in  nn  oerobio,  è  cbe  il  suo  baricentro  cada 
Bull'asse  f.  Per  i  vertici  di  un  quadrangolo  iscrittibile  in  un  cerobio 
passano  due  parabole,  i  cui  ossi  si  segano  ad  angolo  retto  (n.^  267,  es.  17)  ) 
nel  baricentro  del  quadrangolo. 

21)  Un  cercbio  sega  la  iperbole  equilatera  xy  ^h  in  quattro  punti, 
le  cui  ascisse  e  le  cui  ordinate  danno  prodotti  uguali  a  k*;  e  viceversa. 
Lia  iperbole  stessa  è  segata  da  un'altra  iperbole  equilatera  qualsiasi  in 
quattro  punti,  le  cui  ascisse  e  le  cui  ordinate  danno  prodotti  uguali  a 
—  ib*;  e  viceversa.  Dall'ultima  proprietà  segue  cbe,  delle  quattro  inter- 
sesioni,  tre  determinano  la  quarta  nel  modo  noto  (n.^  200,  es.  97)  );  e 
ricordando  la  prima  proprietà,  si  ba  :  «  Se  di  quattre  punti  di  una  iper- 
bole  equilatera,  ciascuno  è  ortocentro  nel  triangolo  degli  altri  tre,  allora 
ciascuno  ba  come  diametralmente  opposto  un  punto»  cbe  appartiene  al 
oerobio  passante  per  gli  altri  tre  ;  e  viceversa  ». 

VI.  —  22)  Si  dimostri  analiticamente  cbe  «  il  luogo  di  un  punto,  da 
cui  sì  possono  condurre  tangenti  perpendicolari  tra  loro  ad  una  ellisse 
od  iperbole,  è  un  cerobio,  detto  eerehio  principale,  concentrico  alla  co- 
nica e  di  raggio  [/a*  d=  6«  >  (ofr.  n.^'  260,  es.  44)  ).  Nella  ellisse,  il  cercbio 

ò  circoscritto  al  rettangolo  formato  dalle  tangenti  nei  vertici  ;  per  la 
iperbole,  è  reale  o  immaginario,  secondo  cbe  l'angolo  degli  asintoti,  in 
cui  è  contenuta  la  curva,  è  acuto  od  ottuso,  e  si  riduce  al  solo  centro 
se  la  iperbole  è  equilatera,  e  Nella  parabola  y*  s  2pa;,  il  luogo  dei  punti, 

da  cui  escono  tangenti  perpendicolari,  è  la  retta  x  +  -^  =  0,  detta  direi- 

trioeii  (cfr.  n.<>  261,  es.  14)  ).  (Si  approfitti  della  (5)  del  nfi  233;  o  si 
scrivano  le  equazioni  di  due  tangenti  ortogonali,  di  cui  una  sia  la  (6) 
del  n.<>  273,  o  la  (6)  del  n.^"  275). 

23)  Il  luogo  di  un  punto,  da  cui  si  possono  condurre  ad  una  pa- 
rabola tangenti  formanti  un  angolo  w  assegnato,  è  una  iperbole,  i  cui 
asintoti  includono  l'angolo  2^  ;  essa  ba  uno  degli  assi  sopra  Passe  della 
parabola,  e  tocca  questa  curva  in  due  punti  (immaginari)  situati  sulla 
direttrice  (cfr.  nfi  260,  es.  41)  ).  Il  luogo  analogo  per  una  conica  a  centro 
ò  una  curva  del  quarto  ordine. 

24)  Un  punto  generico  P  del  piano  di  una  conica  K  è  vertice  di 
infiniti  triangoli  autopolari  rispetto  a  K,  nei  quali  gli  altri  due  vertici 
P',  P"  sono  coniugati  in  una  involuzione  sulla  polare  p  di  P.  I  cercbi 
cirooscritti  ai  detti  triangoli  formano  un  fascio  (n.o  260,  es.  36)  ),  il  cui 
asse  radicale  passa  per  il  centro  O  di  £*.  Di  qua  segue  cbe  gli  infiniti 
cerchi,  ciascuno  dei  quali  è  circoscrìtto  ad  uno,  e  quindi  (n.^  246,  es.  39)  ) 
ad  infiniti  triangoli  autopolari  rispetto  a  K,  banno  a  due  a  due  un  asse 
radicale  passante  per  il  punto  O,  e  formano  una  rete  di  cui  O  è  il  centro 
radicale  {n.^  61,  es.  11)  ).  Il  centro  O,  se  è  proprio,  ba  la  stessa  potenza 
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rispetto  a  quei  oerohi;  questa  si  può  ealoolare,  riferendofli  ad  es.  al 
oerchio  oirooaoritto  a  un  triangolo  'P'F  V"  formato  da  un  punto  P  di 
un  asse  e  da  P  e  P"  ooinoidenti  in  uno  dei  punti  £^p.  e  si  riconosce 
uguale  ad  a*  +  (*.  Risulta  di  qua  il  teorema  di  Faube  :  «  I  oerohi  oir- 
oosoritti  ai  triangoli  autopolarì  rispetto  ad  una  conica  a  centro,  segano 
ortogonalmente  il  cerchio  principale  della  conica;  e  viceversa.  I  ceroliì 
analoghi  relativi  alla  parabola  segano  ortogonalmente  la  direttrice,  clie 
è  il  luogo  dei  loro  centri  ;  e  viceversa  ».  Nella  iperbole  equilatera,  ad  es», 
quei  cerchi  passano  per  il  centro  della  curva  (cfr.  n.®  267.  es.  10)  )• 

VII.  —  25)  Si  scrìva  Tequasione  del  cerchio  osculatore  ad  una  oo- 
nica  in  un  punto  P,  assumendo  come  assi  coordinati  il  diametro  pas- 
sante pel  punto  e  la  tangente  ivi  (cfr.  n.o  258);  si  dimostri  che  il  raggio 
del  detto  cerchio,  per  una  conica  a  centro  {rtiggio  di  ewrvaiwra  deUa 

conica  in  P),  è  espresso  p  =  — > ,  dove  a'  è  il  semidiametro  paa- 

'^  ^        a  sen  »  * 

sante  per  P,  b'  è  il  semidiametro  coniugato,  ed  <•>  è  l'angolo  dei  due 

6'" 
semidiametri.  Si  può  anche  scrivere  p  =  -j-,  ed  esprimere  p  mediante  le 

coordinate  x\  y'  ài  P  (es.  9)  ).  Se  P  ad  es.  è  un  vertice  della  curva, 

estremo  del  semiasse  a,  si  ha  p  >-  — ,  raggio  del  cerchio  che  ha  ivi  un 

contatto  quadrìpunto  colla  conica. 

26)  Mediante  il  valore  trovato  per  p,  si  giustifichi  la  seguente  co- 
stnuione  del  centro  del  cerchio  osculatore  {neutro  di  ewrvaiwra)  in  un 
punto  P  di  una  conica  a  centro  :  condotta  la  normale  in  P,  la  quale 
seghi  in  N,  N'  gli  assi  della  curva,  si  tiri  nel  centro  O  la  perpendicolare 
al  diametro  O  P  fino  a  segare  in  H  la  normale,  e  si  porti  su  questa  il 
segmento  N'O  =  —  N  H;  O  è  il  centro  richiesto. 

27)  Un'altra  costruzione  del  cerchio  osculatore  in  P,  nella  quale 
si  adoperano  soltanto  il  semidiametro  OP  ed  il  semidiametro  coniugato 
OQt  è  la  seguente:  sui  due  semidiametri  OP,  OQ  si  costruisca  il  juiral- 
lelogramma  OPBQ,  e  dal  vertice  B  si  conducano  le  perpendicolari  al 
lato  PO  e  alla  diagonale  PQ;  queste  perpendicolari  intercettano  sulla 
normale  in  P  (perpendicolare  a  PB)  un  segmento  uguale  al  raggio  di 
curvatura  in  P.  In  particolare,  se  OP  e  OQ  sono  semiassi,  la  perpendi- 
colare calata  da  B  su  PQ  incontra  gli  assi  nei  centri  dei  cerchi  oscu- 
latori relativi  ai  vertici  P  e  Q. 

28)  Il  centro  del  cerchio  osculatore  nel  punto  {x\  y')  di  una  conica 
a  centro,  riferita  agli  assi,  ha  le  coordinate 

Z  - ^  »'»         r  « ^  i/» 

^  a*  6*  y  ' 

dove  si  è  posto  o'  «  a'  =1=  5*  per  la  ellisse  od  iperbole,  rispettivamente. 
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Meatre  il  ponto  (a/,  y^)  descriye  la  oonioa,  il  punto  (X,  T)  desorive  la 
eurra  del  aeeto  ordine 

2  t 


(^YHi-y- 


=  1, 


dove  a»o^:a»p»<^:5;  questa  onrva,  luogo  dei  centri  di  ouivatura,  di* 
cesi  evoluta  della  conica  data;  (essa  possiede  quattro  cuspidi  nei  centri 
di  curvatura  Telativi  ai  vertici,  ed  ha  come  tangente  in  ogni  suo  punto 
(Xy  F)  la  normale  alla  conica  nel  punto  corrispondente  (a/,  y^)  ). 

29)  Il  procedimento  dell'es.  25),  applicato  alla  parabola,  dà  il  raggio 

di  curvatura  nel  punto  Piaf,  f/),  sotto  la  forma  p  =  — - —  =  — ^ —  , 

*^  ^     ^  ^  *^       sen  »        sen*  « 

dove  p'  è  il  parametro  relativo  al  diametro  uscente  da  P  (es.  13)  ),  p  è 
il  parametro  principale,  u  è  l'angolo  della  tangente  in  P  con  un  dia- 
metro qualsiasi.  In  particolare,  il  raggio  di  curvatura  nel  vertice  è 
uguale  al  parametro.  Per  costruire  il  centro  del  cerchio  osculatore  (o 
di  curvatura)  in  P,  si  conduca  ivi  la  normale,  che  seghi  Passe  in  JT,  e 
si  porti  sull'asse,  da  banda  opposta  al  vertice,  un  segmento  N  H  uguale 
al  doppio  dell'ascissa  di  P  (cioè  alla  sottotangente  di  P);  la  perpendi- 
colare all'asse  in  H  sega  PN  nel  centro  richiesto. 

30)  Le  coordinate  del  centro  di  curvatura  della  parabola  nel  punto 
{af,  yì  sono 

X-p-f3a?',     T y'^ip^ 

e  l'equazione  dell'avolula,  luogo  del  detto  centro,  è 

27pr«  =  8{X  — p)«; 

si  tratta  di  una  curva  del  terzo  ordine,  detta  paràbola  semiefibiea  (cfr. 
n.o  47,  es.  1)  ),  avente  una  cuspide  nel  punto  (p,  0). 

Vili.  —  31)  Le  coordinate  di  un  punto  P,  che  descriva  una  ellisse 
riferita  agli  assi,  possono  esprimersi  in  funzione  di  un  angolo  variabile  7, 
detto  anomalia  eeeentrioa  (Eeplebo),  mediante  le  seguenti  equazioni 
parameiriche 

x^  a  cos  7,    y  ^  b  sen  cp; 

9  è  l'angolo  formato  dall'asse  x  col  raggio  del  cerchio  o^  +  y'  =  a*, 
passante  pel  punto  di  esso  che  ha  la  stessa  ascissa  di  P. 

32)  Due  punti  P  e  Q  della  ellisse,  che  siano  estremi  di  due  semi- 
diametri coniugati,  corrispondono  a  due  valori  del  parametro  «p  diffe- 

renti  per  -^  >  ^ì  4^^   seguono  nuovamente  i  teoremi  di  Apollonio 

{n.«  281). 

33)  Se  due  punti  P^,  P,  di  una  ellisse  si  muovono  in  modo  che  la 
retta  P^  P,  si  mantenga  parallela  a  so  stessa,  la  somma  «Vi  +  ?•  delle  loro 
anomalie  eccentriche  rimane  costante.  E  se  le  due  corde  P,  P„  P,  P^  di 
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ima  ellÌB8e  formano  angoli  ngnali,  ma  opposti,  oon  oiaBoim  asse,  tra  le  ano- 
malie  ecoentriohe  dei  quattro  punti  passa  la  reiasione  «pt  + 1«  +  ?«  +  ?«=  ^ 
(mod.  2ir).  Segue  (n.^  263,  es.  17)  )  ohe  «  la  eondizione  neoessaria  e  siif- 
fioiente,  affinohè  quattro  punti  di  una  éllisae  appartengano  a  un  cerchio» 
è  ohe  la  somma  delle  loro  anomalìe  eooentriche  sia  nulla  (a  meno  di 
multipli  di  2ir)  s  (Joaohimsthal). 

34)  Segue  ancora  che  il  cerchio  osculatore  alla  eUisse  nel  punto  (di 
anomalia)  a  segue  ulteriormente  la  curva  nel  punto  ^  =  —  Sa.  £  ohe 
per  il  punto  p  passano  tre  cerchi,  osculanti  la  curva  nei  punti 

P  P  +  2ir  p-i-4ir 

"■  3  '  3       '  '^        3       • 

i  quali  punti,  col  punto  primitivo,  stanno  in  un  cerchio  (n.®  268,  es.  22)  ). 
36)  Per  la  iperbole,  si  possono  assumere  le  seguenti  equanoni  pa- 
rametriche  : 

»  «a  a  sec  <p,    y  =  hiig(f. 

Il  diametro  trasverso,  che  ha  un  estremo  nel  punto  (9,  y),  ha  oome 
coniugato  il  diametro  non  trasverso,  di  cui  un  estremo  è  il  punto 
jp'xxatg^,  y'«ò  sec  <p. 

IX.  —  36)  Per  un  punto  O  del  piano  di  una  conica  si  conducano 
due  trasversali  arbitrarie  a  segar  la  curva,  la  prima  in  Jf ,  M\  la  seconda 

in  N,  N';  si  dimostri  che  «  il  rapporto   ^^  ^  ^j^,    non  varia  se  il  punto 

O  si  sposta  comunque,  purché  le  due  trasversali  conservino  inalterate 
le  loro  direziooi  »  (Apollonio).  (Si  assumano  ad  es.  le  trasversali  come 
assi  coordinati;  n.  277>  I)  ). 

37)  In  conseguenza:  se  due  rette  ruotano  intorno  a  due  punti 
fissi  0,  0,  restando  parallele  tra  loro,  i  prodotti  dei  segmenti,  che  la 

conica  segna  su  quelle,  serbano  un  rapporto  costante '- -, — . 

38)  Seguono  i  corollari:  U  prodotto  dei  segmenti  di  una  secante, 
che  ruoti  intomo  ad  un  punto  fisso,  è  proporzionale  al  quadrato  del 
semidiametro  parallelo  ad  essa.  I  due  tratti  di  tangenti,  compresi  fra 
un  punto  estemo  ad  una  conica  ed  i  punti  di  contatto,  sono  propor- 
zionali ai  semidiametri  ad  essi  paralleli. 

39)  Dalla  proposizione  dell'es.  36)  segue  facilmente  il  teorema  di 
Oarnot  sul  poligono  segato  da  una  conica  (n.<>  246,  es.  24));  (basta 
condurre  per  un  punto  arbitrario  O  trasversali  parallele  ai  lati  del  po- 
ligono, ecc.).  Viceversa,  quella  proposizione  può  dedursi  come  oaso  li- 
mite dal  teorema  di  Cabnot  relativo  ad  un  triangolo,  un  cui  vertice 
si  faccia  allontanare  all'infinito. 
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Capitolo  V. 

Proprietà  toeail  delle  eonlche. 

282.  Definlilona  di  fuoco.  —  Koi  sappiamo  (n.''  237)  ohe 
da  un  punto  qualsiasi  del  piano  di  una  conica  escono  infi- 
nite coppie  di  rette  coniugate  rispetto  alla  curva,  formanti 
una  involuzione,  che  ha  per  rette  doppie  le  tangenti  dal 
punto  alla  conica.  Tra  quelle  coppie  ve  ne  sarà  dunque 
ima,  e  in  generale  una  sola  (n.°  192),  composta  dì  rette 
(reali)  perpendicolari  fra  loro.  Siamo  ora  condotti  a  chiedere, 
se  vi  sia  qualche  punto  particolare,  tale  che  per  esso  pas- 
sino più  di  una,  e  quindi  infinite  coppie  di  rette  coniugate 
rispetto  alla  conica  e  perpendicolari  fra  loro.  Un  punto  sif- 
fatto si  dirà  fuoeo;  per  noi  dunque  (adottando  la  defini- 
zione di  PONOELBT): 

Fuoco  di  una  conica  è  un  punto  taU^  che  la  involuzione 
détte  rette  uscenti  da  esso  e  coniugale  rispetto  oMa  curva  sia 
circolare.  Se  ricordiamo  che  le  rette  doppie  (immaginarie) 
di  una  involuzione  circolare  passano  per  i  punti  ciclici  del 
piano,  possiamo  anche  definire  il  fuoco  come  un  punto  tale, 
che  le  tangenti  da  esso  condotte  alla  curva  passino  per  i 
punti  ciclici  del  piano. 

Poiché  le  dette  tangenti  sono  immaginarie,  deve  intanto 
ogni  fuoco  esser  intemo  alla  conica.  Esso  coincide  col  centro 
(8upx>osto  proprio)  di  questa  solo  quando  la  involuzione 
dei  diametri  coniugati  sia  circolare,  cioè  nel  cerchio  (n.°  267). 
Ed  è  sempre  im  pxmto  proprio,  eccettuato  al  più  il  caso 
della  parabola,  il  cui  punto  all'infinito  può,  sotto  alcuni 
rispetti,  esser  riguardato  come  fuoco,  sebbene  ciò  non  si 
soglia  fare. 

Escluso  il  cerchio,  congiungiamo  xm  fuoco  F  (supposto 
proprio)  col  centro  0  della  conica.  Fra  le  corde,  parallele  tra 
loro,  coniugate  col  diametro  OJP,  quella  passante  per  F  deve 
esser  perpendicolare  ad  0^  (per  definizione  di  fuoco);  dun- 
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qne  OF  è  xm  asse  della  conica  {nP  265),  dunque  ogni  fuoco 
appartiene  ad  un  asse. 

Volendo  proseguire  i>er  via  analitica  la  ricerca  dei  fuochi, 
conviene  staccare  le  coniche  a  centro  dalla  parabola. 

i8S.  Rlcem  del  fuochi  delta  ellisse  e  delta  Iperbole.  — 

Partiamo  dall'equazione  della  curva  riferita  agli  assi  (n.°  273) 

(1)  4±fi==i, 


dove,  in  questa  e  nelle  formolo  successive^  il  segno  supe- 
riore si  riferisce  all'ellisse,  l'inferiore  alla  iperbole.  Nel  caso 

della  ellisse  suppor- 
^  /  remo  a^h;  sopra  x 

si  trova  dunque  l'asse 
maggiore  della  ellisse, 
trasverso  della  iper- 
bole. 

Scriviamo  anzi- 
tutto le  equazioni  di 
due  rette  m,  n,  coniu- 
gate rispetto  alla  co- 
nica e  perpendicolari 
tra  loro.  Una  dì  esse,  ad  es.  la  m,  sarà  arbitraria,  mentre  n 
sarà  la  perpendicolare  calata  su  m  dal  polo  Jf  di  m  (n.^  237). 
Se  chiamiamo  (a;',  y')  le  coordinate  di  M^  le  equazioni  delle 
due  rette  saranno  (n.^  273) 


W^ 


m) 


n) 


XX 


4- 


yy 

62 


=  1, 


a^{x 


^')  _  ^  ft^y  -  y') 


X'  y 

Seghiamo  le  due  rette  con  uno  degli  assi  della  conica,  ad 
es.  coll'asse  x\  troveremo  due  punti  M\  N'  aventi  come  ascisse 


a^ 


X'     ^^ 


"7  > 


OW  ^  ^{a^^l^). 


X'  '  a* 

I  due  punti  M\  N^  variano  col  mutare  delle  due  rette  m,  n, 
coniugate  e  perpendicolari;  ma  il  prodotto 
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(2) 


rimane  costante;  ciò  dimostra  che  M%  If'  si  mantengono 
coniugati  in  una  involnsione  avente  il  centro  0  e  la  potenza 
a'  +  ^  (n.°  189y  a)).  Nella  ipotesi  fatta,  la  potenza  è  positiva, 
e  si  suole  indicare  con  (^,  ponendo 

per  la  ellisse,  o^  =  a*  —  ft*,  (»> 6) 

I>er  la  iperbole,        <^  =  a*  +  6*  ; 

la  involuzione  dunque  è  iperbolica,  ed  ha  due  punti  doppi  Fj  IP 
di  ascisse  e,  —  e,  sull'asse  x.  Segue  poi  dalle  cose  dette  che, 
se  per  imo  di  essi,  ad  es.  per  JP,  si  conduce  una  retta  m 
ad  arbitrio,  la  retta  n,  coniugata  e  x>crpendicolare,  passerà 
pure  per  F,  Ciò  prova  che  JP  ed  JP'  sono  fuochi  della  conica, 
sono  anzi  i  eoli  fuochi  situati  sull'asse  x. 

Se  lo  stesso  procedimento  si  ripete  per  Passe  j/,  si  trova 
che  la  involuzione,  cui  appartengono  le  coppie  di  interse- 
zioni di  y  con  m  ed  n,  è  ellittica,  di  potenza  —  ò^;  si  con- 
clude che  sull'asse  y  stanno  due  fuochi  immaginari  di  ordi- 
nate +  0»,  —  ci. 


Limitandoci  a  considerare  i  fuochi  reali,  che  soli  hanno 
interesse,  concludiamo: 

Una  conica  a  centro  possiede  due  fuochi^  eUuaii  eopra 
uno  degli  assi  (asse  focale  o  prineipale)^  che  è  Passe  mag- 
giore  per  VeUisse  e  Vasse  trasverso  per  la  iperbole.  I  fuochi 
sono  simmetrici  rispetto  al  centro^  e  la  loro  distamsa  da  questo 

punto  (distanza  focaie)  è  o=  \/ b^^ìj^. 

n  valore  della  distanza  focale  giustifica  senz'altro  le 
seguenti  costruzioni  dei  fuochi. 
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Se  la  curva  è  una  éOièsej  si  descriva  il  oerehio  che  ha 
per  centro  un  vertioe  dell'asse  minore  e  per  raggio  il  se- 
miasse m^^ggiore;  questo  cerchio  sega  Passe  maggiore  nei 
fuochi. 

Se  la  curva  è  una  ipefboley  si  circoscriva  un  cerchio  al 
rettangolo  che  ha  per  mediane  gli  assi  AA%  BE'  della 
curva;  quel  cerchio  sega  l'asse  trasverso  nei  fuochi. 

284.  Alemie  proprietà  «ngfitarf  dei  fuochi.  —  Bisulta 
dalle  considerazioni  precedenti  che: 

a)  Le  coppie  di  rette  ooniugate  rispetto  ad  una  conica,  e 
perpendicolari  tra  IcrOj  segano  svJVasse  focale  coppie  di  punii 
separati  armonicamente  dai  fuochi. 

Considerando  il  gruppo  armonico,  che  due  rette  sif- 
fatte m,  n  formano  colle  congiungenti  il  punto  P  =  mn 
ai  fuochi,  si  vede   subito  (n.^  152)  che  m,  n  bisecano  Pan- 

gelo  FPF\ 

Ora  due  rette  coniugate  e  perpendicolari  sono,  ad  es., 
la  tangente  e  la  normale  in  un  punto  della  curva;  quindi: 

b)  La  tangente  e  la  normale  in  un  punto  di  una  conica 
a  centro  sono  le  bisettrici  ddPangolOj  sotto  cui  i  fuochi  sono 
visti  dal  punto.  La  tangente  è  bisettrice  estema  del  detto 
angolo  nella  ellisse,  e  bisettrice  intema  nella  iperbole;  in- 
fatti la  tangente  sega  la  retta  FF^  in  un  punto  estemo 
alla  conica,  il  quale  si  troverà  dunque  fuori  del  segmento 
finito  FF'  nella  ellisse,  dentro  nella  iperbole. 

È  conseguenza  del  precedente  teorema  il  noto  feno- 
meno, secondo  cui  i  raggi  luminosi,  o  termici  . . . ,  emessi  da 
im  fuoco,  vengono  riflessi  dal  perimetro  della  ellisse  in  raggi 
passanti  per  Paltro  fuoco  ;  donde  il  nome  di  fuochi  dato  da 
Keplebo  a  questi  punti,  le  cui  proprietà  erano  già  note  ad 
Apollonio. 

In  generale,  se  il  punto  P  sopra  nominato  è  estemo 
alla  curva,  si  dimostra  mediante  analoghe  considerazioni  il 
seguente  teorema: 

e)  I  due  angoli  formati,  Vuno  dalle  tangenti  ad  una  conica 
a  centro  condotte  da  un  punto  esterno,  Vàltro  daUe  rette  con- 
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giungenti  quél  punto  ai  fuochi,  hanno  le  stesse  bisettrici  (che 
sono  le  rette  m,  n  uscenti  da  P). 

186.  Proprietà  del  nggl  locali.  —  In  varie  formolo  rela- 
tive ai  fuochi  comparisce  il  rapporto  della  distanza  focale 
al  aemiasse  focale  (maggiore  o  trasverso),  rapporto  ohe  si 
chiama  eeeentrioità,  e  ai  suole  indicare  con  e,  ponendo  dunque 


.V 


a  Va 


(3)  e 

L'eccentricità  è  nulla  per  il  cerchio,  inferiore  ad  1  per 
la  ellisse  (ma  tanto  maggiore  quanto  pia  la  ellisse  diffe- 
risce da  on  cerchio),  superiore  ad  1  per  la  iperbole. 

Ciò  premesso,  assumiamo  un  punto  P  {x,  y)  qualsiasi 
snlla  conica,  e  proponiamoci  di  calcola»   le  distanze  del 

l» 


punto  P  dai  fuochi,  o  come  brevemente  diremo,  i  raggi  fo- 
eaU  (o  vettori)  del  punto  P.  Bioordando  che  le  coordinate 
di  P  soddisfano  all'equazione  (1)  della  conica,  ossia  ohe 

e  tenendo  presenti  le  (2)  del  n."  283  e  la  (3),  avremo 
2oa:  +  (0*  +  ft») 


b'\ 


PF^  =  {x-ey  +  y^  =  ^  [1+^ 

=  — =-  a:"  —  2cx  +  o*  =  |  — 
o'  \a 


=  {ex  —  a)'. 


Concludiamo  che  la  lunghezza  PF  (presa  aritmeticamente) 
è  ugnale  al  valore  assoluto  del  binomio  ex—  a. 
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Ora  per  la  eUisse  è  a  <  1,  a:  ^  a,  e  quindi  e»  —  a  <[  0  ; 
sarà  dunque 
(4)  P  J*  =  a  —  e». 

Analogamente  si  trova,  considerando  Pàltro  fuoco  F% 

PW  «  a  +  «r; 
donde 

PF  +  PF'  =  2a. 

Per  la  iperbole  invece  e>l,  edar^aseP  appartiene 
al  ramo  i  cui  punti  hanno  ascissa  positiva  ;  è  poi  x^  —  a 
per  l'altro  ramo;  sarà  dunque 

(4')  PF  ^  ±{ex  —  a), 

dovendosi  prendere  esternamente  il  segno   che  ha  x.  Simil- 
mente 

PF'  =  ±  («?  +  a), 
e  infine 

PF'  —  PF  ^  ±2a. 

Si  giunge  cosi  all'importante  teorema: 

NeUa  eUisae  è  costante  la  somma  dei  due  raggi  focaU  di 
un  puntOy  ed  è  uguale  aWasse  maggiore.  Nella  iperbole  è  oo- 
sto/nte  la  differenza  dei  raggi  focali  di  un  punto,  ed  è  uguale 
alVasse  trasverso. 

Del  teorema  è  pur  vero  l'inverso;  sappiamo  infatti 
(n.°  63,  a)  )  che  il  luogo  di  un  punto,  le  cui  distanze  da  due 
punti  fissi  abbiano  ima  data  sonmia  o  una  data  differenza, 
è  una  ellisse  od  una  iperbole. 

286.  Direttrici  di  una  conica  •  centro.  —  Biprendiamo 
la  espressione  del  raggio  focale  PJP  di  un  punto  P  {x,  y), 
cioè,  facendo  astrazione  dal  segno, 

(4)  PF  =-  a  —  ex. 

Essa  contiene  linearmente  le  coordinate  del  punto  P  (e 
ciò  qualunque  siano  gli  assi  coordinati,  a  cui  la  conica  venga 
riferita  ;  n.^  35).  Ora  questo  fatto  algebrico  (che  vale  a  ca- 
ratterizzare i  fuochi)  trova  una  semplice  interpretazione 
geometrica.   Si  consideri  infatti   quella  retta,  la  cui  equa- 
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zione  si  ottiene  uguagliando  a  zero  la  espressione  nominata; 

nel  nostro  caso,  la  retta 

(6)  a  —  ea:  =  0, 

a       a^ 

ossia  **":r"=~r"* 

e       e 

La  distanza  PQ  del  punto  P  (x^y)  dalla  retta  (5)  diffe* 
risce  solo  per  un  fattore  dal  valore  che  assume  il  primo 
membro  della  (5),  quando  al  posto  delle  variabili  si  pon- 
gano le  coordinate  di  P  (rP  31);  e  precisamente  (fatta 
astrazione  dal  segno)  : 

come  risulta  pure  dalle  figure  di  pag.  547.  Questa  relazione, 
ricordando  la  (4),  ci  dà 

PF 

indipendente  dalla  posizione  di  P. 

Per  enunciare   il   risultato,   si  osservi  che  la  retta  (5) 

(la  cui  equazione  può  anche  scriversi  sotto  la  forma  -^^  =  ^) 

è  la  polare  del  fuoco  F  (e,  0)  rispetto  alla  conica.  Ora  le 
polari  dei  fuochi  si  sogliono  chiamare  direttrici.  Una  conica 
a  centro  ha  due  direttrici,  esteme  rispetto  alla  curva,  e 
normali  all'asse  focale.  Possiamo  cosi  affermare  che: 

12  rapporto  delle  distame  di  un  punto  qualsiasi  di  una 
conica  (a  centro)  da  un  juooo  e  dada  corrispondente  direttrice 
è  costante^  ed  uguale  alla  eccentricità. 

Sappiamo  poi,  inversamente  {nP  63,  &)),  che  il  luogo  di 
im  punto,  le  cui  distanze  da  un  punto  fisso  e  da  una  retta 
fissa  abbiano  un  rapporto  costante  e,  è  una  conica,  e  pre- 
cisamente una  ellisse  se  6  <^  1,  una  iperbole  se  e^l(}). 


(^)  Rifluita  dalle  oose  dette  ohe  l'equazione  (in  coordinate  ortogonali) 

d=  Vi^—^Y  +  (y  -  «•  -  o«  +  6y  +  0 

Tappresenta  una  conica  avente  il  fuoco  (a,  p),  la  direttrice  oo?  +  ^  +  <)  ==  0» 
e  reccentrioità  v  a'  +  ò*. 
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287.  Altri  proprietà  focali  delle  centehe  •  centro.  — 

Dalle  proprietà  precedenti   dedurremo  alcnni  oorollari  per 
via  geometrica,   lasciando   al  lettore  la  cura   di   ritroyarli 

analiticamente  (^). 

Condotta  la  tangente  ad 
una  conica  a  centro  in  un 
punto  P  di  essa,  costruiamo 
il  punto  Oj  sùtnmetrico  dì  un 
fuoco  F  rispetto  alla  detta 
tangente.  Congiungendo  il 
punto  P  con  JF,  F'  e  G,  ri- 
sulta subito^  daU^ugnaglianga 
di  certi  tre  angoli  col  vertice 
in  P  (n.«  284,  6)),  che  i 
punti  F%  P  e  0  sono  allineati,  e  che  PO  ^  PF^  donde 
segue,  in  valore  assoluto,  per  la  ellisse  e  per  la  iperbole, 

F'O  =  P'P  ±  Pflf  -  F'P  ±FP^  2a. 
Dunque : 

a)  Il  luogo  del  punto  Hmmetrioo  di  un  fuoooj  rispetto  ad 
una  tangente  varictbile  di  una  contea  a  centro^  è  U  cerchio  che 
ha  per  centro  VaUro  fuoco  e  per  raggio  Vasse  focale. 

n   segmento  che  congiunge  il  punto  ff,  medio  di  P0, 

col  centro  0,  medio  di  FF%  vale  -^  F'Q  =  a;  e  in  conse- 
guenza : 

b)  Il  luogo  del  piede  della  perpendicolare  calata  da  un 
fuoco  eopra  una  tangente  variabile  ad  una  conica  a  centro 
(brevemente  la  podaria  di  un  fuoco)^  è  il  cerchio  descritto 
suolasse  focale  come  diametro.  Questo  cerchio  è  pure  (per 
ragioni  di  simmetria)  luogo  del  piede  W  della  perpendico- 
lare calata  da  F'  sulla  detta  tangente. 

Ora  se  si  prolunga  la  FH  fino  ad  incontrare  nuova- 
mente il  cerchio  in  K^  sarà  (per  la  simmetria  della   figura 


(')  Giova  a  tal  fine  ricorrere  all'equazione   della  tangente  aoiitta 
sotto  la  forma  (6)  del  n.^  273. 
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rispetto  ad  0)  FK  =  F'W*^  ma  d'altra  parte,  in  valore  as- 
soluto, 

FH  '  FK  =  FA  '  FA'  -  ±  (a—  o)  (a  +  e)  =  6«. 

Si  condnde: 

n  prodotto  delle  dirta/nze  dei  fuochi  di  una  conica  a 
centro  da  una  tacente  variaMle  è  costanUj  ed  uguale  al  gua- 
drato  del  semiasse  secondario  {non  focale). 

288.  Fuoco  della  parabola.  —  Prendiamo  ora  in  esame 
la  parabola,  che  supporremo  riferita  all'asse  e  alla  tangente 
nel  vertice, 

(1)  y*  =  2pa?, 

e  vediamo  come  a  questa  curva  si  adattino  le  proprietà 
focali  delle  coniche  a  centro.  Seguendo  lo  stesso  procedi- 
mento tenuto  nel  n.''  282,  scriviamo  le  equazioni  di  due 
rette  coniugate  e  perpendicolari,  quali  sono  la  retta  polare 
di  un  punto  qualsiasi  M  («',  y')  (cfr.  n.*»  275) 

m)  yy"  =  p{^  +  ^')y 

e  la  normale  ad  essa  condotta  da  M 
n)  +  ^    /    =  0, 

P  y 

Le  due  rette  m,  n  segano  l'asse  della  curva  (y  =  0)  in 
due  punti  Jf^,  N'  aventi  le  ascisse 

Ora  la  somma 

OM'  +  0N'  ^p 

è  indipendente  dalla  coppia  di  rette  m,  n,  coniugate  e  per- 
pendicolari, che  si  considerano.  Bisulta  di  qua  che  i  punti 
M'j  N'  dell'asse  x  sono  coniugati  in  ima  involuzione  sim- 
metrica, che  ha  per  punti  doppi  il  punto  medio  jP  fra  Jf%  ^^, 
avente  la  ascissa 

(2)  ^^-T' 
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ed  il  punto  all'infinito  Ooo  dell'asse^  ossia  della  parabola. 

n  punto  F  è  fuoco  della 

cttrya,  mentre  il  puntJ 

Cqq  possiede  solo  alcwie 

delle  proprietà  si>ettuti 

ai  fuochi.  Si  suol  dire 
perciò  che: 

La  parabola  possiede 

un  solo  fuocOy  Htiuxto  sul- 

Vasse^  interno  atta  ourvoj 

e  avente  dal  vertice  una 

distanza  uguale  a  fMtò 

del  parametro. 

n  fuoco  può  costruirsi  conducendo  pel  vertice  la  retta 

y  =  2zy  la  quale  sega  ulteriormente  la  curva  (1)  in  un  punto 

p 
di  ascissa  ~- ,  situato  adxmque  sulla  perpendicolare  all'asse 

condotta  pel  fuoco. 

Dalle  cose  dette  risulta  che: 

a)  Le  coppie  di  rette  coniugale  rispetto  ad  una  parabola 
e  perpendicolari  tra  loro  segano  sulTasse  coppie  di  punii 
simmetrici  rispetto  al  fuoco.  E  di  qua,  collo  stesso  ragiona- 
mento fatto  per  le  coniche  a  centro,  si  trae  che: 

b)  La  tangente  e  la  normale  ad  una  parabola  in  un 
punto  sono  le  bisettrici  delPangolo  formalo  dalla  retta  con- 
giungente  il  punto  al  fuoco  e  dal  diam^o  uscente  dal  punto 
(retta  parallela  all'asse). 

E  vale  pure  per  la  parabola  un  risultato  analogo  al- 
l'ultimo teorema  del  n.°  284,  come  il  lettore  vedrà  facil- 
mente. 

289.  Altre  proprietà  focali  delta  parabola.  —  Preso  un 
punto  P  {Xj  y)  sulla  parabola,  calcoliamo  il  raggio  focale  PF. 
Si  ha  (tenendo  conto  dell'equazione  della  curva) 
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6  quindi 
(3) 


PF  ^x-^ 


2 


Per  iaterpretare  questo   risultato^  si  consideri  la  retta 


0?  + 


V 


=  0, 


ossia 


«  =  — 


P 


elle  è  la  polare  del  fuoco,  e  si  chiama  direttrice  della  para- 
bola. La  distanza  di  P  da  questa  retta  ha  (come  risulta 
dalla  figura)  il  valore  assoluto 


PQ^x  +  -\ 


PF. 


Dunque  : 

a)  I  punti  deUa  parabola  Siyno   equidistanti  dai  fuoco   e 
daUa  direttrice;  e  viceversa  (n.*'  63,  &)). 

Questa  proposizione  si  suole  riunire  all'analoga,  enun- 
ciata i>er  le  coniche  a  centro  (n.^*  286),  convenendo  che  la 
eccentricità  della  parabola 
valga  1.  Cosi,  anche  sotto 
questo  aspetto,  la  parabola 
appare  come  forma  interme- 
dia tra  le  ellissi  e  le  iperboli. 

Se  si  osserva  che  il  trian- 
golo FPT  ò  isoscele  col  ver- 
tice ia  Fj  e  che  la  base  è 
dimezzata  dall'asse  y  (n.°275), 
si  ha: 

b)  Il  luogo  del  piede  della 

perpendicolare  calata  dal  juoco  di  utm,  parabola  sopra  una 
tangente  variabile  è  la  tangente  nel  vertice;  ed  il  luogo  del 
sinmietrico  del  fuoco  rispetto  alla  detta  tangente  è  la  di- 
rettrice (cfr.  n,°  287,  a)). 

290.  Equazione  polare   di  una  eonlca  rispetto  al  fuoco. 

—  Giova  talora  (ad  es.  nell'astronomia,  in  relazione  colla 
prima  legge  di  Keplebo  sul  movimento  ellittico  dei  pia- 
neti) l'equazione  polare  di  una  conica,   assumendo  il  fuoco 
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come  polo;  come  asse  polare  prenderemo  Passe  focale, 
retto  dal  faooo  verso  la  corrispondente  direttrice. 

Dette  Q  e  ^  le  coordinate  polari  di  nn  ponto  P,  per  la 
éUisse  si  ha  (n.''  286) 

Q  =  PF  ==a  —  ea:  =  a  —  6(c  +  p  cos  ?>)  « eQ  cos  ^, 

e  di  qua  si  ricava 

dove  si  è  posto 

(2)  —  =  p    (parametro). 

Per  la  iperbole^  considerando  anzitutto  il  ramo  che  av- 
volge il  fuoco  scelto  per  polo, 

Q  =  FP  '^ex— a==e{e— Q  cos  <p)  —  a, 
donde  nuovamente,  fatta  la  posizione  (2), 

^  '  ^^  1  +  «  cos  (f>  ' 

Per  l'altro  ramo  d'iperbole  si  otterrebbe  similmente 

—  p  .  p 

Q  -    *: ^     ossia     —  Q  =  '^ 


1  —  «  cos  <p  *  1  +  6  cos  ($  +  3C)    ' 

la  quale   può   ritenersi   contenuta  nella  (1),   quando  si  ri- 
guardi come  negativo  un  raggio  vettore  situato  sul  prolun- 
gamento della  semiretta  relativa  a  un  dato  valore  di  $ . 
Finalmente  per  la  parabola  (n.^  289) 

Q  -  PP  =  a:  + -|.  =|.|.-.  ecos^j  +  ^  , 
ossia 

che  rientra  pure  nella  (1)  per  6  =  1. 

Le  (1)  ed  (1'),  per  $  =  — -  ,  danno  q  =  p,  donde  segue 
che  il  parametro^  per  una  qwiUia>B%  oonioa^  è  Vordinata  rda- 
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iiva  al  fuocoj  ossia  metà  della  lunghezza  della   corda  con- 
dotta pel  fuoco  normalmente  all'asse  focale. 

S91.  Oonlche  confocali.  —  Si  dicono  oonfoeali  (od  amo- 
focaii)  due  coniche  a  centro  che  abbiano  gli  stessi  faochi, 
o  due  parabole  che  abbiano  lo  stesso  fuoco  e  lo  stesso 
punto  all'infinito. 

Due  coniche  a  centro  confocali  hanno  in  comune  il 
centro  e  le  direzioni  degli  assi.  Assunti  Passe  focale  e  Passe 
secondario  come  assi  coordinati  delle  x,  y  rispettivamente, 
Pequazione  di  una  delle  coniche  sarà  del  tipo 

dove  potremo  supporre  a>p. 

Se  a  e  §  sono  positivi^  la  (1)  rappresenta  una  ellisse: 
se  a  ]>  0,  p  <C  Oy  si  tratta   di   ima  iperbole  ;  in  ogni  caso  è 

e  =  y/a  —  ^  la  distanza   focale.   Ke  viene  che  ogni  conica 
confocale  alla  (1)  avrà  una  equazione  del  tipo 


(2) 


x^ 


+ 


f 


=  1, 


dove  &  è  un  parametro  variabile  da  conica  a  conica.  Si 
ottengono  in  corrispondenza  infinite  curve,  formanti  un  si- 
stema di  coniche  confo- 
cali; queste  sono  ellissi 
reali  se  &  >  —  p,  iperboli 
se  — -  a  <  t  <;  —  P,  ellissi 
inmiaginarie  se  t  <;  —  a 
(coniche  degeneri  se 
A  =  —  a,  o  fc  =  —  P). 

a)  Per  wn  punto  gc' 
nerico  P  dd  pia/no  pas- 
sa/no duecurvedelsistemaj 
e  precisamente  una  ellisse 
ed  una  iperbole,  luoghi 
dei  punti  i  cui  raggi  focali  hanno  la  somma  o  la  differenza 
uguale  a  PF  ±  P  JF';  quéUe  due  coniche  si  segano  ortogonale 
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mente  in  P  (e  negU  altri  tre  punti  simmetrici  rispetto 
assi  od  al  centro)  ^  giacché  hanno  per  tangenti  in  P  le  bi- 
settrici dell'angolo  FPF\  In  generale:  una  eUisse  {reale)  ed 
una  iperbole  oonfoeale  si  segarlo  sempre  (ortogonalmente)  in 
quattro  punti  reali^  mentre  due  ooniéhe  confocali  dèUo  stesso 
nome  non  si  segano  in  punti  reali;  segne  facilmente  dalle 
relazioni,  che  legano  i  raggi  focali  delle  due  curve  in  que- 
stione. 

La  prima  parte  del  teorema  a),  interpretata  algebrica- 
mente, ci  dice  che  la  (2),  quando  ad  a?  ed  y  si  attribuiscano 
due  valori  costanti,  coordinate  di  P,  e  si  riguardi  ìc  come 
incognita,  fornisce  per  i  due  valori  reali,  radici  dell'equa- 
zione 

&*  +  (a  +  p  —  x^—y^)  ìc  +  ap  —  pa:*— ay«  =  0, 

dei  quali  valori  uno  h'  (corrispondente  alla  ellisse)  è  supe- 
riore a  —  p,  l'altro  f  (corrispondente  all'iperbole)  è  com- 
preso fra  —  a  e  —  p.  Giova  ìq  talune  ricerche  riguardare  ife',  f 
come  particolari  coordinate,  dette  dUUiche^  del  punto  P; 
dato  il  punto,  le  coordinate  sono  pienamente  determinate, 
e  date  queste,  entro  ai  limiti  nomtuati,  è  determinato  un 
solo  pxmto  P  in  ciascuno  dei  quattro  quadranti  limitati 
dagli  assi. 

La  conica  (2)  ha,  in  coordinate  di  rette,  l'equazione 
(n.''  273) 

(a  +  fc)ii2+  (P  +  fc)t?2«l, 

ossia 

(3)  (a«2  -h  pt?2  —  1)  +  jfc  (t*2  ^.  ^2)  «  0^ 

Ora,  al  variare  di  k^  questa  rappresenta  le  coniche  (in- 
viluppi) di  una  schiera  (n.°  260),  alla  quale  appartengono 
la  conica  au^  +  Pt?*  —  1  =  0,  ossia  la  (1),  e  la  v^  +  «*  =  0  che 
si  spezza  nei  due  punti 

«  +  ìt?  =  0,        fi  —  <«  =  0, 

di  coordinate  cartesiane  omogenee  (n.^  132) 

(1,  t,  0),       (1,  -  ♦,  0). 


FROPBIKTi  VOOAU  DEI^LB  OONIOHB  567 

Questi  sono  i  punti  ciclici  del  piano  (n.^*  127,  Oss.)}  i  quali 
costituiscono  dunque  una  conica  degenere  della  schiera.  Le 
altre  due  coniche  degeneri  sono  la  coppia  dei  fuochi  reali 
(corrispondenti  a  X;  ^  —  §),  e  la  coppia  dei  fuochi  immagi- 
nari (corrispondenti  ai»  —  a).  B  le  quattro  rette  basi  della 
schiera,  tangenti  alle  infinite  coniche  confocali^  sono  (come 
poteva  prevedersi  per  via  geometrica  (n.^*  282))  le  rette  pro- 
iettanti i  punti  ciclici  dai  fuochi.  Concludiamo: 

b)  Le  coniche  confocali  formano  una  schieraj  le  cui  tre 
coniche  degeneri  sono  costituite  ddUa  coppia  dei  punti  cicUeiy 
dalla  coppia  dei  fuochi  reali  e  daUa  coppia  dei  fuochi  im- 
maginari. Ogni  retta  generica  dei  piano  è  toccata  da  una^  e 
da  una  sola  conica  del  sistemai. 

e)  Le  coppie  di  tangenti  condotte  da  un  punto  alle  infi- 
nite coniche  confocali  formano  una  involuzione  simmetrica^ 
cui  appartengono  le  congiungenti  il  punto  coi  fuochi  (n.^  260). 

Per  quanto  riguarda  le  parabole  confocali,  osserviamo 
che  una  parabola,  riferita  a  coordinate  ortogonali  di  cui 
Porigine  cada  nel  fuoco  e  l'asse  delle  x  coincida  coll'asse 
della  curva,  ha  una  equazione  del  tipo 

y8  :;^  2px  +  p^ 

e  che  una  equazione  siffatta,  al  variare  di  p,  rappresenta 
infinite  parabole  confocali.  Per  ogni  punto  del  piano  pas- 
sano due  paràbole  del  sistema^  le  quali  si  tagliano  ortogonal- 
mente in  quel  punto  e  nel  simmetrico  rispetto  alVasse;  ogni 
retta  del  piano  è  toccata  da  una  sóla  parabola  del  sistema. 

Le  parabole  confocali  formano  una  schiera,  di  cui  una 
conica  degenere  (che  conta  per  due)  si  compone  dei  punti 
ciclicij  ed  un^altra  del  fuoco  preso  insieme  col  punto  alVin- 
finito  deWasse;  fra  le  rette  base  deUa  schiera,  due  coinci- 
dono colla  retta  all'infinito,  e  le  altre  sono  le  rette  isotrope 
uscenti  dal  fuoco. 

Etirciil  I.  —  1)  Costruire  per  pimti,  o  per  tangenti,  una  conica  a 
centro,  di  cni  siano  dati  i  faochi  e  l'asae  focale  (nella  seconda  costnudone 
si  approfitti  della  pedana  dei  faochi). 

2)  Costruire  per  ponti  una  conica,  di  coi  sian  dati  un  fuoco,  la 
relativa  direttrice,  e  P  eccentricità  od  un  punto. 
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3)  Costruire  per  tangenti  una  parabola,  data  mediante  il  faooo  e 
la  diiettrìoe  (n.""  280,  h)). 

4)  Dati  i  fuochi  e  Faaae  focale  di  una  conica  a  centro,  condurre  a 
questa  le  tangenti  da  un  punto  assegnato,  o  le  tangenti  parallele  ad  una 
retta  data  (si  costruiscano  i  simmetrici  di  un  fuoco  rispetto  alle  tan- 
genti richieste,  n.°  387,  a)). 

6)  Determinata  una  parabola  mediante  il  fuoco  e  la  direttrice,  con- 
durre ad  essa  le  tangenti  da  un  punto  dato,  o  la  tangente  parallela  ad 
ima  retta  data. 

6)  Dati  i  fuochi  e  Passe  focale  di  una  conica  a  centro,  costruire  le 
intersedoni  con  una  retta  r  assegnata.  (Il  simmetrico  di  un  fuoco  F, 
rispetto  alla  tangente  in  uno  dei  punti  richiesti,  è  punto  di  contatto  di 
due  cerchi,  di  cui  uno  è  noto  (n.<^  287,  a)  ),  mentre  l'altro,  passante  per 
F  e  avente  il  centro  su  r,  può  costruirsi,  n.°  61,  es.  13)  ). 

7)  Determinare  le  intersesioni  di  una  retta  data  con  una  parabola, 
di  cui  si  conoscano  il  fuoco  e  la  direttrice. 

8)  Costruire  una  conica,  di  cui  siano  dati  un  fuoco  e  tre  tangenti 
(si  può  determinare  l'altro  fuoco  (n.^  284,  e));  oppure  la  podaria  dei 
fuochi). 

0)  Le  intersezioni  di  due  coniche  aventi  un  fuoco  comune  possono 
costruirsi  mediante  riga  e  compasso  (ofr.  n.®  260,  es.  34,  h)  ).  Si  risolva 
ad  es.  il  problema  supponendo  definite  le  coniche  mediante  il  fuoco 
comune,  le  rispettive  direttrici  e  le  eccentricità.  (Si  determineranno  an* 
situtto  due  rette  formanti  fascio  colle  direttrici,  e  contenenti,  ciasouna, 
due  dei  punti  incogniti;  ecc.). 

10)  Valendosi  della  costrusione  precedente,  e  ricordando  l'es.  7)  del 
n.^  63.  si  può  risolvere  (con  Nbwton)  il  problema  di  Apollonio:  c  de- 
scrivere un  cerchio  che  tocchi  tre  cerchi  assegnati».  U  problema  am- 
mette al  più  otto  solusioni. 

II.  —  11)  Il  segmento  di  una  tangente  variabile  di  una  conica, 
compreso  fra  le  tangenti  negli  estremi  dell'asse  focale,  è  visto  da  ciascun 
fuoco  sotto  angolo  retto  (n.^  246,  es.  32)  ).  Questa  proposizione  serve  ad 
Apollonio  per  definire  e  costruire  i  fuochi.  Essa  sussiste  pure,  se  all'asse 
focale  si  sostituisce  una  qualsiasi  corda  passante  per  quel  fuoco  ove  sta 
il  centro  di  vista. 

12)  Una  corda  qualsiasi  di  una  conica  è  vista  da  un  fuoco  sotto  un 
angolo,  le  cui  bisettrici  passano,  l'una  per  il  polo  della  corda,  Paltraper 
la  intersezione  della  corda  colla  direttrice  relativa  a  quel  fuoco.  CSaso 
particolare  che  la  corda  passi  per  quel  fuoco. 

13)  Il  teorema  precedente  permette  di:  «costruire  ima  conica,  di 
cui  siano  noti  un  fuoco  e  tre  punti  ».  Si  può  infatti  costruire  la  diret- 
trice relativa  al  fuoco.  Nel  caso  generale  esistono  quattro  coniche  reali 
soddisfacenti  al  problema,  delle  quali  tre  sono  iperboU,  e  la  rimanente 
è  una  ellisse,  parabola  od  iperbole,  secondo  la  posizione  dei  dati;  (dò 
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TÌBulta  osaervando  ohe  i  punti  di  una  éUiase,  o  parabola,  stanno  tutti 
da  una  stessa  banda  di  una  direttrice).  Si  confronti  la  risoluzione  qui 
indicata  del  problema  con  quella  suggerita  nell'es.  10)  del  n.^  260.  Si 
riprenda  pure  la  risoluzione  analitica  del  problema  indicata  nell'es.  25) 
del  n.  260. 

14)  DeU'es.  12)  segue  il  teorema  (di  Ponoblbt):  «  il  segmento  di 
una  tangente  variabile  ad  una  conica,  compreso  fra  due  tangenti  fisse, 
è  visto  da  un  fuoco  sotto  un  angolo  costante  »,  il  quale  è  la  metà  del- 
l'angolo formato  daUe  congiungenti  il  fuoco  coi  punti  di  contatto  delle 
tangenti  fisse. 

15)  Nella  parabola,  l'angolo  nominato  nel  teorema  precedente  è 
uguale  (o  supplementare)  all'angolo  delle  due  tangenti  fisse;  donde  il 
teorema  (di  Lambebt)  :  «  il  cerclùo  circoscritto  al  tricngolo  formato  da 
tre  tangenti  ad  una  parabola  passa  per  il  fuoco  ».  Quel  cerchio  è  il  luogo 
dei  fuochi  delle  infinite  parabole  tangenti  alle  tre  rette  (formanti  una 
Bohiera). 

16)  Segue  la  costruzione  del  fuoco  della  parabola  tangente  a  quattro 
rette  date,  ed  incidentalmente  si  ricava  :  e  i  quattro  cerchi  circoscrìtti 
ai  triangoli  formati  prendendo  a  tre  a  tre  i  lati  di  un  quadrilatero, 
passano  per  uno  stesso  punto  F;  ì  piedi  delle  perpendicolari  da  esso 
calate  sopra  i  lati  del  quadrilatero  stanno  sopra  una  retta  y  (tangente 
alla  parabola  nel  vertice);  gli  ortocentri  dei  quattro  triangoli  nominati 
stanno  sopra  una  seconda  retta  d  (direttrice  della  parabola,  n.^  260, 
€8.  35)),  la  quale  è  parallela  ad  y,  e  dista  da  y,  quanto  y  dista  da  jF  ». 

17)  Dal  teorema  dell'es.  12)  e  dal  nfi  284,  h)  può  pure  dedursi  il 
teorema  di  Chasubs:  c  le  quattro  rette  proiettanti  i  due  fuochi  di  una 
conica  da  due  punti  della  curva  toccano  uno  stesso  cerchio,  il  cui  centro 
è  la  intersezione  delle  tangenti  iiei  detti  punti  ». 

Ili  —  18)  Il  prodotto  dei  raggi  focali  di  un  punto  di  una  conica 
a  centro  è  uguale  al  quadrato  del  semidiametro  h\  coniugato  a  quello 
passante  pel  punto  (n.^*  281,  es.  9)  ). 

19)  Detti  H,  W  i  piedi  delle  normali  condotte  dai  fuochi  F,  J^  di 
una  conica  a  centro  sulla  tangente  in  un  punto  P  qualsiasi  della  curva,  si 

ha  J'H  =■ -gr  J^T,  J?^£f'=-j7-^P,   dove  6  è  il  semiasse  secondario,  e  6' 

ha  il  significato  dell'es.  precedente.  Moltiplicando  si  ritrova  la  nota 
proprietà  (n.o  287,  e)  )  FH.F'H'  =  6';  dividendo  invece  si  ha  FEi  FW 
=  FTi  F'P,  donde  risulta  nuovamente  che  la  tangente  in  P  forma 

coi  raggi  focali  del  punto  angoli  uguali,  il  cui  seno  vale  -|-r  • 

20)  Tenendo  conto  di  quest'ultimo  valore  e  della  espressione  del 
raggio  di  curvatura  in  un  punto  (n.<>281,  es.  25)  ),  si  giustifichi  la  se* 
guente  costruzione  (di  Stbiker)  del  centro  di  curvatura  in  P:  e  con- 
dotta la  normale  in  P,  la  quale  seghi  in  N  l'asse  focale,  si  conduca  la 
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perpeadiooUre  in  ^  a  PN  fino  ad  inooiitrare  la  FP  in  Jf ,  e  poi  per  M 
la  peipendicolaie  ad  FP;  questa  «ega  PN  nel  centro  di  curvatala 
nchiesto  t. 

21)  Si  dimostri  che  la  stessa  costnuione  vale  anche  per  la  parabola. 

22)  Nella  parabola,  il  raggio  di  curvatura  di  un  punto  è  doppio 
del  segmento  della  normale  compreso  tra  il  punto  e  la  direttrice. 

IV.  —  23)  Partendo  dall'equasione  polare  di  una  conica,  riferita 
al  fuoco  e  all'asse  focale,  e  detta  carda  focaie  una  corda  passante  pel 
fuoco,  si  dimostri  che  «  la  media  armonica  (n.^  156)  tra  i  segmenti,  in 
cui  una  corda  focale  è  divisa  dal  fuoco,  è  costante  ed  uguale  al  para- 
metro 9  (n.^  200).  I  segmenti  vanno  presi  però  collo  stesso  segno,  o  con 
segni  opposti,  secondo  che  il  fuoco  è  intemo,  o  estemo  alla  corda. 

24)  Le  corde  focali  di  una  conica  a  centro  sono  proporzionali 
ai  quadrati  dei  diametri  paralleli.  Segue  che  «  è  costante  la  sommA  di 
due  corde  focali  parallele  a  due  diametri  coniugati  (cfr.  n.<>  281)  ;  ed  è 
pur  costante  la  somma  dei  valori  inversi  di  due  corde  focali  perpendi- 
colari tra  loro  »  (cfr.  n.^'  281,  es.  12)  ). 

y.  8ui  cerchi  facalù  —  26)  Un  fuoco  F  di  una  conica  può  riguar- 
darsi come  un  cerchio  di  raggio  nullo  (spossato  nelle  due  rette  isotrope 
uscenti  da  P),  il  quale  tocca  la  conica  nelle  intersesioni  di  questa  colla 
direttrice,  polare  di  F,  Questa  nozione  può  estendersi  (con  Bobilueb, 
e  Stbiker),  considerando  un  cerchio  qualsiasi  bitangente  alla  curva;  un 
tale  cerchio  si  dirà  focaie,  e  la  retta  congiungente  i  punti  di  contatto 
(reali  o  immaginari)  coUa  curva  sarà  la  diretìriee  nlativa  a  quei  cerchio. 
Una  data  oonioa  possiede  inJBjùti  cerchi  focali;  se  essa  ha  centro,  i  detti 
cerchi  si  distribuiscono  in  due  serie,  gli  uni  {cerchi  focaii  prindpaiH 
avendo  i  centri  sull'asse  principale  e  le  direttrici  parallele  all'asse  se- 
condario, gli  altri  (e.  /.  eeeondari)  avendo  i  centri  sull'asse  secondario,  eoo. 
(n.^  267,  es.  20)  ).  Partendo  dall'equasione  ridotta  della  curva,  si  scrì- 
vano le  equazioni  dei  cerchi  dell'una  e  dell'altra  serie. 

26)  Se  da  un  punto  P  di  una  conica  si  conduce  la  tangente  PT 
ad  un  cerchio  focale  e  la  perpendicolare  PQ  alla  relativa  direttrice,  il  rap- 
porto PT:  PQ  dei  segmenti  coid  ottenuti  non  varia  al  variare  del  punto; 

ed  è'  precisamente  uguale  all'eccentricità  della  conica  e  =  ^/a*  =p  6*  -.  a 
se  si  tratta  di  un  cerchio  principale,  o  ad  «'  =  y/^*  -p  ^8 .  ^  g^  ^  tratta 
di  un  cerchio  secondario  (per  la  ellisse  e'  è  immaginario). 

27)  Viceversa  :  se  un  punto  varia  in  modo,  che  la  tangente  (')  da 
esso  condotta  ad  un  cerchio  fisso  serbi  un  rapporto  costante  colla  di- 
stanza del  punto  da  una  retta  fissa,  quel  punto  descrìve  una  conica, 
bitangente  al  cerchio  nelle  intersezioni  colla  retta  ;  la  conica  è  una  el- 


0)  Qui,  0  nei  segueati  eserdci,  per  tiM(fttU$  ai  Intende  11  wgmento  di  Ungente  oompn» 
ft»  Il  punto  dA  ovi  qnella  esce  ad  II  punto  di  oontatto. 
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Ikae,  UBA  parabola  od  una  iperbole»  Beoondo  che  il  detto  rapporto  (snp* 
pofto  reale)  è  inferiore,  ugnale»  o  superiore  ad  1* 

28)  £  costante  la  somma,  o  differenza,  delle  tangenti  FT^  TT'  con- 
dotte da  un  punto  P.  variabile  sopra  una  conica,  a  due  cerchi  focali 
di  una  stessa  serie  ;  precisamente,  detto  k  il  valore  della  costante  (ohe 
dipende  dai  cerchi  considerati),  è  PT  +  TT  =  k  per  quei  punti  P  della 
curva»  che  9i  trovano  nella  strìscia  compresa  fra  le  direttrici  relative  ai 
due  cerchi  ;  mentre  FT  —  PT*  ^  ±:k  per  i  punti  esterni  alla  detta 
striscia.  In  particolare,  se  le  due  direttrici  sono  esteme  alla  curva»  è 
costante  sempre  la  somma»  o  sempre  la  differenza  (il  primo  caso  poten- 
dosi presentar  solo  nella  eltisse). 

29)  Viceversa:  se  un  punto  si  muove  in  modo»  che  rimanga  co- 
stante la  somma  o  la  differenza  delle  tangenti  da  esso  condotte  a  due 
cerchi  fissi»  il  punto  descrive  una  conica  bitangente  a  ciascuno  dei  due 
cerchi. 

90)  La  equadone  dei  cerchi  focali  secondari  fa  vedere  che  i  loro 
raggi  sono  proporzionali  aUe  distanze  dei  rispettivi  centri  da  un  fuoco  F 
della  conica.  Segue  che»  se  al  cerchio  (compreso  tra  quelli)  avente  per 
diametro  l'asse  focale  della  conica  si  fa  subire  una  rotazione  intomo 
ad  P  di  un  angolo  arbitrario  a»  e  successivamente  un  omotetia  di 

oentro  F  e  rapporto  »  quel  cerchio  si  trasforma  in  un  altro  cer- 

*^*^        cosa  '  ^ 

Ohio  focale  secondario.  Ricordando  una  proprietà  del  primo  cerchio 
(n.^  287»  b)  )»  risulta  il  teorema  (Poncelst,  Stbinsr)  )  :  c  il  luogo  dei 
punti  di  incontro  delle  tangenti  ad  una  conica  a  centro  colle  rette  che 
escono  da  un  fuoco  e  segano  quelle  sotto  angolo  costante  è  un  cerchio 
bitangente  alla  conica  ed  avente  il  centro  sull'asse  secondario  ».  Vice- 
versa: e  se  un  angolo  di  grandezza  costante  si  muove  in  modo  che  il 
vertice  descriva  un  cerchio,  ed  un  lato  passi  per  un  punto  fisso»  l'altro 
lato  inviluppa  una  conica  bitangente  al  cerchio  ».  Teoremi  analoghi  val- 
gono per  la  parabola,  sostituendo  al  cerchio  (bitangente)  una  retta 
(tangente)  alla  curva  (cfr.  n."  251»  es.  6)  ). 

VI.  SMe  oaniche  eonfoeàU.  —  31)  Il  luogo  dei  poli  di  una  retta, 
rispetto  ad  una  schiera  di  coniche  confocali»  è  una  retta  perpendicolare  a 
quella  (n.^260»  es.  46)  );  le  due  rette  dividono  armonicamente  i  fuochi.  Se  due 
rette  perpendicolari  sono  coniugate  rispetto  ad  una  conica»  esse  son  pure 
ecmiugate  rispetto  ad  ogni  conica  confocale  con  quella;  le  due  coniche  della 
schiera  passanti  per  la  intersezione  delle  due  rette»  hanno  ivi  come 
tangente  (e  normale)  l'una  o  l'altra  delle  rette.  E  se  due  rette  sono 
coniugate  rispetto  a  due  coniche  confocali»  esse  sono  coniugate  rispetto 
a  tutte  le  altre  coniche  confocali,  e  sono  perpendicolari  tra  loro. 

32)  Le  polari  di  un  punto  P,  rispetto  ad  una  schiera  di  coniche 
confocali,  inviluppano  una  parabola,  che  tocca  gli  assi  delle  dette  co- 
niche, ed  ha  come  direttrice  la  congiungente  P  col  centro  (n.  260»  es.  46)  ). 
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Le  quattro  tangenti  comuni  alla  parabola  e  ad  una  conica  della  schiera 
hanno  come  punti  di  contatto  Pi,..., P4  su  questa  conica  i  piedi  delle 
normali  condotte  da  P  alla  conica  stessa  (Chaslbs,  Steiner).  Per  cia- 
scuno Pi  di  quei  punti  passa  un'altra  conica  della  schiera,  che  ha  ivi 
come  tangente  la  retta  PPi,  Segue  che  il  luogo  dei  punti  di  contatto 
delle  tangenti  condotte  da  P  alle  coniche  confocali,  od  anche  il  luogo 
dei  piedi  delle  normali  uscenti  da  P  alle  coniche  stesse,  è  la  podarìa 
di  P  rispetto  alla  parabola  sopra  nominata;  questo  luogo  è  una  curva 
del  terso  ordine. 

33)  L'inviluppo  ed  il  luogo  dell'es.  precedente  degenerano,  se  P  sta 
sopra  un  asse,  o  sulla  retta  aU'infinito.  Si  dimostri  ad  es.  che  «  il  luogo 
dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  (e  dei  piedi  delle  normali)  condotte 
ad  una  schiera  di'  coniche  confocali  da  un  punto  P  di  un  asse,  è  (&ktta 
astrazione  dall'asse)  im  cerchio  ohe  passa  per  P  ed  ha  il  centro  sul  detto 
asse.  Il  cerchio  divide  armonicamente  i  fuochi,  se  P  sta  sull'asse  prin- 
cipale; passa  invece  per  i  fuochi,  se  P  sta  sull'asse  secondario». 

34)  Se  P  è  improprio,  il  luogo  in  questione  è  una  iperbole  equila- 
tera che  passa  per  P  e  per  i  fuochi,  sia  reali,  sia  immaginari,  delle 
coniche  confocali.  Segue  ad  es.  che  una  conica  a  centro  qualsiasi  è  segata 
da  ogni  ipeibole  equilatera,  passante  per  i  suoi  fuochi  reali  e  immagi- 
nari, in  quattro  punti,  le  cui  tangenti  formano  un  rettangolo  cireosoiitto 
alla  conica. 

35)  Sopra  due  ellissi  confocali  diconsi  eorrispandenU  due  punti  aventi 
la  stessa  anomalia  eccentrica  {n,^  281,  es.  31)).  Il  luogo  dei  punti  cor- 
rispondenti ad  un  punto  P  assegnato,  in  una  serie  di  ellissi  confocali, 
è  la  iperbole  confocale  che  passa  per  P,  anxi  quel  tratto  d'iperbole  che 
sta  nel  quadrante  ^  contenente  P. 

36)  Se  P  e  Q  sono  due  punti  arbitrari  di  una  ellisse,  e  F,  Q'  sono  i 
due  punti  corrispondenti  sopra  una  ellisse  confocale,  si  ha  PQ'  =  P'Q 
(IvoBY);  in  altre  parole:  «  in  un  rettangolo  curvilineo  formato  da  due 
ellissi  e  da  due  iperboli  confocali,  le  diagonali  (rettilinee)  sono  uguali 
tra  loro  ».  Le  dette  diagonali  toccano  inoltre  una  medesima  ellisse  con- 
focale con  quelle, 

37)  I  lati  di  un  angolo  circoscritto  ad  una  conica  segano  una  co- 
nica confocale  in  quattro  punti  tali,  che  le  tangenti  a  questa  in  due  di 
essi,  non  appartenenti  ad  uno  stesso  lato,  si  incontrano  sopra  una  bi- 
settrice dell'angolo.  Od  anche:  il  quadrilatero  formato  dalle  tangenti 
alla  seconda  conica  nei  detti  punti  ha  come  rette  diagonali  le  due  bi- 
settrici dell'angolo,  e  la  polare  del  vertice  rispetto  alla  conica  stessa.  (Si 
consideri  il  triangolo  diagonale  comune  del  quadrilatero  nominato  e  del 
quadrangolo  dei  quattro  punti  (n.<>  246,  es.  30)),  e  si  osservi  che  due 
lati  del  triangolo  sono  coniugati  rispetto  alle  due  coniche;  poi  es.  31)). 

38)  Da  questo  teorema  e  dal  n.""  291,  e),  segue  che  e  le  tangenti 
condotte  ad  una  conica  da  due  punti  di  una  conica  confocale  toccano 
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uno  atesBo  oerohìo»  il  oui  centro  è  rinterBenone  delle  tangenti  alla  ae- 
oonda  conica  nei  punti  nominati»  (Chaslbs;  cfr.  es.  17)). 

39)  Se  Pi  e  P,  sono  dne  pnnti  di  una  ellifise,  dai  quali  si  condu- 
cano le  tangenti  P,Ti,  P,{7,  e  TJ?^,  TJJ^  ad  una  ellisse  interna,  con- 
focale alla  prima,  e  si  pone  PjT,  •  F^T^  ^  3f„  TiUx  •  PJJ^  ^  Ni,  segue 
dal  teorema  precedente  la  relazione 

P.Jf,  +  P,N,  =  P.Jf.  +  P^,. 
ed  anche 

P,T,  +  P,U,  -  (T,M,  +  M,T,)  -  P,r,  +  P,U,^{UiN,  +  N.U.). 

Siano  ora  r„T„  Tj,...  T  ed  U^f  J7,,  Z7,,...  U'  due  gruppi  di  punti 
sulla  ellisse  intema,  tali  che  le  tangenti  in  punti  omologhi  dei  due  gruppi 
ai  seghino  in  punti  P„  P^,  P,..,  P'  della  ellisse  estema.  Quelle  tan- 
genti costituiscono  due  spezzate  TiM^M^M^,  ,,T  ed  UtN^NtN^.  ...U' 
oircoscrìtte  alla  ellisse  intema,  ed  ayenli  perìmetri,  le  cui  lunghezze  indi- 
cheremo breyemente  con  (T^T')  ed  {UiU').  Applicando  più  volte  l'ultima 
relazione,  si  troya 

P^r,  +  P,cr,  —  (TiTO  =  FT'  +  P'ZJ'  -  (U,U\ 

e  ciò  qualunque  sia  il  numero  dei  lati  di  ciascuna  spezzata.  Ora  facendo 
crescere  questo  numero,  vale  a  dire  intercalando  tra  Pi  e  P',  sulla  ellisse 
intema,  un  numero  sempre  crescente  di  punti  P,...,  i  perimetri  di 
quelle  spezzate  hanno  per  limiti  le  lunghezze  degli  archi  TjT'  ed  Ui  U' 
della  ellisse  intema;  sussiste  dunque  la  relazione 

PiT,  +  P^Ui  —  are.  T^T  =  PT  +  P'W  —  aro.  V\V\ 

e,  togliendo  dai  due  membri  aro.  T'V, 

P,Ti  +  PJJi  —  are.  TtU,  =  P'T  +  P'U'  —  aro.  T'U', 

la  quale  esprime  il  teorema  di  Gbavxs  (').  «  La  somma  delle  tangenti 
condotte  ad  una  ellisse  da  un  punto  variabile  sopra  una  elliase  confo- 
cale, e  Parco  (minore)  di  quella  compreso  fra  i  punti  di  contatto,  hanno 
una  differenza  costante  ». 

40)  È  dunque  costante  la  somma  delle  due  tangenti  nominate  e 
déU^arco  maggiore  compreso  fra  i  punti  di  contatto.  Segue  che  <  una 
punta,  la  quale  si  muova  tendendo  un  filo  chiuso,  di  lunghezza  costante, 
avvolto  parzialmente  intorno  ad  una  ellisse,  descrive  una  ellisse  confo- 
cale ».  Questa  costruzione,  nella  ipotesi  che  la  prima  elliase  si  riduca  ad 
un  segmento  FF'  contato  due  volte,  ha  come  caso  particolare  la  nota 
costruzione  mediante  i  fuochi. 

41)  Da  un  punto  P|  di  una  ellisse  si  conduca  una  tangente  ad  una 
ellisse  confocale  intema,  e  sia  P,  la  seconda  intersezione  della  tangente 
colla  prima  ellisse;  da  P,  si  conduca  la  ulteriore  tangente  P^P^  all'ellisse 


0)  La  dimoatrasloDe  qui  MoenoAta  è  dovuta  a  Rstb. 
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mtema,  e  così  si  oontiniù.  Si  otterrà  una  spesiata  F^F^P^. . .  iMiitta  naOa 
elliaie  esterna,  e  oircoaorìtta  alla  elliBse  intema.  Ora,  se  la  apessata  « 
chiude  pél  fatto  che  ad  ea.  il  vertioe  Pi^+i  viene  a  ooinoideie  con  Pg, 
lo  stesso  fatto  aooade«  qualunque  sia  il  punto  P,  della  eoniea  eetenia 
da  cui  si  parte.  Si  hanno  allora  infiniti  n  goni  semplioi  iscritti  nella  ooniea 
estema,  e  circoscritti  alla  intema  (cfr.  n.®  246,  es.  29)).  •  I  perimetri  di 
tutti  questi  n.goni  sono  uguali  tra  loro  »  (e  si  dimostra  altresì  ohe  quél 
perìmetro  è  maggiore  del  perìmetro  di  ogni  altro  iLgono  isorìtto  nella 
conica  esterna,  e  minore  del  perimetro  di  ogni  altro  n.gono  cirooseritto 
alla  conica  intema;  Chaslbs). 

42)  Nella  spossata  o  nel  poligono  dell'es.  precedente,  la  biaettrioe 
di  ciascun  angolo  è  normale  alla  conica  esterna  nel  relativo  vertiee 
(n.®  291,  e));  se  adunque  P^P^  è  un  raggio  luminoso  uscente  dal  punto  P„ 
allora  P^P^,  P9P4»  eoe.,  sono  i  successivi  raggi  riflessi  sul  contomo  della 
conica  estema.  £  poiché  una  retta  qualsiasi  PiP^  tocca  una  conica  oon- 
f  ocale  colla  data,  segue  :  t  un  raggio  luminoso,  il  quale  parta  da  un  punto 
di  una  ellisse,  e  venga  sempre  nuovamente  riflesso  dal  contomo  della 
curva,  tocca  con  tutte  le  sue  successive  posiaioni  una  conica  conf oeak 
alla  data  »  ;  anche  la  nuova  conica  è  una  ellisse,  se  il  raggio  primitivo 
lascia  i  fuochi  da  una  stessa  banda. 


Capitolo  VI. 

Trasformailone  di  una  conica  mediante  ona  colUneaitone. 

292«  Conicha  calllncarl.  —  L'argomento,  a  coi  quest'ultimo 
Capitolo  è  dedicato,  mentre  ci  fornirà  alcune  proprietà  delle 
coniche,  utili  nello  studio  delle  superficie  del  secondo  ordine, 
ci  condurrà  d'altra  parte  a  riassumere  e  riordinare  varie  no- 
zioni acquistate  nei  CapitoU  precedenti. 

Una  collineazione  stabilita  fra  due  piani  n,  n'  trasframa, 
come  già  sappiamo  (n.^  200,  Oss.  I.),  una  conica  J^  di  ;;c  in  una 
conica  £'  di  jc^  ;  e  se  la  prima  cturva  è  reale,  non  degenere, 
come  supporremo  sempre  nel  seguito,  tale  sarà  pure  la  se- 
conda. Ogni  proprietà  proiettiva  di  K  si  trasporta  inaìterata 
a  K\  Dunque  una  retta  di  ti,  che  sia  secante,  tangente  od 
estema  a  £,  ha  per  corrispondente  in  uif  una  retta,  che  si 
comporta  neUo  stesso  modo  rispetto  a  Ji^'  ;  un  punto  esterno 
od  intemo  a  JT  si  trasforma  in  un  punto  estemo  od  intemo 
a  K\  A  punti  o  rette  coniugate  rispetto  a  K^  coirìspondono 


J 
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punti  o  rette  coniugate  rispetto  a  f  ;  e  tutte  le  proprietà 
dei  poli  e  delle  polari  si  conservano  nella  trasformazione. 

Al  contrario,  le  proprietà  metriche  generalmente  si  per- 
dono. Ooid,  Tesser  E^  una  ellisse,  parabola  od  iperbole  non 
dipende  già  dalla  specie  cui  K  appartiene,  ma  soltanto  dal 
fatto  che  la  retta  limite  di  jc  sia  estema,  tangente  o  secante 
di  Kj  rispettiTamente  ;  ed  il  centro  di  E'  corrisponde  al  polo 
della  retta  limite  rispetto  a  E;  ecc. 

La  questione  inversa  di  quella  ora  trattata  ammette  la 
seguente  risposta: 

Esistono  infinite  eoUineassUmi  tra  due  piam  jt,  n^,  eJ^e  tra- 
gforma/no  una  conica  K  di  k  in  una  conica  K'  di  n';  la  colli- 
neaaione  è  pienamente  determinataj  qua/ndo  si  esiga  ohe  a  tre 
punti  (o  tangenti)  arbitrari  di  K  corrispondano  in  K'  tre  punti 
(o  tangenU)  fissati  pure  ad  arbitrio. 

Infatti  ima  coUineazione  che  muti  E  in  JT',  ed  i  punti 
A^B^C  di  queUa  nei  punti  A%  B%  C^  di  questa,  deve  mutare 
la  intersezione  D  delle  tangenti  in  A,  B  nella  intersezione  ly 
delle  tangenti  in  A^^  B\  Viceversa,  la  coUineazione  determi- 
nata (n.°  198),  che  muta  il  quadrangolo  AB  CD  nel  qua- 
drangolo A'B'  C'D\  trasforma  E  in  una  conica  che,  dovendo 
passare  per  A'^B^C  e  toccare  nei  primi  due  punti  le  rette 
A'iy^  B'I/f  coincide  con  E\ 

L'ultimo  teorema  può  anche  enunciarsi  eoA:  stabilita 
una  proiettività  (n.^  250)  tra  le  punteggiale  sostenute  da  due 
coniche  K,  K'  (o  ira  gli  inviluppi  delle  ta/ngenti  a  qvsste)^  ri- 
mane determinala  una  coUineazione  che  muta  K  in  K',  ed 
ogni  punto  (o  tangente)  di  K  nel  punto  (o  tangente)  corrispon- 
dente di  K\ 

2M.  Oonleha  omolocielM.  —  Se  due  coniche  E,  E'  di  uno 
stesso  piano  si  corrispondono  in  una  omologia  (n.o  206),  esse 
ne  segano  Passe  negli  stessi  due  punti  ;  e  se  questi  sono  reali 
e  distinti,  quel  tratto  di  asse  che  è  interno  a  JT,  è  pure  intemo 
a  E\  Dualmente,  le  tangenti  condotte  dal  centro  di  omo- 
logia B>E  e  E^  sono  comxmi,  e  le  due  coniche  appartengono 
ad  uno  stesso  dei  due  angoli  completi  formati  dalle  dette 
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tangenti,  ove  siano  reali  e  distinte.  Se  la  conica  K  passa  per 
il  centro  di  omologia,  la  E'  passerà  pure  per  quel  punto,  ed 
avrà  ivi  la  stessa  tangente;  e  se  Ji:  tocca  Passe  di  omo- 
logia, K^  toccherà  pure  l'asse  in  quel  punto. 

L'ultima  osservazione  si  inverte  subito:  8e  due  coniche  {di 
un  piano)  9i  toccano  in  un  punio^  esistono  due  omologie^  general- 
mente distinte^  che  trasformano  Vuna  conica  nélVaUra;  una  delle 
omologie  ha  per  centro  il  punto  di  contatto  delle  coniche, 
l'altra  ha  per  asse  la  tangente  comune.  Dimostreremo  l'esi- 
stenza della  prima  omologia;  il  ragionamento  duale  con- 
durrebbe all'altra. 

Detto  A  il  punto  di  contatto  delle  coniche  K,  K%  noi 
possiamo  riferire  proiettivamente  le  due  curve,  riguardando 
come  corrispondenti  due  punti  di  esse,  come  B  e  JB',  o 
0  e  C\  ecc.,  che  si  trovino  sopra  rette  uscenti  da  A  (n.°  250); 

in  particolare,  il  punto  A  ri- 
sulterà unito  nella  corrispon- 
denza,   in   virtù    della   tan- 
gente comune  a.  Esiste  dun- 
que (n.°  292)   una  collinea- 
zione,  che  muta  K  in  K\  ed 
i  punti  A^  Bj  G...  nei  punti 
A\  B'j  C". . .;  ma  la  collinea- 
zione  è  ora  una  omologìa  di 
centro  J.,  perchè  le  rette  a, 
ABB^j  ACC...  risultano  unite  (n.°  205).  Si  noti  che  l'asse 
di  omologia  conterrà  le  rimanenti  due  intersezioni  di  £  e  f  ; 
si  ha  cosi  un  modo  semplice  per  determinarle,  e  per  rico- 
noscere se  le  due  coniche  hanno  in  ^  un  contatto  di  primo, 
secondo  o  terzo  ordine  (n.^'  225). 

Osservazione.  —  Detto  u  l'asse  di  una  delle  omologie 
che  mutano  K  in  K%  si  faccia  ruotare  di  un  diedro  arbi- 
trario il  piano  di  K'  intorno  ad  u^  in  guisa  che  si  stacchi 
dal  piano  di  K.  Nella  nuova  posizione  le  due  coniche  sono 
prospettive  (n.^  204)  ;  una  di  esse,  ad  es.  JI,  può  riguardarsi 
come  proiezione  dell'altra  K'  da  un  centro  8  situato  fuori 
dei  loro  piani,  o  come  sezione  piana  del  cono  proiettante  K' 
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da  8.  Se,  in  particolare,  JT'  è  un  cerchio,  risulta  che  ogni 
conica  {reale  non  degenere)  può  ottenersi  come  sezione  pia/na 
di  un  cono  circolare  (cono  proiettante  un  cerchio).  Si  vede 
cosi  che  la  definizione  delle  coniche  data  da  Apollonio 
(n.°  226)  conduce  agli  stessi  enti  da  noi  studiati,  scartate 
naturalmente  le  coniche  immaginarie. 

294.  Coniche  afflili.  —  Una  ajBBnità  (n.^'  201),  la  quale 
trasformi  una  conica  K  del  piano  n  in  una  conica  K'  di  ^', 
conserva  non  solo  tutti  i  caratteri  proiettivi  della  curva, 
ma  pure  una  parte  dei  caratteri  metrici,  e  precisamente 
tutti  quelli  che  si  riattaccano  alla  retta  all'infinito,  ma  sono 
indipendenti  dai  punti  ciclici.  Cosi,  K  e  K'  saranno  della 
stessa  specie  (cioè  ambedue  ellissi,  o  parabole,  o  iperboli)  ;  e 
sì  corrisponderanno  i  centri,  gli  asintoti,  le  coppie  di  dia- 
metri coniugati  delle  due  curve;  però  agli  assi  di  K  non 
corrisponderanno  generalmente  gli  assi  di  E%  né  ai  fuochi, 
i  fuochi. 

Viceversa  :  esistono  infinite  affinità  che  trasformano  Vtma 
neWalira  due  coniche  di  uno  stesso  nome. 

Infatti,  se  le  due  coniche  £,  K'  sono  iperboli,  o  para- 
bole, esse  si  corrispondono  in  infinite  coUineazionì,  le  quali 
mutano  i  punti  all'infinito  di  K  nei  punti  all'infinito  di  E.^ 
(n.°  292),  e  quindi  la  retta  all'infinito  di  n  nella  retta  al- 
Pinflnito  di  n\  Se  poi  si  tratta  di  due  ellissi,  detti  OA^  OB 
due  semidiametri  coniugati  di  JI,  ed  0^A\  O'B'  due  semi- 
diametri coniugati  di  K%  quella  affinità  che  trasforma  il 
triangolo  OAB  nel  triangolo  O'A'B'  (n.»  201),  muta  E  in 
una  conica  che,  avendo  comune  con  K'  due  diametri  co- 
niugati (in  grandezza  e  posizione),  coincide  con  essa. 

In  particolare:  una  ellisse  può  sempre  riguardarsi  come 
affiti  ad  un  cerchio.  Anzi,  se  il  cerchio  ha  per  diametro  un 
asse  AOAo  della  ellisse,  l'ima  curva  si  trasforma  nell'altra 
mediante  una  affinità  omologica  ortogonale  (n."*  208,  b))  di 
asse  AA^;  il  rapporto   di   affinità   tra  ellisse  e  cerchio  è  il 

rapporto  77^7  =  ^-r  =  —  dei  due  semiassi  della  ellisse.  Ogni 
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punto  P"  del  oerohìo  fornìsoe  un  punto  P  della  élliflse, 
quando  l'ordinata  di  P\  rispetto  all'asse  AAo,  venga  dimi- 
nuita nel  rapporto  — 

(etr.  n.*"  62,  I).  E  la 
ellisse  può  costruirsi 
per  punti  in  modo 
semplioe,  quando  si 
noti  che  le  rette  omo- 
loghe B'P'  e  BP  8i 
segano  sull'asse  di  af- 
finità. Su  quest'asse 
si  segano  pure  le  tan- 
genti in  Pj  P'j  donde  una  costruzione  della  tangente  all'el- 
lisse in  P.  A  diametri  perpendicolari  del  cerchio  corrispon- 
dono diametri  coniugati  della  ellisse. 

Si  osservi  inoltre  che  lo  stesso  rapporto  costante  — 

passa  fra  le  aree  di  due  figure  corrispondenti,  l'una  appar- 
tenente al  piano  della  ellisse,  l'altra  al  piano  (sovrapposto) 
del  cerchio  (n.^'  208,  &)).  S^gue  che  l'area  della  ellisse  sta 
all'area   del   cerchio    come   b    sta  ad   a,   e   quindi   vale 

nab;  Varea  di  una  éUisse  è  uguale  aWarea  del 


Ita 


a 


rettangolo  dei  due  semiassi  moUipUeata  per  n  (Abohoobdb). 
Segue  ancora  che  è  costante  (  "^  ~o~ ^ )  l'area  del  triangolo, 

che  ha  per  lati  due  semidiametri  coniugati  della  ellisse 
(d'accordo  col  n.^'  281). 

296.  Conicha  ilmili.  —  Se  una  similitudine  muta  la  co- 
nica K  nella  conica  JT",  allora  (accanto  aUe  osservaKioni  re- 
lative all'affinità)  va  notato  che  gli  assi  di  K  corrispondono 
agli  assi  di  f ,  e  son  proporzionali  a  questi,  quando  si 
tratti  di  coniche  a  centro;  i  fuochi  corrispondono  ai  fuochi; 
e  se  JB:  è  un  cerchio  od  una  iperbole  equilatera,  tale  sarà 
anche  K\  In  breve  la  similitudine  conserva  tutti  i  carat- 
teri delle  coniche  (a  parte  le  lunghezze  assolute  dei  segmenti). 
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Viceversa  :  due  oaniehe  a  centro  delio  eteeso  nome^  aventi 
gli  assi  omonimi  proporzionali y  sono  simM  (si  corrispondono 
in  una  similitudine).  Infatti  se 


(1)  ^±-^-==1»      A-±-flF-==l 

sono  le  equazioni   delle  due  curve  riferite  agli  assi  (doven- 
dosi prendere  insieme  i  segni  superiori  o  gli  inferiori),  ed  è 

a       &       , 

— ■  =S  -—    83    A?, 

a        p 

la  similitudine 

(2)  a?=-iZ,      y  =  fcr 

trasforma  la  prima  conica  nella  seconda. 

Due  paràbole  qualisivoglia/no  sono  simili  f  infatti  la  simi- 
litudine (2)  trasforma  l'una  nell'altra  le  parabole 

(3)  »2  ^  2pa?,      r«  =  2PZ, 
quando  si  prenda  X;  «  ^• 

2M.  Gonteha  OMOtatlcba.  —  Se  la  similitudine  è  una 
omotetia  fra  piani  sovrapposti  o  paralleli,  coniche  corrispon- 
denti Kj  K'  hanno  gli  stessi  punti  all'infinito  ;  e  gU  asintoti, 
gli  assi,  le  coppie  di  diametri  coniugati  dell'una,  sono  pa- 
ralleU  agli  asintoti,  agli  assi,  alle  coppie  di  diametri  coniu- 
gati dell'altra;  due  diametri  paralleli  sono  insieme  trasversi 
o  non  trasversi. 

Queste  osservazioni,  invertite,  conducono  al  seguente 
teorema: 

Due  <Mmio%6  situate  in  uno  stesso  pianoy  o  in  piani  pa- 
raUelij  le  quoti  abbiaiio  gli  stessi  punti  alPinfinitOy  reali  o 
immaginarij  colla  conMzione^  nel  prim^  caso,  che  il  tratto  di 
retta  aUHnlmito  interno  aWuna  conica  sia  pure  intemo  alVaì- 
ira^  sono  omotetiche. 

Si  osservi  che,  in  virtù  della  ipotesi,  le  due  coniche 
sono  della  stessa  specie,  e  gU  asintoti  e  gli  assi  dell'una  sono 
paralleli  agli  asintoti  e  agli  assi  dell'altra,  e  precisamente 
sono  paralletL  tra  loro  gU  assi  trasversi  quando  si  tratti  di 
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iperboli.  Supposto  anzitutto  che  le  due  coniche  abbiano 
centro,  riferendole  ai  rispettivi  assi,  x,  y  per  Puna,  X,  Y, 
paralleli  a  quelli,  per  l'altra,  avremo  due  equazioni  come 
le  (1)  del  n.°  precedente.  Ora  gli  asintoti  delle  due  curve 
sono  dati,  se  si  tratta  di  iperboli,  dalle  equazioni 

X  a  X  a 

mentre,  se  si  tratta  di  ellissi,  nei  secondi  membri  compa- 
risce ancora  il  fattore  i  =  V/  —  1-  I^  <>g^  caso,  per  il  pa- 
rallelismo  dei  primi   asintoti  coi  secondi,  occorre  che  sia 

—  »  -^.  Ma  allora,  indicando  con  Te  il  valore   comune  dei 

a        p 

due  rapporti,  si  vede  che  le  due  coniche  si  mutano  Puna 
nell'altra  mediante  le  sostituzioni  (2)  del  n.''  precedente,  le 
quali  definiscono  questa  volta  una  omotetia  fra  i  piani  xy 
ed  Xr.  Se  poi  si  tratta  di  due  parabole  come  le  (3)  dd 
n.^  precedente,  si  osserverà  che  la  similitudine  ivi  conside- 
rata, che  trasforma  Puna  parabola  nell'altra,  è  una  omotetia 
quando  siano  paralleli  gli  assi  a;,  X  delle  due  curve  e  le 
rette  y,  7,  tangenti  nei  vertici. 

Esarclzl  I.  —  1)  Uua  oonioa  mediante  ima  omologia,  il  coi  centro 
stia  in  un  fuooo  della  curva,  bì  muta  in  una  conica  avente  ancora  un 
fuoco  in  quel  punto. 

2)  In  particolare:  una  omologia,  avente  il  centro  nel  centro  di  un 
cerchio,  trasforma  questo  in  una  conica  avente  ivi  un  fuoco.  Viceveorsa: 
una  conica  qualsiasi  può  esser  trasformata  in  un  cerchio,  mediante  una 
omologia  avente  il  centro  in  un  fuoco  di  quella  ;  quale  sarà  la  retta  li- 
mite nel  piano  della  conica  t 

3)  Mediante  questa  relazione,  dalle  proprietà  del  cerchio  possono 
dedursi  varie  proprietà  focali  delle  coniche,  ad  es.  il  teorema  del  n.<*  291, 
es.  14);  od  anche  il  seguente  :  «  le  corde  di  una  conica,  che  son  viste 
da  un  fuoco  sotto  un  angolo  costante,  inviluppano  una  seconda  conica 
che  ha  comune  colla  prima  quel  fuoco  e  la  relativa  direttrice. 

4)  Data  una  conica  ed  una  retta  estema,  trasformare  quella  in  un 
cerchio,  mediante  una  omologia  avente  la  retta  data  come  una  retta 
limite  (del  piano  della  conica).  Come  si  determina  il  centro  di  omolo- 
gia Y  (n.®  193,  es.  7)  ).  Il  problema  può  anche  enunciarsi  cosi  :  data  una 
conica  ed  un  punto  intemo,  trasformare  mediante  una  omologìa  quella 
in  un  cerchio,  ed  il  punto  nel  relativo  centro. 
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5)  Data  una  oonioa  ed  un  punto  8  su  questa,  eostruire  una  seeonda 
eonìoa  che  abbia  colla  prima  un  contatto  bipuuto,  tripunto  o  quadri- 
punto  in  89  e  pàssi  inoltre  per  tre,  due,  od  un  punto  assegnato.  (La 
conica  richiesta  può  riguardarsi  come  omologica  alla  data  . . .  )• 

6)  Dei  punti  assegnati  fuori  di  8  due  possono  anche  esser  imma- 
ginari coniugati.  Come  caso  particolare  si  ha  il  seguente  :  «  data  una 
conica  ed  un  punto  8  su  questa,  costruire  il  cerchio  osculatore  alla  co- 
nica in  8,  riguardandolo  come  omologico  alla  conica  rispetto  al  centro  8*, 
11  centro  del  cerchio  è  omologo  al  punto  di  Fbéoixb  di  8  rispetto  alla 
conica  (n.*^  251,  es.  13)  ). 

7)  Costruire,  mediante  l'omologia,  una  parabola  od  una  iperbole 
equilatera  avente  un  contatto  quadripunto  con  una  data  conica  in  un 
punto  assegnato. 

8)  U  problema  del  n.^  260,  es.  11)  :  «  costruire  una  conica  passante 
per  tre  punti  e  tangente  a  due  rette  »  può  anche  risolversi  riguardando 
la  conica  come  omologica  di  un  cerchio  tangente  alle  due  rette. 

9)  Se  due  coniche  di  un  piano  segano  una  stessa  retta  negli  stessi 
due  punti,  reali  o  immaginari,  colla  condizione  (nel  primo  caso)  che  il 
tratto  di  retta  intemo  all'una  conica  sia  intemo  anche  all'altra,  esi- 
stono due  omologie  generalmente  distinte,  le  quali  trasformano  l'una 
conica  nell'altra.  (11  teorema  può  dedursi  col  metodo  della  proiesione 
centrale  dal  n.^'  296.  Direttamente,  si  dimostra  conducendo  da  un  punto 
della  retta  nominata,  u,  ohe  sia  estemo  alle  due  coniche,  le  tangenti  a 
queste,  e  costruendo  una  omologia  di  asse  u,  in  cui  i  punti  di  contatto 
sull'una  conica  corrispondano  ai  punti  di  contatto  sull'altra...). 

10)  Si  enunci  e  si  dimostri  il  teorema  duale. 

11)  Valendosi  di  questo,  si  risolva  nuovamente  il  problema  del 
n.^  260,  es.  34,  ()  :  «  determinare  le  intersezioni  di  due  coniche,  cono- 
scendo due  tangenti  comuni  ad  esse». 

12)  Dati  due  cerchi  K,  K  non  concentrici,  esistono  quattro  omo- 
logie che  mutano  K  in  K'\  di  queste,  due  sono  omotetie  ed  hanno  come 
centri  i  centri  di  similitudine  dei  due  cerchi  (n.^  209,  es.  19)  )  ;  le  altre 
due,  non  omotetiche,  hanno  ancora  quegli  stessi  -centri,  ma  come  asse 
hanno  l'asse  radicale  dei  due  cerchi  (n.^  57).  Segue  ohe,  se  una  trasver- 
sale condotta  ad  arbitrio  per  un  centro  di  similitudine  sega  K  in  A^B 
e  £^  in  A\  R,  allora  le  tangenti  in  A,B  Sk  K  saranno  parallele,  in  or- 
dine  conveniente,  ad  es.  nell'ordine  scritto,  alle  tangenti  in  A^R  tk  K\ 
mentre  le  due  prime  tangenti  segheranno  rispettivamente  lo  tangenti 
in  B',  A'  al  secondo  cerchio  K'  in  punti  dell'asse  radicale  ;  io  breve,  le 
quattro  tangenti  formano  un  parallelogramma,  una  cui  diagonale  sta 
sull'asse  radicale.  E  se  da  un  punto  dell'asse  radicala  si  conducono  le 
tangenti  ai  due  cerchi,  i  quattro  punti  di  contatto  formano  un  qua- 
drangolo completo,  il  cui  triangolo  diagonale  ha  due  vertici  nei  centri 
di  similitudine  ed  il  terzo  vertice  sull'asse  radicale,  nel  punto  coniugato 
armonico  del  primitivo  rispetto  alle  interseziozu  dei  due  cerchi. 
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II.  —  18)  Una  ooUineasiozie  tra  due  piani  BovrappoBti,  la  quale 
muti  noa  conica  in  sé  stessa,  determina  una  proiettività  (n.^  260)  fra 
due  serie  di  punti  (o  tai^genti)  della  ooniea.  E  ▼iceversa,  ogni  proiet- 
tiyità  siffatta  determina  una  oollineasione  ohe  tra8f<»ma  la  ooniea  in 
sé.  I  due  punti  uniti  (reali  o  immaginari)  della  proiettività,  e  la  inter- 
sesione  (sempre  reale)  delle  tangenti  in  quelli,  sono  punti  uniti  della 
coUineadone,  ohe,  in  generale,  non  ha  altri  punti  uniti  ;  Tasse  di  proiet- 
tività  e  quelle  tangenti  sono  rette  unite. 

14)  Se  la  coUineasione  suddetta  possiede  altri  elementi  uniti,  essa 
è  una  omologia,  e  precisamente  una  omologia  armonica  (n.®  209,  es.  7)  ), 
il  cui  oentro  ed  il  cui  asse  sono  mutuamente  polari  rispetto  alla  ooniea. 
La  proiettività  determinata  da  quella  oollineasione  sulla  conica  è  in 
tal  caso  uxia  involusione;  e  viceversa.  Esistono  dunque  infinite  omologie 
annoniche  trasformanti  uxia  cornea  in  sé  stessa. 

15)  Esistono  infinite  affinità,  che  trasformano  in  sé  stessa  una  co- 
nica a  centro  ;  esse  o  lasciano  fissi  i  punti  all'infinito  della  curva  (af- 
finità dirette),  o  li  scambiano  tra  loro  (affinità  mverseh  Ogni  affinità 
diretta  determina  sulla  curva  una  proiettività  avente  come  asse  la  retta 
all'infinito;  ogni  affinità  inversa  determijxa  una  involusione  avente  come 
asse  un  diametro  e  come  polo  un  punto  improprio  ;  le  affinità  inverse 
sono  dunque  le  simmetrìe  oblique  determinate  dai  singoli  diametri,  e 
trasformanti  la  conica  in  sé  stessa*  Fissati  ad  arbitrio  sulla  conica  due 
punti  Af  A\  esistono  due  affinità,  una  diretta  e  l'altra  inversa,  ohe  mu- 
tano A  in  A\  e  trasformano  la  curva  in  so  stessa. 

16)  Il  prodotto  di  due  affinità  inverse  trasformanti  una  conica  in 
sé,  è  una  affinità  diretta  godente  la  stessa  proprietà;  e  viceversa,  ognuna 
di  queste  affinità  dirette  può  riguardarsi  oome  prodotto  di  due  di  quelle 
affinità  inverse,  delle  quali  anri  una  può  scegliersi  ad  arbitrio. 

17)  Ogni  affinità  trasformante  una  conica  a  centro  in  so,  è  egrui- 
«olente  (n.^  201);  essa  lascia  inalterati  o  inverte  i  segni  delle  aree,  se- 
condo che  è  diretta  od  inversa  (d'accordo  ooUa  locuaione  introdotta 
nell'ee.  29)  del  n.<>  209).  Da  questo  teorema  sarebbe  facile  ricavar  nuo- 
vamente il  secondo  teorema  di  Apollonio  (n.<>  281). 

18)  Detto  BtqmM^  (A  B)  l'area  compresa  fra  la  corda  Jl  £  di  una 
curva  e  l'arco  (minimo)  di  curva  che  ne  congiunge  gli  estremi,  si  di- 
mostri (es.  15),  17)  )  che  due  segmenti  (^B),  {A'  B^,  di  una  stessa  ellisse 
od  iperbole,  sono  (direttamente)  equivalenti,  se  le  rette  Alff^A'B  rie- 
scono parallele:  ed  allora  sono  pure  equivalenti  i  settori  AOB^A'OB* 
limitati  dai  semidiametri  che  congiungono  il  centro  0  agli  estremi  degli 
archi  A  B,  A'  B\ 

19)  Nella  ipotesi  deU'es.  precedente,  posto  che  si  tratti  di  una 
il>erbole,  si  conducano  da  A^B,  A',  B'  le  parallele  ad  un  asintoto,  fino 
ad  incontrare  in  A^,  Bo,  Jl%,  B',  l'altro  asintoto  ;  si  dimostri  che  sono 
uguali  le  due  aree  trapezoidali  AA^^,  A'A'^JB\  limitate  daaouna 
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da  tre  lati  letdlinei  e  da  un  arco  AB,  o,  rispettiyamente,  A'  W.  Si  può 
anche  dire  che  le  due  aree  nominate  sono  equivalenti  se  sussiste  la 
proponione  AA^i  BB^xm  A' A\:  B'B'^,  Segue  ohe,  se  in  una  iperbole 
riferita  agli  asintoti  si  oonsidera  una  serie  di  punti  le  cui  ordinate  for- 
mino una  progressione  geometrica,  le  aree  trapesoidali  racchiuse  tra  le 
coppie  di  ordinate  successive  sono  tutte  uguali. 

20)  Esistono  infinite  affinità»  che  trasformano  una  parabola  in  sé 
stessa»  e  per  fissarne  una  si  possono  dare  sulla  curva,  ad  arbitrio,  due 
coppie  di  punti  corrispondenti.  Segue  che  in  una  parabola  passa  un 
rapporto  costante  ìc  fra  Tarea  di  un  segmento  (^B),  e  l'area  del  trian- 
golo PA  B  formato  dalla  corda  A  B  coUe  tangenti  in  ^  e  B.  Per  cal- 
colare k  si  consideri  quel  punto  0  della  parabola  (situato  sul  diametro 
uacente  da  P),  la  cui  tangente  B08  ò  parallela  ad  AB,  Confrontando 
i  segmenti  {AO)f  (OB)  coi  corrispondenti  triangoli  BAO^  80B^  si  ottiene 

2 

facilmente  una  reiasione  fra  aree  triangolari,  da  cui  si  ricava  h  =  -x-. 

3 

Dunque  :  f  l'area  di  un  segmento  parabolico  è  uguale  ai  due  tersi  del- 
l'area del  triangolo  racchiuso  daUa  corda  limitante  il  segmento  e  dalle 
tangenti  negli  estremi  di  essa  >  (Asghimbde).  Quell'area  vale  precisa- 


mentcTT-  «  dove  8  è  la  differenia  fra  le  ordinate  (rispetto  all'asse)  degli 

estremi  della  corda;  essa  dipende  quindi  soltanto  dalla  detta  differensa. 

21)  L'area  del  settore  compreso  fra  l'asse  di  una  parabola,  il  raggio 
focale  di  un  punto  P  e  la  curva,  ò  uguale  ad  un  terso  dell'area  del 
trapesio  formato  daU'asse,  dal  diametro  passante  per  P,  dal  raggio  fo- 
cale nominato  e  dalla  direttrice. 

22)  Fra  le  (oo  ')  affinità  che  mutano  una  parabola  in  so  stessa,  ve 
ne  sono  infinite  (oo  *)  che  lasciano  inalterati  i  valori  delle  aree.  Queste 
affinità  equivalenti  si  dividono  in  due  famiglie:  affinità  direUe,  che  su- 
bordinano sulla  parabola  proiettività  paraboliche  aventi  l'unico  punto 
unito  all'infinito,  e  afftnUà  inverse,  che  sono  simmetrie  oblique  rispetto 
ai  singoli  diametri  della  parabola  ;  (ofr.  es.  16)  ). 

III.  —  23)  Data  una  conica  a  centro,  esistono  infinite  coniche 
omotetiche  e  concentriche  con  quella  ;  esse  appartengono  ad  un  fascio- 
schiera  (n.^  260,  Oss.)  di  coniche  bitangenti  nei  punti  all'infinito  0). 
Supposta  nota  l'equarione  normale  della  prima  conica,  come  si  scrivono 
le  equasioni  delle  coniche  omotetiche  e  concentriche  ? 

24)  Un  fascio-schiera,  che  ha  proprietà  analoghe,  è  pure  costituito 
dalle  parabole  aventi  un  contatto  quadripunto  (n.^  266)  nel  loro  punto 
comune  all'infinito.  Queste  parabole  hanno  lo  stesso  asse,  e  sono  uguali 


0)  So  la  OQoloa  primUlTa  è  una  Iperbole  («y  s  h).  Il  fMolo-aohlen  oonttone,  <Atn  Alto 
IpwNili  omoletlfihe  con  quella  («y  ■■  h',  dove  f  è  un  niui'ero  arbllmilo  ohe  ha  11  msuo  di  ki, 
una  aeoonda  famiglia  di  Iperboli  {9^  m  —f)  omotetiohe  tra  loro,  ma  non  ooUe  pieoedenti;  le 
tporboll  déDe  due  faulglie  moo,  per  dir  coil,  leparate  dagli  aatntott  Varie  pioptietà  oonUnnte 
ne^  ee.  2S)  e  eegnentl  bI  estendono  anche  alle  corvè  di  questa  seconda  fasà^a. 
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tra  loro;  due  di  esse,  prete  ad  arbitrio,  possono  sovrapporm  mediante 
una  traslasione  parallela  all'asse  comune. 

2ff)  Una  trasversale  qualsiasi  interoetta,  entro  le  coniche  degli 
ea.  28)  e  24),  corde  aventi  lo  stesso  punto  medio;  in  altre  parole:  se  una 
retta  sega  una  di  quelle  coniche  in  M,  M\  e  una  seconda  conica  in 
N,  N\  ai  ha  MN  »  —  M' N'i  e  se  la  retta  tocca  la  seconda  conica,  il 
punto  di  contatto  è  medio  per  la  corda  MM\ 

26)  I  poli  di  una  retta,  rispetto  alle  infinite  conidbie  degli  es.  23) 
e  24),  stanno  sopra  una  retta,  che  è  il  diametro  coniugato  colla  dire- 
sione  della  retta  primitiva  rispetto  a  ciascuna  di  quelle  curve  (n.^  260, 
es.  45)  ).  Che  cosa  formano  le  polari  di  un  punto  rispetto  alle  coniche 
stessei 

27)  Ogni  affinità  che  trasformi  una  conica  a  centro  in  sé  stessa, 
trasforma  pure  in  sé  ogni  conica  omotetica  e  concentrica  con  quella; 
(si  confrontino  infatti  i  diametri  sovrapposti  delle  due  conidbie  ;  oppure 
analiticamente).  Segue  che  Tarea  del  segmento  compreso  fra  una  conica  K 
ed  una  tangente  ad  una  seconda  conica  JC%  omotetica,  concentrica  ed 
intema  alla  prima,  non  varia  al  variare  della  tangente.  Le  stesse  pro- 
prietà sussistono  per  le  parabole  aventi  un  contatto  quadripunto  all'in- 
finito, purché  dopo  la  parola  affkiUà  si  aggiunga  eguivcUenie  (es.  22)  ). 

28)  Date  due  coniche  omotetiche  e  concentriche  K,  K'  (o  due  pa- 
rabole aventi  un  contatto  quadripunto  all'infinito),  di  cui  una,  ad  es. 
la  prima,  contenga  nel  suo  intemo  la  seconda,  e  scelto  su  JT  un  punto  Pj 
qualsiasi,  si  conduca  da  P,  una  tangente  a  K\  la  quale  incontri  nuo- 
vamente K  in  Pi;  poi  da  P^  si  conduca  la  ulteriore  tangente  P,  P,  a  E! 
e  cosi  si  prosegua.  Si  otterrà  una  speizata  V^T^'B^...  iscritta  in  IT  e 
circoscrìtta  a  JT'.  Vale  ora  la  proprietà,  che  la  tangente  a  jET  in  un  ver- 
tice Pt  della  spezzata  è  parallela  alla  retta  P<  _  i  Pi  +  i  congìungente 
i  due  vertici  contigui,  ed  anche  alle  rette  P{  _  g  P{  +  « ,  ecc. 

29)  Nella  ipotesi  ohe  K  ^  K'  siano  ellissi,  può  accadere  (in  rela- 
zione a  valori  particolari  del  rapporto  di  omotetia)  ohe  la  spezzata  si 
chiuda,  venendo  ad  es.  a  coincidere  il  vertice  Vn  col  punto  di  par- 
tenza P,.  In  tal  caso,  comunque  si  scelga  il  punto  P^  su  JT^,  la  spezzata 
n.latera  avente  ivi  Torigine  si  chiude,  ed  esistono  infiniti  n.goni  sem- 
plici isoritti  nella  conica  K  e  circoscrìtti  alla  conica  K'  (cfr.  n.^  246, 
es.  29)  ).  f  Tutti  questi  n.goni  hanno  la  stessa  area  »;  e,  supposto  che 
si  tratti  di  n.goni  convessi,  si  dimostra  che  quell'area  è  massima  fra 
le  aree  degli  n.goni  iscrìtti  in  JT,  e  minima  fra  le  aree  degli  n.goni  cir- 
coscrìtti a  K.  I  detti  n.goni  hanno  tutti  come  barìcentro  il  centro  deUe 
ellissi  £,  K'\  (per  n  =  3  si  rìducono  a  quei  trìangoli  considerati  nell'eser- 
cizio 11)  del  n.o  267). 

30)  Le  ultimi  proposizioni  possono  facilmente  dedursi  dalla  se- 
guente: una  affinità,  che  trasformi  una  ellisse  £  in  un  cerohio  K^,  tra- 
sforma le  ellissi  omotetiche  e  concentriche  a  JET  in  cerchi  concentrici 
a  iSC«;  e  muta  quindi  i  poligoni  suddetti  in  poligoni  regolari  iscrìtti  in  ì^q. 


PAETE  QUINTA. 

Superficie  di  secondo  ordine. 

Capitolo  I. 

Polarità  definita  dalla  superficie. 

297.  Definizione  ed  esempi  di  quadrlciie.  —  Una  superficie 
del  secondo  ordine,  o,  come  diremo  brevemente,  nna  quadrica^ 
è  il  luogo  dei  punti  (reali  o  immaginari)  dello  spazio  soddi- 
sfacenti, colle  loro  coordinate  cartesiane  x,  y,  z,  ad  una  equa- 
zione di  secondo  grado  a  tre  variabili.  Una  equazione  siffatta 
può  contenere  sei  termini  di  secondo  grado  {x^^  y%  z^,  xy,  xzj 
yz)j  tre  termini  di  primo  grado  {x^  y,  z)j  e  un  termine  noto  ; 
essa  avrà  la  forma 

(1)        (hio^  +  a.2^y^  +  a^^s^  +  2aifixy  +  2ai8a:«  +  2a2^z 

+  2014»  +  2a24lf  +  2a84«  +  «44  «  0, 

dove  le  a  sono  coefficienti  costanti,  che  supporremo  reali, 
quando  non  si  dica  il  contrario;  alcuni  possono  anche  esser 
nulli. 

Spesso  conviene  adoperare  la  equazione  della  superficie  in 
coordinate  omogenee  Xy  y,  z,  ^  col  solito  procedimento  {nP  138) 
applicato  alla  (1),  si  ottiene  questa  equazione  sotto  la  forma 

(1')         anxt^  +  a^y^  +  a^  +  a^l^  +  2ai^»y  +  2a\^tz 

+  2ai4ix^  +  2028^2;  +  2024^^  +  20942^  =  0; 

ponendo  in  questa  f  =  1,  si  riproduce  la  (1)  (^). 

La  equazione  generale  (1)  delle  quadriche  non  si  presta 
allo  studio  della  forma  di  siffatte  superficie,  studio  che  verrà 
fatto  in  seguito,  partendo  da  equazioni  contenenti  un  minor 


C)  £  bene  notare,  sebbene  non  occorra  per  il  seguito,  che  la  (1) 
o  (1^)  rappresentano  una  quadrìca,  anche  se  le  yarìabili  si  riguardano 
come  coordinate  proiettive  non  omogenee,  od  omogenee. 
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nnmero  di  tennini.  È  bene  però,  nei  paragrafi  segaenti, 
rirsi  ad  alcuni  tipi  di  qoadriche  facilmente  costruibili,  per 
potervi  applicare  i  risnltati  a  coi  giungeremo.  Tali  tipi  sono 
la  sfera  (n.^  108),  Tellissoide  rotondo,  i  due  iperboloidi  ro- 
tondi«  il  paraboloide  rotondo  (n.^"  113).  Appartengono  pure 
alla  famiglia  delle  quadriche  i  eani  e  i  eiUndri  di  «eoemdo 
ardine^  proiettanti  una  conica  da  un  punto,  proprio  od  im- 
proprio, estemo  al  piano  della  curva  (come  si  verifica  scri- 
vendo le  relative  equazioni);  in  particolare,  il  cono  ed  il 
cilindro  rotondo  della  geometria  elementare.  Ed  una  quadrica 
particolare  è  la  coppia  di  piani,  rappresentata  dall'equasione 
che  si  ottiene  moltiplicando  tra  di  loro,  membro  a  membro, 
le  equazioni  dei  due  piani,  ridotte  ad  aver  0  nel  secondo 
membro. 

D'altra  parte,  va  notato  che  una  quadrica  può  non  avere 
alcun  punto  reale  (ad  ea.  x^  +  f^  +  z^  ^  —  1),  od  averne 
uno  solo  (ad  es.  a?*  +  y*  +  «*  =  0). 

Ai  gred  erano  note  (soltanto  le  qoadriohe  rotonde,  eechiao  Tiper- 
bobide  ad  una  falda,  ohe  fa  considerato  da  Wbbn  (1699).  Lo  atndio 
delle  qnadriohe,  partendo  dall'equasione  generale,  fa  inaagorato  da  £u- 
UBBo  (1748),  e  condotto  a  fine  da  Monqs  e  dalla  ina  loaola  (1801),  eoi 
■on  dovati  i  nomi  ora  adottati  dalle  varie  specie  di  qoadiiohe. 

298.  Numero  dei  punti  che  Individuane  una  quadrica.  — 

Poiché  Pequazione  (1)  di  una  quadrica  contiene  dieei  coeffi- 
cienti, e  quindi  dipende  da  nave  costanti  (i  rapporti  di  nove 
tra  i  coefficienti  al  rimanente),  si  condudei  imitando  il  ra- 
gionamento fatto  per  le  coniche  al  n.*'  228,  che  per  nave  pìinii 
détto  spazia  pMsa  sempre  una  quadrica  ed  in  generale  una  scìa. 
Per  nove  punti  passano  più  di  una,  e  quindi  infinite  qua- 
driche, quando  i  punti  stessi  occupano  tali  posizioni  parti- 
colari, che  tutte  le  quadriche  passanti  per  alcuni  di  essi 
Tengano,  in  conseguenza,  a  passare  per  i  rimanenti.  Oiò  ac- 
cade, se  i  nove  punti  sono  scelti  sopra  la  curva  di  intersezione 
dì  due  quadriche  /(a?,  y,  z)  »  0,  (p{Xy  y,  z)  »  0,  giacché  allora 
per  quei  punti  passano  le  due  quadriche  nominate,  ed  anzi, 
come  poi  si  vedrà,  ognuna  delle  infinite  quadriche  rappre- 
sentate dall'equazione  /  +  A(^  »  0,  al  variare  del  parametro  a. 
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Ma  8Q  questi  oasi  di  indetennìnazione  non  possiamo  qui 
trattenerci. 

299.  Interseiionl  con  una  retta.  —  Le  intersezioni  della 
qnadrica  (1)  (n.°  297)  colla  retta  ic  =  fe  +  p,  !/==w»4-g  si 
determinano  sostittlendo  nella  (1),  al  posto  di  Xy  y^  le  loro 
espressioni  in  funzione  dì  z^  risolvendo  la  equazione  risultante 
dì  secondo  grado  io  z,  e  sostituendone  successivamente  le 
radici  z^,  z^  nelle  espressioni  di  x  e  di  y.  Si  ottengono  cosi, 
in  generale,  d^e  punti. 

Per  fare  una  discussione  minuziosa  del  problema,  con- 
viene adoperare,  come  retta  secante,  uno  degli  assi  coordinati, 
ad  es.  Passe  a?  (y  =  0,  2;  »  0)  ;  ipotesi  questa  cui  ci  si  può 
sempre  ridurre,  operando,  ove  occorra,  una  trasformazione 
di  coordinate. 

Posto  y  =  «  =  0  nella  (1),  questa  diviene 

(2)  anoi?^  +  2(ii4pD  +  «44  ==^  0  ; 

di  qua  si  ricavano  le  ascisse  o^i,  x^  delle  due  intersezioni  della 
quadrica  coll'asse  x.  Ora,  sulla  (2),  si  possono  ripetere  le 
osservazioni  fatte  trattando  la  questione  analoga  relativa 
alle  coniche  (n.°  229).  Basterà  dunque  enunciare  il  risultato: 

Tina  retta  sega  una  quadrica  in  due  purUi  (propri  od  im- 
propri) y  che  possono  essere  reali  e  distinti,  reali  e  eoinoidentiy 
o  immaginari  coniugati;  a  meno  che  la  reità  non  abbia  piii  di 
due  punti  in  comune  cótta  superfieicj  nel  guai  caso  PuMa  la 
reità  giace  suUa  superficie.  Va  notato,  in  quest'ultimo  caso, 
che  (al  contrario  di  ciò  che  accade  per  le  coniche)  una  qua- 
drica non  si  spezza  necessariamente,  per  il  fatto  di  contenere 
una  retta.  Ad  es.  un  cono,  superficie  non  spezzata,  contiene 
infinite  rette;  altri  esempi,  più  notevoli,  di  quadriche  con- 
tenenti rette  saranno  visti  in  seguito. 

Una  retta,  che  tagli  una  quadrica  in  due  punti  reali  e 
distinti,  dicesi  secante  ;  in  due  punti  immaginari,  dicesi  non 
secaMe  ;  in  due  punti  reali  e  coincidenti,  dicesi  ta/ngente  alla 
quadrica  nel  punto  {di  contixtto)  ove  quei  due  coincidono. 

800.  Interseilone  con  un  plano.  —  Supponiamo,  per  sem- 
plicità, che  si  tratti  di  un  piano  coordinato,  ad  esempio  del 
37 
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piano  xy{z  ^  0),  avvertendo  che  ogni  altro  piano  (proprio) 
potrebbe  aBBumersi  come  piano  xy^  pur  di  eseguire  una  con- 
veniente trasformaziane  di  coordinate  (^). 

La  curva  intersezione  della  quadrica  (1)  (n.°  297)  col 
piano  CDy  si  ottiene  ponendo  z  =  0  nella  (1)  ;  si  giunge  cosi 
all'equazione 

(3)      anix^  +  ihtìf^  +  2a^^Dy  +  2014»  +  2024^  +  «44  *=  0, 

la  quale,  nel  piano  xy  (cioè  insieme  alla  z  ^  0),  rappresenta 
una  conica  (*).  H  risultato  vale  anche  se  uno  o  più  (ma  non 
tutti  i)  coeflAcienti  della  (3)  sono  nulli;  giacché,  ad  es.,  ove 
fossero  on  «  0^2  =  ais  =  0,  ricorrendo  all'equazione  omo- 
genea (r)  della  quadrica  (n.°  297)  e  ponendovi  z  =  0,  si  tro- 
verebbe, in  luogo  della  (3),  la  equazione 

rappresentante,  nel  piano  xy,  due  rette,  tra  cui  la  retta  all'in- 
finito t  =  0. 

Se  però  tutti  i  coefficienti  della  (3)  sono  nulli,  ogni  punto 
{Xj  y,  0)  del  piano  xy  appartiene  alla  sui>erflcie.  Questa  con- 
tiene dunque  il  piano  xy^  e  si  spezza  nel  piano  stesso  ed  in 
un  secondo  piano  (distinto  o  coincidente  col  primo),  come 
prova  la  equazione  (1),  la  quale,  nelle  ipotesi  in  cui  ci  tro- 
viamo, diviene 

z{2ai^  +  2028^  +  (h^  +  2034)  ^  0, 

e  rappresenta  i  due  piani  z  »  0,  2ai^  +  •  •  •  +  2a84  —  0. 
Concludendo  : 


(^)  La  ourya  intersezione  di  una  quadrica  f{x,  y,  g)  maO  oon  un 
piano  generico  0^ax  +  hy-{-còg^k  rappresentata  diùle  due  equasioni 
scritte;  volendo  la  proiezione  della  curva  sul  piano  xy,  dal  punto  al- 
rinfinito  dell'asBe  «,  basta  {nfi  104)  eliminare  0  tra  le  due  equazioni;  si 
ottiene  cosi  l'equazione  f{x,  yfax  +  by  +  c)^0  che  è  di  secondo  grado 
in  09,  jf,  e  rappresenta,  nel  piano  xy,  uxia  conica;  donde  si  conclude  che 
anche  la  curva  obbiettiva  è  una  conica. 

(')  La  (3),  presa  a  sé,  rappresenta,  nello  spazio,  un  cilindro  (n.^  103) 
colle  generatrici  parallele  all'asse  z,  passante  per  la  conica  nominata. 
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Un  piano  sega  una  quadriea  lungo  una  conica;  a  meno 
che  tutto  il  piano  non  formi  parte  detta  quadrioa,  la  quale 
àUora  si  spezza  in  qud  piarne  ed  in  un  secondo  pia/no  (che 
può  eventualmeiite  coincidere  col  primo). 

Esclusa  Pnltìma  ipotesi,  la  curva  intersezione  di  una 
quadrica  con  un  piano  può  presentare,  sotto  l'aspetto  proiet- 
tivo, i  seguenti  tre  casi: 

1)  può  essere  una  conica  reale,  non  degenere,  nel  qual 
caso  il  piano  dicesi  secante  \ 

2)  può  essere  una  conica  completamente  immaginaria; 
il  piano  allora  dicesi  non  secante  od  esteriM  ; 

3)  può  esser  finalmente  una  conica  degenere,  cioè  una 
coppia  di  rette  (reali  e  distinte,  o  reali  e  coincidenti,  o  im- 
maginarie coniugate);  il  piano  allora,  per  ragioni  che  ora 
esporremo,  dicesi  tangente. 

Qualunque  di  questi  tre  casi  si  presenti,  è  evidente  che 
una  retta  tracciata  in  quel  piano  sega  la  quadrica  nei  punti 
stessi,  ove  la  retta  sega  la  conica  intersezione.  Segue  che  una 
retta  reale  di  xm  piano  secante  può  essere  secante,  non  se- 
cante 0  tangente,  rispetto  alla  superficie;  eie  rette  tangenti, 
situate  nel  piano,  formano  un  inviluppo  di  seconda  classe.  In 
tm  piano  estemo  ogni  retta  reale  è  non  secante,  rispetto  alla 
superficie  (^).  Esamineremo  ora  quali  particolarità  presentino 
le  rette  di  un  piano  tangente. 

SOI.  Piano  tMfente.  —  Supponiamo  dunque  che  un 
piano  it  seghi  una  quadrica  lungo  due  rette  r,  r',  che  possono 
esser  reali  e  distinte,  o  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie  co- 
niugate. In  ogni  caso  le  due  rette  hanno  (ahneno)  un  punto 
reale  P  comune.  Ogni  altra  retta  <,  condotta  per  P  nel  piano 
rt^  sega  la  conica  degenere  n^,  e  quindi  la  quadrica,  in  due 
punti  ritmiti  in  P;  la  retta  t  è  dunque   tangente  alla  qua- 


(^)  Il  lettore  segnìrà  nel  miglior  modo  queste  coixBiderazioni  im- 
maginando, ad  06.,  una  sfera  in  relazione  con  un  piano,  ohe  la  seghi 
lungo  un  cerchio,  o  che  non  la  incontri  affatto. 
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drica  in  P  (n.°  299).  Sicché  sul  piano  ir  esiste  un  fascio,  di 
centro  P,  composto  di  rette  tangenti  in  P  alla  qnadrica  (tra 

le   quali,   due,  r  ed  r',   apparten- 

\  /  gono  alla  quadrica).  Questo  fatto 

\  /  spiega  la  denominazione  di  piano 

\       /  tangente  aUa  quadrica  in  P,   che, 

\p/  ,.  '  '         secondo   il   n.°  precedente,   viene 

['.-j^' y         attribuita    al    piano    n.    Diremo 

.•••*'     /\  dunque: 

/      \  8eun  piano  sega  una  quadrica 

L  Y'  lungo  àue  rette  (reali  o  immagina- 

I  \  riè),  ogni  retta  del  piano  passante 

per  il  (o  per  ogni)   punto   comune 

àUe  due  rette  tocca  ivi  la  quadrica,  ed  il  piano  stesso  è  tan- 
gente ivi  alla  superficie. 

Il  piano  è  tangente  alla  superficie  nel  punto  P  ^  rr^,  se 
le  due  rette  sono  distinte  ;  in  ogni  punto  di  r^r',  se  le  due 
rette  coincidono. 

Viceversa,  supponiamo  che  in  un  piano  ir  esista  un  fascio 
di  centro  P,  composto  di  rette  tangenti  alla  superficie  in  P. 
Anzi  supponiamo,  giacché  basta  al  nostro  scopo,  che  almeno 
due  rette  t,  V  del  fascio  (P,  n)  tocchino  la  quadrica  in  P.  Il 
piano  n  sega  la  quadrica  lungo  una  conica,  che  ha  in  co- 
mune, tanto  con  ^,  quanto  con  f ,  due  punti  riuniti  in  P. 
Ora  una  tal  conica  deve  spezzarsi  in  due  rette  r,  r^  (reali  o 
immaginarie)  uscenti  da  P,  giacché,  in  tutti  gli  altri  casi, 
esisterebbe  una  sola  retta  tangente  alla  conica  in  P  (n.°  232). 

Dunque  il  piano  n  è  tangente  alla  quadrica  in  P,  e  con- 
tiene infinite  rette  tangenti  alla  superficie  nel  punto  stesso. 
In  conclusione: 

Il  pia/no  determinato  da  due  rette  tcmgenti  ad  una  quadrica 
in  uno  stesso  punto,  contiene  infinite  àUre  tangenti  aUa  quadrica 
in  quel  punto;  il  piano  è  ta/ngente  ivi  alla  quadrica,  e  la  sega 
Iwngo  due  rette  (reali  o  immaginarie)  uscenti  da  quel  punto. 

Osservazione.  —  La  definizione  data  di  piano  tangente,  in  virtù 
dei  due  teoremi  precedenti,  equivale  a  questa  :  a  dicesi  tangente  ad  una 
quadrica  in  un  punto,  un  piano  contenente  intuite  rette  ivi  tangenti 
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alla  Bnperfioie».  Ora  quella  definizione  ha  bisogno  di  qualche  avver- 
tenza» quando  si  voglia  metterla  d'accordo  col  concetto  di  piano  tan- 
gente Buggerito  dairintuizione.  Infatti  noi  siamo  abituati  a  considerare 
6ui»erfìcie  (come  la  sfera),  che  appariscono  dovunque  oonvesee  ad  un 
osservatore  situato  esternamente  ;  per  tali  suj^erfìcie  un  piano  tangente» 
secondo  il  concetto  intuitivo»  ha  un  solo  punto  in  comune  colla  super- 
ficie e  lascia  tutta  la  superficie  da  una  stessa  banda.  Questo  fatto  sì 
presenta  appunto  nelle  quadriche  dovunque  convesse»  coll'awertenza 
ohe  una  tal  quadrìca  ha  in  comune  con  un  piano  tangente  un  $olo 
punto  reale^  che  è  il  punto  di  contatto»  ed  inoltre  vnpmiU  punU  immagi- 
noH,  situati  su  due  rette  uscenti  dal  detto  punto.  Si  consideTi»  ad  esempio» 
una  sfera  posata  sul  piano  xy,  in  modo  da  toccarlo  nell'origine  ;  il  centro 
della  sfera  starà  sull'asse  g  (nella  ipotesi  di  assi  ortogonali)  ;  se  è»  ad 
es.»  il  punto  (0,  0»  1)»  la  sfera  ha  l'equazione  x*  +  y"  +  «*  —  20  »  0»  e 
sega  il  piano  xy  nella  conica  a^  +  y'  ^  0,  cioè  nelle  due  rette  imma- 
ginarie xdtiy  Tsz  0  uscenti  dal  punto  di  contatto  O;  la  sfera  tocca  poi 
evidentemente  ogni  altra  retta  del  piano  xy  uscente  da  O. 

Consideriamo  ora  un  secondo  caso.  Si  tratti  di  un  cono»  o  di  un 
ciUndro»  posato  sopra  un  piano  che  ne  contenga  una  generatrice;  sia» 
ad  es.»  il  cilindro  circolare  retto  y^  -}- 1^  —  2^  »  0,  che  ha  per  base»  sul 
piano  ye,  il  cerchio  di  centro  (0»  0»  1)  e  di  raggio  1.  Questo  cilindro 
sega  il  piano  xy  lungo  la  conica 
y^  =z  0»  che  si  riduce  all'asse  x  con- 
tato due  volte.  Il  cilindro  tocca 
dunque  il  piano  xy  in  ogni  punto 
dell'asse  x,  secondo  la  nostra  dici- 
tura» ed  anche  secondo  il  lin- 
guaggio ordinario;  ogni  altra  retta  t 
del  piano  xy  tocca  il  cilindro  in  un 
punto  dell'asse  x. 

Meno  facile  a  concepirsi  è  il 
terzo  caso»  che  si  presenta  per  le 
quadriche  eanveeso-coneavef  le  quali 

hanno  in  ogni  loro  punto  la  forma  di  una  sella.  Tali  sono,  ad  es.»  l'i- 
perboloide rotondo  ad  una  falda  (n.^  113)»  generato  da  una  iperbole 
rotante  intomo  all'asse  non  trasverso,  od  il  paraboloide  iperbolico 
»*  —  y"  =  «,  di  cui  parleremo  in  seguito.  Consideriamo»  ad  es.  que- 
st'ultima superfìcie.  Essa  è  segata  dal  piano  a^  lungo  la  conica 
0^  -.  2^'  =  0,  composta  delle  due  rette  reiJi  x  dt  y  ^  0  uscenti  dalla 
orìgine.  Il  piano  xy  tocca  dunque  la  superficie,  secondo  la  defini- 
zione da  noi  data  ;  ed  effettivamente  una  retta  generica  del  piano  xy 
uscente  da  O,  retta  di  equazioni  y  =  kx,  e  :=s  0,  tocca  la  superficie 
in  O,  come  subito  si  verifica.  In  realtà»  il  piano  xy  spezza  la  super- 
ficie in  due  parti»  di  cui  una  {x  >  y,z^  0)  sta  al  disopra  del  piano  xy. 
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Taltra  {x  <  y.  f  <  0)  sta  al  disotto.  Per  questa  superficie   adunque 

il  linguaggio    geome- 
'  trioo  ò  in  disaoeordo 

col  linguaggio  ordi- 
nario, il  quale  non  di- 
stingue i  piani  secanti 
la  superficie  lungo  due 
rette  reali  (piani  tofi- 
gewUt  secondo  i  geo- 
metri) dagli  altri  piani 
secanti  la  superficie 
lungo  coniche  non 
degeneri  (piani  se- 
cane) (*). 

302.    Per    oo- 

straire  il  piano  ? 
tangente  ad  una 
quadrica  in  nn  pun- 
to dato  P,  basta  conoscere,  secondo  Pnltimo  teorema  del 
n.^  precedente,  due  rette  f,  t'  tangenti  alla  quadrica  in  P. 
Queste  si  ottengono  segando  la  quadrica  con  due  piani  arbi- 
trari passanti  i>er  P,  e  conducendo  le  tangenti  ty  V  in  P 
alle  coniche  sezioni;  sarà  poi  n  =  tf  il  piano  tangente 
richiesto. 

La  costruzione  di  ^,  a  dir  vero,  non  esclude  che  pos- 
sano esistere  altri  piani  tangenti  alla  quadrica  in  P,  oltre  ir. 
Oiò  accadrebbe,  se  fuori  del  fascio  (P,  w)  esistesse  almeno 
una  ulteriore  retta  u  tangente  alla  quadrica  in  P.  Ma  allora 
ogni  fascio  determinato  dalla  u  con  una  retta  generica  del 
fascio  (P,  n)  conterrebbe  due,  e  quindi  (n.°  301)  infinite  rette 
tangenti  alla  quadrica  in  P  ;  ogni  retta  della  stella  P  sarebbe 
ivi  tangente  alla  quadrica,  o  vi  apparterrebbe;  ogni  piano 
I>er  P  toccherebbe  ivi  la  quadrica,  e  la  segherebbe  (n.^  301) 
lungo  due  rette  (reali  o  immaginarie)  uscenti  da  P.  La  qua- 
drica risulterebbe  dunque  costituita  da  infinite  rette  uscenti 


(t)  PiftDl  Ungenti  ad  una  saperflde  oMiMfM-ooiiaiw  furono  considerati  da  Buuno  (ITW) 
e  1CXV8IRB  (1776).  n  teocemai  aeoondo  eoi  on  piano  tangente  ad  una  qnadrioa  ilAitta  «fi  la 
Buperileto  lungo  dne  tette  reali,  è  doynto  a  Dunv  (1818). 
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da  Py  sarebbe  un  cono  ài  secondo  ordine  di  vertice  P,  for- 
mato dalle  rette  proiettanti  da  P  una  conica  (reale,  o  im- 
maginaria, o  spezzata  in  rette).  Siamo  quindi  autorizzati  a 
concludere: 

Una  quadrica  Aa,  in  ogni  suo  punto^  un  unico  piano 
tangente^  U  quaie  contiene  tutte  le  rette  tangenti  in  quél  punto 
alla  superficie;  fa  eccezione  sólo  il  caso  che  la  quadrica  sia 
un  cono,  ed  il  punto  ne  sia  il  vertice.  In  realtà,  ogni  piano 
condotto  per  il  vertice  7  di  un  cono,  segando  la  superficie 
in  due  rette  uscenti  da  7,  va  considerato,  secondo  la  no- 
stra definizione,  come  piano  tangente  al  cono  nel  vertice; 
badiamo  però  che,  d'ordinario,  sì  dice  ta/ngente  ad  un  cono 
un  piano  che  passi  per  il  vertice,  ed  abbia  in  comune  col 
cono  due  generatrici  coineidenU  (piano  proiettante  dal  ver- 
tice una  retta  tangente  ad  una  conica  sezione).  Un  siffatto 
piano  tocca  il  cono  in  ogni  punto  della  generatrice,  colla 
quale  le  due  coincidono. 

SOS.  I  risultati  precedenti  ci  dimostrano  la  presenza  di 
rette  reali,  od  immaginarie,  sopra  una  quadrica.  Studieremo 
in  un  successivo  capitolo  la  distribuzione  di  queste  rette. 
Per  ora  limitiamoci  a  notare  che  ogni  piano,  condotto  per 
una  retta  di  una  quadrica,  sega  la  quadrica  lungo  una  seconda 
retta  {che  può  anche  coinoidere  cotta  prima),  e  tocca  la  super- 
fide  nel  punto  {od  in  ogni  punto)  comune  alle  due  rette.  In- 
fatti la  intersezione  della  quadrica  con  quel  piano  deve  es- 
sere una  conica  (n.''  300),  della  quale  forma  parte  la  prima 
retta;  la  conica  quindi  si  spezza  in  questa  retta  ed  in  una 
seconda  retta,  ed  il  piano  riesce  tangente. 

n  teorema  è  sopratutto  interessante  nel  caso  che  la 
prima  retta  ed  il  piano  siano  reali;  giacché  allora  è  reale 
anche  la  seconda  retta  (componente  coUa  prima  una  conica, 
la  cui  equazione  ha  coefficienti  reali). 

304.  Iiiteneiioni  di  una  quadrica  colla  retta  conglungente 
due  punti.  —  Abbandoniamo,  per  il  momento,  le  considera- 
zioni sintetiche  precedenti,  che  verranno  riprese  in  seguito, 
e  cerchiamo  di  confermare,  per  via  analitica,  alcimi  dei  ri- 
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saltati  ottenuti.  Oi  varremo  di  un  metodo^  già  adoperato 
nella  teoria  delle  coniche  (n.°  231  e  seg.),  il  quale  ci  fornirà 
molte  altre  proprietà  notevoli. 

Partiamo  dall'equazione  di  una  quadrica  in  coordinate 
omogenee  : 

(1)  f{Zj  y,  Zy  t)  =  aiisfi  +  .  .  .  +  a44<«  +  2ai2xy 

e  conveniamo  subito  di  porre  a^  ^  a^  (hj  &  =  1,  2,  3,  4), 
ogniqualvolta  la  simmetria  lo  consigli.  Siano  poi  P{Xj  y,  Zy  i), 
P'(a?',  y',  «',  V)  due  punti  dello  spazio.  Oerchiamo  le  interse- 
zioni della  retta  PP'  colla  quadrica  (1).  Notiamo,  a  tal  fine, 
che  ogni  punto  Q  della  retta  PP'  ha  coordinate  del  tipo 
(n.°  139,  a)  ) 

QiJcx  +  a/,  .  .  . ,  tt  +  f  ), 

e  che  il  punto  appartiene  alla  quadrica  se  queste  coordi- 
nate soddisfano  la  equazione  (1).  Sostituendo  nella  (1)  le 
coordinate  di  Q,  sviluppando  ed  ordinando  rispetto  a  i,  ot- 
teniamo l'equazione 

(2)  k^  f  {X,  y, z,  t)  +  2kf  (5 J;^5,t')  +  ^"^^  ^'  "^^  *'^  =  ^• 

In  questa  il  coefficiente  di  k^  e  il  termine  noto  sono  i  valori 
assunti  dal  polinomio  (1)  in  relazione  alle  coordinate  di  P 
e  P%  mentre  il  coefficiente  di  2k  può  scriversi  per  disteso 
sotto  una  delle  forme  seguenti  (cfr.  n.°  231)  : 

f\J  •/ v'  À  =      ^n^  +  -  +  ^^'  +  «laCaJy'  +  afy) 
^""^y^^^^J  ^  +  ...  +  au{zt^  +  z't) 

=      (a„a?  4-  ai2y  +  ai^  +  a\d)^ 

(3)    {  +    («21^    +   «22y    +   «28«   +    <hiW 

+  ((Jki^  +  dAsiy  4-  *432J  4-  aiJt)if 

=       (aiia/4-...4-aj/)a:4-(a2iaj'4-...4-a240y 
4-  {a^iX'  +  ...+a^^V)Z'{-{aiix'+,..+auf)i' 

Sul  polinomio  stesso  si  osserverà: 
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1)  che  esso  è  bilineare  e  simmetrico,  rispetto  ai  due 
gruppi  di  valori  (a:,  y,  z,  t),  («',  y%  «',  f)  ; 

2)  che,  ordinato  ad  es.  secondo  x^,  y\  z\  f^  ì  coeffi- 
cienti risi>ettiyi  sono  le  semiderivate  parziali  di  fi^yj/^z^t) 
rispetto  ad  x^y^z^t] 

3)  che,  posto  z^  =  x^y'  =^  y^z'  ^  z^if  ^  %  il  polino- 
mio (3)  si  riduce  al  polinomio  (1). 

La  (2)  è  una  equazione  quadratica  in  h.  Se  X;j,  ibs  sono 
le  radici,  le  intersezioni  Qi,  Q^  della  quadrica  colla  retta  PP' 
hanno  le  coordinate 

Qi(hx  +  a?',  .    .   •  ,  iit  +  f  ), 
^2(^2^  +  a?',  .   -   -  ,  fe*  +  *'). 

Le  intersezioni  sono  due  come  sapevamo.  Si  ha  inde- 
terminazione, vale  a  dire  la  retta  PP'  appartiene  alla  qua- 
drica, quando  coesistono  le  relazioni 

/(rr,  y,  z,  t)  =  0,      /(j^  JJ',^  J  J,)  =  0,     /(a^,  y',  «',  <')  =  0, 

di  cui  la  prima  e  terza  esprimono  che  i  punti  P  e  P'  stanno, 
come  è  naturale,  sulla  superficie. 

305.  Equailone  del  piano  tangente.  —  Se  il  punto  P'  sta 
sulla  quadrica,  nella  (2)  manca  il  termine  noto  fix',  y%  z'^  f  ); 
una  delle  radici,  ad  es.  &i,  si  annulla,  ed  il  punto  Q^  coincide 
con  P'.  La  seconda  intersezione  Q^  della  retta  PP'  colla  qua- 
drica viene  essa  pure  a  coincidere  con  P',  cioè  la  retta  P'P 
riesce  tangente  alla  quadrica  in  P,  quando  risulti  anche  ik2  =  0, 
quando  dunque,  nella  (2),  si  annulli  inoltre  il  coefficiente  di  2Jk: 

ossia 

(40       (aua/  -I-  ...)x  -V  {(hxx'  +  . .  .)y  +  («si»'  +  . . .)« 

+  (atìx'  +  . .  .)^  ==  0. 

La  (4),  o  (4'),  è  dunque  la  condizione,  cui  devono  sod- 
disfare le  coordinate  (a;,  y,  ^,  %)  del  punto  P,  affinchè  esso 
stia  sopra  una  tangente  alla  quadrica  nel  punto  assegnato 
-P'(^'>  y\  ^1  *0-  Poiché  l'equazione  (4')  contiene  linearmente 
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quelle  coordinate,  essa  rappresenta  un  piano.  E  oosl  rimane 
oonf ormato  che  le  infinite  rette  tangenti  ad  una  quadrica  in  un 
punto  etanno  in  un  piano  (piano  tangente),  la  cui  equazione 
si  forma  attribuendo  come  eoeffidenii  aJle  variabili  (x,  y,  Zj  t) 
i  valori  assunti  dalle  semiderivate  del  polinomio  f  (x,  y,  z,  t), 
quando  in  esse  si  sostituiscano  le  coordinate  del  punto  di 
contatto. 

Il  piano  tangente  in  P^  è  indeterminato  soltanto  quando 
quelle  semiderivate  si  annullino  insieme  per  le  coordinate 
di  P';  ciò,  come  vedremo,  accade  nel  solo  caso  che  la  qua- 
drica  sia  un  cono  col  vertice  P'  (d'accordo  col  teorema  del 
n.»  302). 

OsMrvailOM.  —  In  coordinate  cartesiane  ordinarie  x,y,z, 
conviene  talvolta  scrivere  la  equazione  del  piano  tangente 
ad  una  quadrica,  nel  punto  P'{x%  y\  z'),  sotto  una  delle  due 
forme  seguenti: 

(a)  (011»'  +  oigjr'  +  ai^  +  ai*)  (x  —  af) 

+  (oiio/  +  022^'  +  Oi^'  +  (he)  {y  —  yO 

+  {ozix'  +  at^'  +  Os^  +  (hi)  {z  —  2f)  =  0, 

che  si  dimostra  equivalente  alla  (4^),  ridotta  in  coordinate 
non  omogenee,  quando  si  tenga  conto  che  la  equazione  della 
superficie  è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  P"; 

(P)  aiiQMc^  +  ...  +  a88««'  +  a^xy^  +  Tify)  +  ...  +  a»(y«'  +  y'z) 
+  aii{x  +  x')  4-  ...  +  au{z  +  «f')  +  «44  =  0, 

la  quale  si  forma  tenendo  presente  la  regola  esposta  per  le 
coniche  nella  Oss.  seguente  il  n.°  232. 

Valendosi  dell'una  o  dell'altra  formula,  il  lettore  vedrà 
che,  se  la  quadrica  passa  per  l'origine  (se  dunque  a^  »  0), 
l'equazione  del  piano  tangente  ivi  si  ottiene  uguagliando  a 
zero  il  complesso  dei  termini  lineari  nell'equazione  non  omo- 
genea della  superficie. 

306.  Cono  drcotcrltto  alla  quadrioa  da  un  punto.  —  Tolta 
ora  la  restrizione  che  il  punto  P'(^,  y^,  2',  t')  appartenga  alla 
quadrica  (1),  osserviamo  che  la  retta  P^  P  del  n.°  304  tocca 
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in  un  punto  Qi  =  Q^  la  Buperflcie,  quando  l' equazione  (2) 
in  ib  ha  una  radice  doppia,  ossia  quando 


(5) 


f(x,y,z,t)  .  /(^.»S^.*0-j/(5^p^5^J)f  =  0; 


e  yioeversa.  Supposto  fisso  il  punto  P'(»',  y%  7f^  V),  la  (5) 
rappresenta  dunque  il  luogo  dei  punti  P,  che  si  trovano 
sulle  tangenti  alla  quadrica  uscenti  da  P^;  questo  luogo  è 
evidentemente  un  cono  di  vertice  P',  cono  di  secando  ordine, 
perchè  tale  è  il  grado  della  (5)  nelle  coordinate  di  P.  Dun- 
que :  le  tangenti  ad  una  quadrica  uscenti  da  un  punto  qual- 
siasi  detto  spazio  costituiscono  un  cono  del  secondo  ordine^ 
che  dicesi  cono  circoscritto  àUa  superficie  dal  punto. 

Bitomeremo  tra  poco  (n.°  313)  su  questo  risultato,  per 
esaminarlo  con  maggior  cura. 

S07.  Punti  conlttgati  rispetto  ad  una  quadrica.  —  Bipren- 
diamo  la  equazione  (2)  (n.°  304)  nella  ipotesi  che  il  punto 
P'  occupi  una  posizione  generica  nello  si>azio9  e  supponiamo 
ora  che  in  quella  equazione  sia 

^^  ^\x%y',z%f)      "• 

Vuol  dire  che  le  due  radici  h^  h  della  (2)  sono  uguali  in 
valore  assoluto  ma  di  segno  opposto,  e,  in  conseguenza,  che 
le  due  intersezioni  Qi,  Qs  della  retta  PP^  colla  quadrica  sono 
divise  armonicamente  da  P  e  P'  (cfr.  n.o  234).  Diremo  che 
due  punti  sono  coniugati  (o  reciproci)  rispetto  ad  una  quadrica^ 
qua/ndo  essi  dividono  armonicamente  le  intersezioni  détta  loro 
congiungente  colla  superficie.  Dunque  la  (4)  esprime  la  condi- 
aione  perchè  i  due  punii  (x,  y,  z,  t),  (x'.  y',  z%  V)  sicmo  co- 
niugati rispetto  alla  nostra  sui>erflcie. 

La  condiziohe  di  coniugio  è  simmetrica  rispetto  ai  due 
punti,  cui  si  riferisce.  Sopra  ogni  retta  dello  spazio^  che  non 
appartenga  alla  superfircie,  esistono  infinite  coppie  di  punti 
coniugcaij  le  quali  jormano  una  in/ooluzione^  avente  come  punti 
doppi  le  intersGsioni  colla  quadrica. 

Sopra  una  retta  della  superficie  la  definizione  geometrica 
di  punti  coniugati  diventa  illusoria;  ma,  in  quel  caso,  con- 
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viene  riguardare  come  coniugati  due  punti  comunque  presi 
sulla  retta  ;  ciò  per  il  fatto  che  la  condizione  analitica  (4)  è 
verificata  da  due  punti  arbitrari  di  quella  retta  (n.o  304). 
I  punti  autoconiugati  Bono  i  punti  della  superficie. 

SOS.  Piano  polare  di  un  punto.  —  Il  luogo  dei  punti 
P(x,  y,  z,  t)  coniugcAi  ad  un  punto  fisso  P'{x',  y',  z%  t')»  ri- 
spetto  ad  una  quadrioa,  è  rappresentato  dalla  (4),  o  dalla 

(4')      (anx'  +  . .  .)^  +  («21^?'  H-  •  •  .)y  +  («si»'  +  . . .)« 

+  {a^x"  +  ...)*  =  0, 

ove  si  riguardino  come  variabili  x^  y,  Zy  t,  è  dunque  un  ptanoj 
che  dicesi  piano  polare  del  punto  fisso  rispetto  alla  quadrica. 
Esso  è  anche  il  sostegno  delle  rette  polari  di  P%  rispetto 
alle  coniche  segate  sulla  superficie  dai  piani  passanti  per  P". 
n  punto  P'  dicesi  polo  di  quel  piano. 

Se  il  polo  appartiene  alla  quadrica,  0  piano  polare  coin- 
cide col  piano  tangente  ivi  (n.o305). 

Dato  il  polo  P'(a?',  y',  »',  *0>  il  piano  polare  «■'  è  indivi- 
duato dalla  (4")  9  ed  ha  le  coordinate 

pw'  =  anx^  +  a-i^  -f  a\^  +  ayjf  ^ 

pv'  =  anx'  +  ogsj/'  +  028»'  +  a^Jfj 

^  '  ^    pw'  =  asiX^  +  082^'  +  «882'  H-  az^j 

pr^  =  a^\7f  +  aa^  -i-  a^^'  +  044*', 

essendo  p  un  fattore  di  proporzionalità. 

Ora  queste  relazioni  definiscono  una  correlazione  {nP  222) 
tra  i  due  spazi  sovrapposti,  descritti,  l'uno  dal  punto 
P'  (a/,  y\  z%  f  ),  l'altro  dal  piano  ^(u%  t/,  te/,  /).  Ciò  almeno 
nella  ipotesi  che  sia  diverso  da  zero  il  discriminante  deUTequa- 
zione  (1)  (0  della  quadrica  relativa),  cioè  il  determinante 
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ai2 
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aa 

O42 

^48 

au 

(7)  A 


questa  ipotesi  sarà  sottintesa  nel  seguito,  finché  non  si  di- 
chiari il  contrario. 
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Oome  ogni  punto  possiede  un  determinato  piano  polare, 
definito  dalle  (6),  cosi  ogni  piano  possiede  un  detenninato 
polo,  che  ha  le  coordinate 



of  =  A^^Mf  +  A^jo'  +  A^^vf  +  A^f^ 

oye  le  A\k  sono  i  soliti  complementi  algebrici  tratti  da  A. 

309.  Equaiione  tangeniiale  di  una  quadrlca.  —  Il  polo 
(a?%  y'^  z^j  V)  non  appartiene  in  generale  al  piano  polare 
{u%  v\  «?',  /).  Perchè  vi  giaccia,  è  necessario  e  sufficiente 
che  sia 

(9)  u'x'  -f  v'y'  +  wW  +  t'V  =  0. 

Ora  se  in  questa  sostituiamo,  al  posto  di  u%  v\  w%  r",  le 
loro  espressioni  fomite  dalle  (6),  troviamo  /(a?',  y',  2^,  if)  =  0, 
la  quale  ci  dice  (come  sapevamo)  che  i  punti  appartenenti 
ai  propri  piani  polari  stanno  sulla  quadrica. 

Se  invece  si  sostituiscono  nella  (9),  al  posto  di  x'^  y%  z%  <', 
le  loro  espressioni  (8),  si  arriva,  tolti  gli  apici,  all'equazione 

(10)  Aiiu^  +  A^^^  +  ^88^  +  ^i^^  +  2A^^uv  +  2Ai^uw 

+  2Auur  +  2A^^vw  +  2A^^vr  +  2A^^tor  =  0, 

la  quale  rappresenta  l'inviluppo,  doppiamente  infinito,  co- 
stituito dai  piani  che  contengono  i  propri  poli.  Imitando  il 
ragionamento  tenuto  a  proposito  delle  coniche  (n.^  236),  si 
vede  che  questi  piani  sono  tangenti  alla  quadrica,  e  si  con- 
clude : 

I  piani  tangenti  ad  una  quadrica  {di  discriminante  non 
n/ullo)  costituiscono  un  inviluppo  doppiamente  infinito  di  se- 
conda elasse.  La  equa^sione  di  questo  inviluppo  (brevemente, 
Vequazione  tangenziale,  o  pMclcerianay  della  quadrica)  si  oU 
tiene  daW equazione  puntuale  (1)  sostituendo  aUe  coordiryxte  di 
punti  le  coordinate  di  piani,  ed  ai  coefficienti  i  rispettivi  com- 
plementi algebrici  estratti  dal  discriminante. 

310.  Polarità  determinata  da  una  quadrica.  —  Biassu- 
mendo  gli  ultimi  risultati,  possiamo  dire: 


■  ■  ^SITf 
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Una  quadriea  (di  diicrìminawle  non  nuUo)  determina  nMo 
sfossio  una  carrélazianej  la  quale  muta  ogni  punto  nel  proprio 
piano  polare  ed  ogni  piano  nel  proprio  polo;  in  partieolarey 
ogni  punto  della  quadriea  corrisponde  al  proprio  piano  tan- 
gente, e  viceversa. 

La  correlazione  qui  nominata  è  detta  polarità.  Essa  pre- 
senta alcune  particolarità,  in  relazione  al  fatto  che  il  deter- 
minante (7)  è  simmetrico.  Queste  particolarità  (di  cui  fu  già 
parlato  al  n.^  224)  si  ritrovano  anche  direttamente,  stabi- 
lendo i  seguenti  teoremi: 


Se  di  due  punti  U  secondo 
appartiene  al  piano  polare  del 
primo,  il  primo  a/pparterrà  al 
pia/no  polare  del  secondo;  i  due 
punti  sono  coniugati  o  reci- 
proci, rispetto  alla  quadriea. 


8e  di  due  piani  U  secondo 
passa  per  il  polo  del  primo,  U 
primo  passerà  per  il  polo  del 
secondo;  i  due  piani  diconsi 
coniugati,  o  reciproci,  rispetto 
alla  quadriea. 


I  teoremi  si  dimostrano  imitando  il  procedimento  ana- 
litico seguito  nella  teoria  delle  coniche  (n.^  237).  Si  trova 
cosi  che  la  condizione  di  coniugio  di  due  punti  si  riduce  alla 
nota  equazione  (4)  del  n.^  307  ;  mentre  la  condizione  di  co- 
niugio di  due  piani  si  deduce  da  quella,  sostituendo  alle 
coordinate  dei  pxmti  le  coordinate  dei  piani,  ed  ai  coeffi- 
cienti Ott  i  rispettivi  complementi  algebrici  J.a  estratti  dal 
discriminante.  In  breve,  la  condizione  di  coniugio  tra  due 
piani  si  deduce  dall'equazione  tangenziàle  della  quadriea 
collo  stesso  procedimento  che  conduce  dall'equazione  pun- 
tuale alla  condizione  di  coniugio  tra  due  punti.  E  di  qua 
segue,  traducendo  per  dualità  le  considerazioni  dei  n.^  304, 
307  :  due  piani  coniugati  rispetto  ad  una  quadriea  dividono 
armonicamente  i  piani  tangenti  àUa  superficie  condotti  per  la 
loro  intersezione  (^). 

Ed  in  conseguenza: 


(^)  Che  i  piani  tangenti  per  una  retta  generica  siano  due,  risolta 
dalla  dualità  e  sarà  confermato  nel  n.^  seguente. 
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Per  una  retta  generica  détto  spazio  passano  infima  coppie 
di  piani  eoniugaU  rispetto  ad  una  quadriea^  le  quali  fomumo 
una  involuzione  avente^  come  doppia  i  piani  tacenti  condotti 
daUa  retta  alla  quadrica. 

Mentre  un  ponto  descrive  una  retta  r,  il  piano  polare  del 
punto,  in  forza  della  correlazione  polare,  dovrà  descrivere  un 
fascio,  che  sarà  anzi  proiettivo  alla  punt^giata  su  r  (n.°  222). 
Se  /  è  Passe  del  fascio,  ogni  punto  di  r  è,  per  definizione, 
coniugato  con  ogni  punto  di  r'.  Ma  poiché  la  relazione  di 
coniugio  è  sinunetrica,  si  conclude  che  il  piano  polare  di  un 
qualsiasi  punto  di  r'  passa  per  r.  Se  chiamiamo  mutuamente 
polari  le  due  rette  r,  r",  vediamo  che  :  se  due  rette  sono  polari 
rispetto  ad  una  quadrica,  ogni  punto  di  ciascuna  ha  U  piano 
polare  che  passa  per  V altra;  ed  ogni  piano  per  Vuna  ha  il 
suo  polo  suIPaUra  (^). 

311.  Piani  tangenti  ad  una  qnadrlca  condotti  per  una  rotta. 

—  Se  un  piano  per  la  retta  r  è  tangente  alla  quadrica,  il  polo 
di  esso,  cioè  il  punto  di  contatto,  appartiene  tanto  alla  qua- 
drica, quanto  alla  retta  r',  polare  di  r.  Dunque: 

Per  una  retta  si  possono  condurre  ad  una  quadrica  due 
piani  ta/ngentiy  i  cui  punti  di  oorUatto  sta/nno  sutta  retta  polare 
detta  data;  ì  due  piani  sono  reali  e  distinti,  reali  e  coinci- 
denti, o  immaginari,  secondo  che  la  retta  polare  è  secante, 
tangente,  o  non  secante,  rispetto  alla  superficie;  nel  caso 
intermedio,  come  vedremo,  la  retta  primitiva  è  essa  pure 
tangente  bUo,  superficie.  Fa  solo  eccezione  la  ipotesi  che  la 
retta  appartenga  alla  superficie,  giacché  allora  (n.°  303)  ogni 
pia/no  per  essa  è  tangente  atta  superfi^j  e  la  retta  (come 
sarà  dimostrato)  coincide  colla  propria  polare. 

S12.  Tangenti  coniugato  ad  una  quadrica  In  un  punto.  -- 

Per  esaurire  la  discussione  del  n.°  precedente,  è  necessario 


(^)  Un'altra  geaerasione  della  retta  r\  polare  di  una  retta  r,  è  la 
segaente,  ohe  il  lettore  potrà  giustifloare  da  sé:  la  retta  polare  di  tma 
retta  t  è  U  luogo  dei  poU  di  r»  rispetto  alle  coniche  sezioni  deUa  quadrica 
coi  piani  passanti  per  r.  Questa  generazione  cade  in  difetto  se  r  appar- 
tiene alla  qnadiioa. 
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eBaminare  qnali  posizioni  particolari  possano  assumere  due 
rette  mutuamente  polari  r,  r^ 

Due  rette  siffatte,  in  generale,  sono  sghembe.  Vediamo 
ora  quando  esse  si  incontrino. 

Supposto  anzitutto  che  le  due  rette  r,  r'  non  coincidano, 
chiamiamo  P  il  punto  e  «r  il  piano  comuni  alle  rette  stesse. 
Poiché  P  appartiene  ad  r  e  ad  r',  il  piano  polare  di  P  dovrà 
passare  per  r'  ed  r,  dovrà  dunque  coincidere  con  ir.  Ma  allora 
P  e  )r  si  appartengono,  ed  in  conseguenza  P  è  un  punto  della 
quadrica,  n-  è  il  relativo  piano  tangente,  r  ed  /  sono  tangenti 
alla  superficie  in  uno  stesso  punto  P.  Viceversa  si  dimostra, 

invertendo  il  ragionamento, 
che  una  retta  r,  tangente  ad 
una  quadrica  in  un  punto  P, 
ha  come  polare  una  nuova 
tangente  r"  alla  superficie 
nello  stesso  punto  P. 

Supponiamo  che  la  tan- 
gente r  descriva  il  fascio  di 
centro  P  e  piano  ir;  la  tan- 
gente r'  descriverà  un  fascio 
sovrapposto,  proiettivo  al 
precedente,  perchè  la  polarità  determinata  dalla  quadrica 
muta  Pun  fascio  nell'altro.  La  proiettività  tra  i  due  fasci 
è  anzi  ima  involuzione,  giacché  la  relazione  fra  due  rette 
polari  r,  r',  è  scambievole. 

Sia  u  una  retta  doppia  della  involuzione,  vale  a  dire  una 
retta  coincidente  colla  propria  polare.  Ogni  punto  Q  di  u 
ha  il  piano  polare  che  passa  per  Uj  e  quindi  per  Q;  ne  viene 
che  Q  è  un  punto  della  quadrica,  e  che  la  retta  u  stessa  ap- 
partiene alla  quadrica.  Le  rette  doppie  della  involuzione  sopra 
considerata  sono  adunque  le  due  rette  (reali  o  immaginarie) 
costituenti  la  sezione  della  quadrica  col  piano  tangente  ?. 
Concludiamo  : 

Una  retta  ta/ngente  ad  una  quadrica  in  un  punto  ha  carne 
polare  una  seconda  retta  tangente  alla  quadrica  nel  punto  stesso; 
nel  fascio  di  rette  che  ha  per  centro  quel  punto  e  per  piar^  il 
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relativo  piano  tangente^  viene  così  a  staòilirsi  una  oorrispon- 
denza  ira  rette  mutuamente  polari^  che  è  una  involuzione  avente 
per  rette  doppie  U  due  rette  comuni  al  piano  ed  alla  quadrica. 
Due  tangenti  mutuamente  polari  (aventi  dunque  lo  stesso 
punto  di  contatto)  si  chiamano  di  solito  tangenti  coniugale, 
adottando  per  le  quadriche  una  denominazione  che  il  Dtjpin 
ha  introdotto  per  ima  superficie  qualsiasi,  algebrica  o  tra- 
scendente; la  involuzione,  di  cui  parla  l'enunciato,  si  dice, 
in  conseguenza,  involuzione  delle  ta/ngenti  coniugate  in  un 
punto.  Essa  è  ellittica  (parabolica),  o  iperbolica,  secondo  che 
le  due  rette  sezioni  della  quadrica  col  piano  tangente  sono 
immaginarie  (reali  e  coincidenti),  o  reali  e  distinte  C).  E  il 
punto  di  contatto,  come  sarà  ripetuto  anche  in  seguito,  si 
dice  ordinatamente  punto  ellittico  {parabolico}^  o  iperbolico. 
Va  notato  però  che  il  caso  intermedio,  della  involuzione  pa- 
rabolica, esigerebbe  un  esame  speciale,  sul  quale  non  inten- 
diamo ora  di  fermarci,  perchè,  come  vedremo,  quel  caso  si 
presenta  solo  nelle  quadriche  a  discriminante  nullo,  che  sono 
escluse  dalle  nostre  attuali  considerazioni. 

Osservaiione.  —  La  polarità  determinata  dalla  quadrica 
muta  la  punteggiata  sopra  una  retta  Uj  appartenente  alla 
superficie,  nel  fascio  dei  relativi  piani  tangenti,  i  quali  pas- 
sano tutti  per  u.  Quella  punte^ata  e  quel  fascio,  di  sostegno 
Uj  sono  adxmque  riferiti  proiettivamente.  In  altre  parole: 
mentre  un  pu/nto  descrive  una  retta  di  una  quadrica,  U  piano 
ta/ngente  in  esso  ruota  intomo  dUa  retta,  e  genera  un  fascio 
proiettivo  alla  ptmteggiata  dei  punti  di  corUatto. 

SIS.  Plani  tangenti  passanti  per  un   punto.  —  Per  un 

punto  P  dello  spazio,  che  non  appartenga  ad  una  quadrica, 
passano  infiniti  piani  (reali  o  immaginari)  tangenti  alla  su- 
perficie. Se  p  è  uno  tra  questi,  il  punto  di  contatto  B,  essendo 
polo  di  p,  sta  sul  piano  polare  tr  di  P,  quindi  sulla  conica  E 


(^)  Ad  es..  Bulla  sfera»  ohe  è  segata  dai  piani  tangenti  lungo  rette 
isotrope  (n.^  301,  Oss  ),  la  involuzione  delle  tangenti  coniugate  è  circolare. 
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in  cai  ir  sega  la  qnadrìoa.  Vioerersa,  il  piano  tangente  alla 
quadrìoa  in  un  punto  B  àìS  passa  per  P.  La  retta  »  p,  che 
giace  nel  piano  tangen- 
te p,  e  passa  per  il  ponto 
di  contatto  B,  tocca  in 
B  la  qaadrioa  e  quindi 
la  conica  K.  Segue: 

I  piani  tangenti  ad 
una  quadricaf  che  peu- 
sano  per  un  punto  déUo 
spasno,  si  ottengono  pro- 
iettando dai  punto  le  tan- 
genti a  gueUa  conica, 
lunyo  cut  U  piano  polare 
del  punto  sega  la  qua- 
driea.  Quei  piani  tan- 
genti formano,  come  di- 
remo, un  inviluppo  (semplicemente  infinito)  conico  di  se- 
eonda  elasse  (n.°  140). 

La  retta  PB,  che  va  dal  punto  P  ad  un  punto  qualsiasi 
B  della  conica  K,  tocca  in  ii  la  quadrica,  perchè  giace  nd 
piano  r  tangente  alla  quadrica  in  B.  Possiamo  dunque  enun- 
ciare il  teorema  (dovuto  a  Monqe,  1798-99): 

Per  un  punto  passano  infinite  rette  (reali  o  immaginarie) 
tcmgenti  ad  una  quadrica,  le  quali  eostituiscoiHt  il  cono  di 
secondo  ordine  cJie  proietta  dai  purUo  la  conim  sezione  deUa 
quadrica  col  piano  polare  del  punto  stesso;  la  detta  conica  è  il 
luogo  dei  punti  di  contatto  deUe  generatrici  del  cono.  È  qaesto 
il  cono  circoscritto  alla  quadrica,  del  quale  abbiamo  già  scritto 
l'equazione  al  n.°  306. 

Ogni  piano  tangente  alla  quadrica  condotto  per  P,  conte- 
nendo una  tangente  alla  conica  K,  sega  il  cono  circoscritto 
lungo  due  generatrici  coincidenti,  ossia  tocca  il  cono  lungo 
tutta  una  generatrice  (n."  301).  Segue  che  l'inviluppo  conico 
di  vertice  P,  dì  cui  parla  il  primo  enunciato,  è  costituito 
dai  piani  tangenti,  lungo  generatrici,  al  cono  oirooecritto  dal 
punto  P. 
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Un  punto  P  dìcesi  esterno^  od  internoj  rispetto  ad  una 
quadrica,  secondo  che  il  cono  circoscritto  da  P  è  reale  o 
immaginario,  ossia  secondo  che  è  secante,  o  non  secante,  il 
piano  n  polare  di  P.  Nel  primo  caso,  la  conica  di  contatto  E 
separa  sulla  quadrica  (sapposta  opaca)  la  regione  visibile 
dalla  regione  invisibile,  rispetto  ad  im  osservatore  situato 
in  P;  perciò  quella  conica  dicesi  conino  apparente  della  qua- 
drica, rispetto  al  centro  di  vista  P. 

Si  può  chiedere  come  si  modifichino  i  risultati  precedenti, 
quando  il  punto  P  sta  sulla  quadrica,  nel  qual  caso  il  piano 
;r  è  ivi  tangente  alla  superficie,  e  la  conica  E  si  scinde  in  due 
rette.  È  facile  vedere  che  allora  l'inviluppo  conico  dei  piani 
uscenti  da  P,  e  tangenti  alla  quadrica,  si  scinde  nei  due  fasci 
di  piani  che  hanno  per  assi  le  rette  costituenti  la  conica  K 
in.''  303).  Quanto  al  cono  formato  dalle  rette  tangenti  alla 
quadrica  uscenti  dal  punto  P,  esso  si  riduce  al  piano  ir  (o 
meglio  al  fascio  di  rette  di  centro  P  e  piano  n)  contato  due 
volte,  come  si  può  verificare  per  via  analitica,  ricorrendo  all^e- 
quazione  (5)  del  h.°  306. 

Oiiervailone.  —  Nella  ipotesi  che  il  punto  P  non  appar- 
tenga alla  quadrica,  è  bene  notare  che  la  polarità,  deter- 
minata da  questa,  trasforma  l'inviluppo  conico  dei  piani 
tangenti  condotti  da  P,  nella  conica  K  formata  dai  punti 
di  contatto  in  ir,  e  trasforma  il  cono  circoscritto  di  vertice  P, 
considerato  come  costituito  da  infinite  rette,  nella  conica  JST, 
considerata  come  inviluppo  delle  sue  tangenti  ;  se  poi  il  cono 
stesso  si  riguarda  come  luogo  degli  infiniti  suoi  punti,  situati 
su  quelle  rette  (generatrici),  Pente  polare  sarà  formato  dagli 
infiniti  piani  passanti  per  le  tangenti  alla  conica  K.  Queste 
relazioni  ci  mostrano  come  gli  inviluppi  conici  ed  i  coni  si 
trasformino  per  dualità  nello  spazio. 

Segue  ancora  che  le  generatrici  del  cono  hanno  come 
tangenti  coniugate  (o  polari),  rispetto  alla  quadrica,  le  tan- 
genti aUa  conica  £,  nei  rispettivi  punti  di  contatto. 

S14.  Figure  autoeonlugate  rispetto  ad  una  quadrica.  — 

Si  hanno  talvolta   da  considerare  figure  autoconiugate  ri- 
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spetto  ad  una  quadrica,  tali  cioè  che  i  vertici,  o  le  facce, 
siano  coniugate  a  due  a  due. 

Precisamente,  dicesi  autoconiugato  rispetto  ad  una  quadrioa: 


un  triangolo,  quando  ciascun 
vertice  è  coniugato  dei  rima- 
nenti due,  ed  ha  quindi  il 
piano  polare  passante  per  il 
lato  opposto. 

Un  triangolo  autoconiu- 
gato è  autopolare  rispetto  alla 
conica,  che  il  suo  piano  sega 
sulla  qUadrica  (n.°  240). 


un  triedro,  quando  ciascuna 
faccia  è  coniugata  delle  ri- 
manenti due,  ed  ha  quindi 
il  polo  sopra  lo  spigolo  op- 
posto. 

Un  triedro  autoconiugato 
è  autopolare  rispetto  al  cono 
circoscritto  dal  suo  vertice 
alla  quadrica  (^). 


Si  dice  poi  che  un  tetraedro  è  autopolare  (od  autoconiu- 
gato) rispetto  ad  una  quadrica^  se  ciascun  vertice  di  esso  ha 
per  piano  polare  la  faccia  opposta.  In  un  siffatto  tetraedro 
i  vertici  sono  coniugati  a  due  a  due  e  così  pure  le  facce; 
tre  vertici,  o  tre  facce,  costituiscono  un  triangolo,  o  im  triedro, 
autoconiugato. 

Esistono  infiniti  tetraedri  autopolari.  Per  costruirne  uno  si 
prenda  ad  arbitrio  un  vertice  A,  che  non  appartenga  alia 
quadrica,  e  si  costruisca  il  piano  a  polare  di  ^;  su  questo 
piano  si  prenda  ad  arbitrio  un  secondo  vertice  £,  non  appar- 
tenente alla  quadrica,  e  si  costruisca  il  piano  p  polare  di  B; 
sulla  retta  o^  si  prenda  ad  arbitrio  un  terzo  vertice  0,  non 
appartenente  alla  quadrica,  e  si  costruisca  il  piano  y  polare 
di  0  ;  il  punto  D  ^  a^y,  che  ha  per  piano  polare  i  ^  ABCj 
sarà  il  quarto  vertice  del  tetraedro  richiesto. 

316.  Superficie  di  secondo  ordine  degeneri.  —  Negli  ultimi 
paragrafi  furono  escluse  le  quadriche  aventi  il  discriminante 
nullo.  Dobbiamo  ora  esaminare  quale  particolarità  presenti 
la  superficie 

(1)      f{Xj  y,  «,  t)  =  a^^^  -f  . . .  +  «44**  +  2a^z(xy  +  . .  . 

+  2084^  =  0, 


(')  L'enunciato  di  destra  risalterà  chiaro,  quando   avremo  parlato 
della  polarità  rispetto  ai  coni  (n.^  317). 
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quando 


(2) 


A  = 


«n 

«12 

«13 

«14 

«21 

«22 

«28 

«24 

^81 

«32 

«38 

«84 

«41 

«42 

«48 

«44 

=  0. 


Bicordiamo  che  la  (2)  è  la  condizione  perchè  esista  un 
sistema  di  valori,  non  tutti  nuUi  {xo,  yoy  zo^  to),  soddisfacenti 
alle  quattro  equazioni 


(3) 


diix  H-  Oizy  +  «i8«  +  «<4*  =  0     (ì  =  1,  2, 3,  4); 


quei  valori  saranno  proporzionali  ai  complementi  algebrici 
(supposti  non  tutti  nulli)  degli  elementi  di  una  stessa  linea 
in  A.  Ora  si  dimostra  (imitando  il  ragionamento  svolto  per 
le  coniche,  n.°  242)  che  le  quantità  xoj  yo^  zq,  h  rendono 


/(a;o,yo,«b,fo)  =  0, 


/ 


\xQjyoyZoyt(ì} 


0, 


nella  seconda  delle  quali  x^  y,  z,  t  hanno  valori  arbitrari.  La 
prima  di  queste  ha  un  inmiediato  significato  geometrico, 
giacché  ci  dice  che  il  punto  7,  di  coordinate  (:%;o,  ^o^  zo^  to)y 
appartiene  alla  quadrica  (1). 

Cerchiamo  ora  le  intersezioni  della  superficie  colla  retta 
FP,  congiungente  il  punto  V(xo,yojZojto)  con  un  punto  ar- 
bitrario P(Xj  yy  Zy  t).  Sappiamo  (n."*  344)  che  queste  dipendono 
dall'equazione 

(4)    &2  f(^^  y,  ^,  t)  +  21cfh  l'  l'I)  +  f{xo,  yo,  «0,  to)  =  0, 

\XOjyOiZOyto/ 

la  quale  però  ha  nulli  il  termine  noto  e  il  coefficiente  di  2k. 
Segue  che  la  retta  VP  sega  la  quadrica  (1)  in  due  punti  riu- 
niti in  F  ;  a  meno  che  il  punto  P(xj  y^  z,  t)  non  appartenga 
esso  pure  alla  quadrica,  nel  qual  caso  la  (4)  diviene  una 
identità,  ed  ogni  punto  della  retta  VP  appartiene  alla  su- 
perficie. Questa  è  dunque  costituita  dalle  infinite  rette  con- 
giungenti il  punto  V  coi  punti  che  la  superficie  ha  in  co- 
mune con  un  piano  generico,  non  passante  per  F;  poiché 


598  PABTB  V,  OAF.  I,   NÌT.  316,  317 

quésti  punti  costituiscono  una  conica  (n.°  303),  la  superficie 
sarà  un  eano  (reale  o  immaginario)  di  vertice  V  (^). 

n  ragionamento  sussiste  pure  neUa  ipotesi  che  siano 
nulli  tutti  i  minori  del  terzo  ordine  del  determinante  A.  In 
questo  caso  però,  due  delle  quattro  equazioni  (3)  sono  oon- 
seguenze  delle  rimanenti  due,  le  quali  rappresentano  una 
retta  v  ;  ogni  punto  di  questa  (avendo  coordinate  soddisfa- 
centi il  sistema  (3))  gode  le  proprietà  che  prima  spettavano 
all'unico  punto  V.  Vuol  dire  che  tutte  le  rette  congiungenti 
i  punti  di  V  con  un  punto  P  deUa  quadrica,  fuori  di  f ,  for- 
mano parte  della  quadrica  ;  questa  dunque  contiene  il  piano 
vPj  e,  in  generale,  un  secondo  piano  passante  per  i?  e  di- 
stinto dal  primo.  La  quadrica  si  riduce  ad  una  coppia  di  piani. 

Finalmente,  se  tutti  i  minori  di  secondo  ordine  di  A 
sono  nulli  (ma  non  tutti  gli  elementi),  tre  delle  quattro  equa- 
zioni (3)  sono  conseguenze  della  rimanente  ;  questa  rappre- 
senta un  piano,  di  cui  ogni  punto  gode  la  proprietà  del  ver- 
tice V.  La  quadrica  si  riduce  allora  a  quel  piano  contato 
due  volte,  cioè  ad  un  piano  doppio.  IS^elI'ultimo  caso  è  facile 
verificare  che  il  primo  membro  dell'equazione  della  superficie 
è  il  quadrato  di  un  polinomio  di  primo  grado  in  a?,  y,0,  ^; 
si  ha  infatti,  nell'ipotesi  a^^  =^0y 

Biassumendo  : 

Una  quadrica^  la  cui  equazione  puntuale  abbia  il  discrimi- 
nante nuUoj  è  un  cono^  il  cui  vertice  ha  coordinate  proporzio- 
nali ai  complementi  algèbrici  degli  elementi  di  una  stessa  linea 
del  discrimincmte  ;  se  si  annullano  inoltre  tutti  i  minori  del 
terzo  ordine  del  discriminante^  la  quadrica  si  scinde  in  due 
piani;  se  imalmente  si  annullano  tuMi  i  minori  del  secondo 
ordine^  la  quadrica  si  riduce  ad  un  piano  doppio.  E  viceversa^ 
perchè  i  ragionamenti,  che  precedono,  sono  tutti  invertibili. 


(*)  In  questa  discnsaione,  d*  indole  proiettiva,  i  cilindri  non  sono 
distinti  dai  coni  ;  la  superficie  sarebbe  un  cilindro,  se  F  fosse  un  punto 
improprio. 
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n  o(mo,  la  coppia  di  piami  ed  il  piano  doppio  costitui- 
scono i  tre  successivi  casi  di  degenerazione  di  una  superficie 
(luogo  di  punti)  di  secondo  ordine. 

SI  6.  Talvolta  il  semplice  aspetto  dell'equazione  di  una 
quadrica  lascia  vedere  che  la  superficie  è  un  cono.  Cosi, 
una  equazione  di  secondo  grado,  omogenea,  in  coordinate 
cartesiane  ordinarie  (Xj  y,z): 

aii(X^  +  a^^  4-  at^^  +  2ai^y  -f-  2^18^:2;  -f  2a>2fiyz  =  0 

rappresenta  un  cono  avente  il  vertice  nell'orìgine  (n.^  103). 
E  la  equazione  ottenuta  dalla  precedente^  col  sostituire 
X  —  xojy  —  yo,  z  —  zo  al ^posto  di  a;,  y, 2,  rappresenta  un  cono 
di  vertice  (a^o,  yoj  zo)j  avente  la  stessa  conica  all'  infinito  del 
cono  suddetto. 

317.  Polarlti  rispetto  ad  un  cmo.  —  Eispetto  ad  un 
cono  /(«,  yj  Zjt)  ^  0  di  vertice  F  (xoy  yo,  «0,  fo),  ogni  punto 
P'{^%  y%  ^1  ^0  dello  spazio,  distinto  da  7,  ha  ancora  un  de- 
terminato piano  polare  n%  che  si  definisce  nel  solito  modo 
(n.°  308),  ed  ha  l'equazione 


Questo  piano  passa  sempre  per  il  punto  V  (giacché 
l'equazione  è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  7),  e  contiene 
le  infinite  rette  coniugate  armoniche  di  VP"  rispetto  alle 
coppie  di  rette  secondo  cui  il  cono  è  segato  dai  piani  passanti 
per  yP^  Mentre  il  polo  P'  descrive  una  retta  p'  uscente 
da  7,  il  piano  polare  n*  non  varia,  al  contrario  di  ciò  che 
accade  per  una  quadrica  generale  ;  il  piano  polare  del  vertice 
V  è  indeterminato,  perchè  la  precedente  equazione  è  identi- 
camente soddisfatta  quando  si  ponga  rr'  —  0:0,  •..,<'»  (o. 
Viceversa,  un  piano  qualsiasi,  non  passante  per  F,  ha  sempre 
come  polo  il  punto  F.  Invece  un  piano  n'  passante  per  F 
ha  infiniti  poli,  situati  sopra  una  retta  p^  uscente  da  F. 

La  polarità  degenere,  determinata  da  un  cono,  viene 
adunque  a  stabilire  una  corrispondenza  biunivoca  tra  le  rette 
p'  ed  i  piani  n'  della  stella  F.  Ed  è  facile  persuadersi  che 
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tale  corrispondenza  è  una  polarità  nella  stetta  7,  di  cui  si  è 
dato  un  cenno  nelle  prime  righe  del  n.°  214  ;  è  precisamente 
quella  polarità  che  si  ottiene  proiettando  da  F  la  polarità 
piana  definita  da  una  conica,  sezione  del  cono  con  un  piano 
non  passante  per  7. 

Ogni  piano  passante  per  V  sega  il  cono  lungo  due  ge- 
neratrici (reali  o  immaginarie)  ;  se  le  due  generatrici  coinci- 
dono, il  che  accade  quando  il  piano  passa  per  una  tangente 
della  conica  sopra  nominata,  il  piano  è  tangente  al  cono 
Ixmgo  tutta  quella  generatrice  (n.°  302).  Dunque:  il  piano 
tangente  ad  tm  cono  in  un  puntOj  diverso  dal  vertioe^  passa 
per  il  vertiee^  e  tocca  il  cono  lungo  tutta  la  generatrice  conte- 
nente U  punto  assegnato.  Ifel  vertice  non  y'è  un  piano  tan- 
gente determinato. 

Per  una  retta  generica  p^  uscente  dal  vertice  di  un 
cono,  passano  due  piani  (reali  od  inmiaginari)  tangenti  al 
cono;  le  generatrici  di  contatto  appartengono  al  piano  n\ 
polare  di  p\  Due  piani  per  p\  che  dividano  armonicamente 
quei  piani  tangenti,  sono  coniugati  rispetto  al  cono,  e  for- 
mano con  n*  un  triedro  autopolare  rispetto  al  cono,  tale  cioè 
che  ciascuno  spigolo  ha  per  piano  polare  la  faccia  opposta. 
Esistono  infiniti  triedri  siffatti  ;  essi  si  ottengono  proiettando 
dal  vertice  V  i  triangoli  autopolari  rispetto  ad  una  sezione 
piana  del  cono. 

SI 8.  Inviluppi  di  seconda  ciatie  degmeri.  — -  Una  equa- 
zione di  secondo  grado  in  coordinate  di  piani,  F{Uj  v,  w,  r)  »  0, 
rappresenta,  quando  il  discriminante  del  polinomio  F  sia 
nullo,  l'ente  duale  di  un  cono,  di  cui  si  è  parlato  nella  Oss.  al 
nP  313.  Mentre  un  cono  (riguardato  come  luogo  di  punti)  si 
compone  di  infinite  punteggiate,  i  cui  sostegni  hanno  un  punto 
(vertice)  in  comune,  l'inviluppo  duale  si  compone  di  infiniti 
fasci  di  piani,  i  cui  assi  stanno  in  un  medesimo  piano,  e  toc- 
cano in  questo  piano  una  conica  (cfr.  n.°  140).  Un  siffatto 
inviluppo  degenere,  costituito  dagli  infiniti  piani  che  passano 
per  le  infinite  tangenti  ad  una  conica,  fu  detto  (da  Hesse,  1861) 
quadrica  limite^  alludendo  al  fatto  che  Pinviluppo  dei  piani 
tangenti  ad  una  quadrica  degenererebbe  a  quel  modo,  se  la 
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quadrica  si  Bchiacciasse,  in  guisa  da  ricoprire  due  volte  la 
regione  piana  interna,  od  esterna,  ad  una  conica. 

Se  la  conica  inviluppo  si  scinde  in  due  punti  distinti 
(n.^  246),  la  quadrica  inviluppo  degenere  si  scinde  in  due 
stelle  di  piani,  aventi  quei  due  punti  come  centri,  e  prende 
il  nome  di  coppia  di  punti;  i  due  punti  (o  le  duQ  stelle) 
possono  anche  coincidere,  e  allora  si  ha  il  punto  doppio. 

Biassumendo  : 

Una  equazione  di  secondo  grado  in  coordinate  di  pianij  il 
cui  discriminante  sia  nuUoj  rappresenta  una  quadrica  limite; 
se  son  nuUi  tutti  i  minori  del  terzo  ordine  del  discriminante, 
Vinviluppo  si  scinde  in  due  punti  (o,  meglio,  in  due  stelle); 
i  due  punti  coincidono  j  se  sono  nuUi  inoUre  tutti  i  minori  del 
secondo  ordine  del  discrimina/nte. 

La  qiMdrica  limite^  la  coppia  di  punti  ed  il  punto  doppio 
costituiscono  i  tre  successivi  casi  di  degenerazione  di  ima 
quadrica  inviluppo. 

Come  una  equazione  di  secondo  grado,  omogenea  in  x, 
y,  0,  rappresenta  (n  ^  316)  un  cono  col  vertice  nell'  origine 
{x  ^  y  ^  z  =  0)j  così  una  equazione  di  secondo  grado,  omo- 
genea Jn  Uj  Vj  Wj  rappresenta  una  quadrica  limite  giacente 
sul  piano  all'infinito  (i«  =  i?  ==  te;  =  0).  In  modo  analogo,  scam- 
biando coordinate  di  piani,  si  rappresenterebbe  una  quadrica 
limite  appartenente  ad  uno  dei  piani  coordinati. 

Aggiungeremo  l'osservazione  seguente,  lasciando  al  let- 
tore la  cura  di  giustificarla  (cfr.  n.''  246).  È  noto  che,  se 

(1)        Olia?*  -f  . . .  +  a44<^  +  2ai2«y  +  . . .  +  2^34^  =  0 

è  l'equazione  di  una  quadrica,  a  discriminante  non  nullo, 
l'inviluppo  dei  piani  tangenti  alla  (1)  è  rappresentato  dal- 
l'equazione 

(I)  AnU^  +  . . .  +  AéAi^  +  2A12UV  +  ...  +  2AuU>r  =  0, 

formata  nel  modo  indicato  al  n.^  309. 

Ora,  se  la  (1)  è  l'equazione  di  un  cono,  la  (I)  rappresenta 
il  vertice  del  cono,  come  punto  doppio;  se  poi  la  (1)  è  una 


* 
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coppia  di  piani  distinti  o  coincidenti,  la  (I)  perde  ogni  signi- 
ficato, perchè  tutti  i  suoi  coefficienti  si  annullano. 
Valgono  pure  le  osservazioni  duali. 

Ettrebl.  I.  —  1)  Si  Bcriva  requasioue  di  una  quadrìca  paasaate  per 
l'origiiie.  per  i  punti  (1,  0,  0),  (0,  2,  0),  (0,  0,  3),  (0,  —  1,  2),  (2,0,  —3), 
(3  —  2, 0),  e  per  i  punti  aU*infinito  delle  rette  x  =  y  ^  e,  a;=y  =  —  «. 

2)  La  condizione  per  una  quadrica  di  toccare,  in  un  dato  ponto, 
ona  retta,  od  un  piano  assegnato,  equivale  a  due,  o  rispettivamente  a 
tre  relazioni  lineari  fra  i  coefficienti  dell'equazione  della  quadrioa.  Si 
scriva,  ad  es.,  T  equazione  della  quadrica  che  tocca  gli  assi  coordinati 
nei  punti  (1,  0,  0),  (0.  2,  0),  (0,  0,  3),  ed  il  piano  all'infinito  nel  punto 
improprio  della  retta  x  =  y^g. 

3)  Perchè  una  quadrica  contenga  una  data  retta,  o  una  data  conica, 
devono  esser  soddisfatte  rispettivamente  tre,  o  cinque  condizioni  lineari. 
Si  scrìva  Tequazione  di  una  quadrica,  che  passi  per  Tasse  x,  per  la  retta 
all'infinito  del  piano  yz,  e  per  i  tre  punti  (0, 1,  2),  (1,  —  1,  1),  (2,2,  — 1). 

4)  Si  scrìva  l'equazione  di  una  quadrica,  ohe  seghi  il  piano  xy  lungo 
la  conica  »•  +  y"  —  »y  +  2«  — 1=0,  tocchi  l'asse  s  nel  punto  (0, 0.  1) 
e  passi  per  i  punti  (0,  —  1,  2),  (2,  0,  3). 

6)  Data  la  quadrica  xy  +  xe-h  yz  —  x  —  2y  —  3z  +  6«=0,  trovar©: 
a)  le  equazioni  dei  piani  tangenti  nei  punti  ove  essa  s^a  gli  assi  coor- 
^nati;  6)  il  piano  polare  del  punto  (2,  1,  1);  e)  i  piani  tangenti  oon- 

X 

dotti  per  la  retta  -o~  =  —  y  =  «;  d)  la  retta  polare  della  retta  prece- 
dente; e)  l'equazione  del  cono  circoscrìtto  dall'origine  aUa  quadrica. 

6)  Determinare  il  termine  noto  della  equazione  a^  +  y'  +  2i?*  +  2xz 
+  2x  —  Qy  +  k^0,  in  modo  che  essa  rappresenti  un  cono.  Quale  ne ò 
il  vertice  t 

II.  —  7)  L'equazione  di  nn  cono  circoscritto  al  triedro  degli  assi 
coordinati  è  del  tipo  aye  +  hex  +  cxy  ■»  0.  Scrivere  le  equazioni  dei  piani 
tangenti  lungo  gli  spigoli  del  triedro,  e  dimostrare  che  quelli  segano  le 
facce  opposte  in  tre  rette  di  un  piano  (cfr.  n.^  246,  ee.  27)). 

8)  Le  equazioni,  in  coordinate  dì  piani,  di  un  cono  tangente  ai  tre 
piani  coordinati,  sono  del  tipo  avw  +  htou  +  cuv  =  0,  r  s=  0.  Si  deduca 
ohe  la  equazione  del  cono,  in  coordinate  cartesiane,  è 

aV  +  h*y*  +  oV  —  2hcyz  —  2octzx —  2a6ajy  =  0. 

Si  trovino  le  equazioni  delle  generatrici  di  contatto,  e  si  dimostri  che 
i  piani,  che  le  congiungono  cogli  spigoli  opposti  del  triedro  xyz,  pas- 
sano per  una  stessa  retta. 

9)  Un  cono,  avente  il  triedro  degli  assi  come  autopolare,  ha  l'e- 
quazione 

aai^ -h  hy*  +  ce"  =^  0. 
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10)  Una  quadrioa  passante  per  Torìgine,  ed  avente  ivi  oome  tangente 
il  piano  xy^  ha  nna  eqnasione  del  tipo 

Oji»"  +  a„y«  +  a,,»*  +  2a„ajy  +  2a^^  +  2a„y«  +  %a^z  =  0. 

Si  determinino  le  rette  ohe  la  qnadriea  ha  in  comune  col  piano  tan- 
gente, e  la  involuzione  delle  tangenti  coniugate  in  O  ;  si  dimostri  che  la 
condizione,  perchè  gli  assi  x,  y  siano  coniugati,  è  a^^^  «  0. 

11)  Una  quadrioa  passante  per  Torigine  e  per  i  punti  all'infinito 
degli  ansi  coordinati,  o,  in  coordinate  proiettive,  una  quadrìca  circoscrìtta 
al  tetraedro  fondamentale,  ha  una  equazione  del  tipo 

a„apy  -f-  a,^  +  a^^xt  +  a^^  +  a^^-^a^  ■»  0. 

Quali  sono  i  piani  tangenti  nei  quattro  punti  fondamentali? 

12)  In  coordinate  di  piani,  Tequazione  di  una  quadrìca  tangente 
alle  facce  del  tetraedro  fondamentale  si  ottiene  dalla  precedente  sosti- 
tuendo ad  X»  y,  e,  i  le  coordinate  u,  i^,  w,  r.  Si  deduca  l'equazione  pun- 
tuale della  quadrìca  stessa,  e  le  coordinate  dei  punti  di  contatto. 

13)  L'equazione  di  una  quadrìca  tangente  ai  sei  spigoli  del  tetraedro 
fondamentale  (in  particolare  ai  tre  assi  cartesiani  e  alle  rette  improprìe 
dei  piani  coordinati)  è  del  tipo 

aV  +  6y  +  oV  +  àH^—^àbxy  —  . ,  .=  0. 

Si  determinino  i  punti  di  contatto  con  questi  spigoli,  e  i  relativi  piani 
tangenti,  e  si  dimostri  che  le  tre  rette  congiungenti  i  punti  di  contatto 
degli  spigoli  opposti  concorrono  in  un  punto,  mentre  le  tre  rette  inter- 
sezioni dei  piani  tangenti  condotti  per  gli  spigoli  opposti  stanno  in  un 
piano. 

14)  Scrìtta  l'equazione  di  una  quadrìca  che  contenga  l'asse  delle  x^ 
si  determini,  in  un  punto  P  generico  di  questo,  il  piano  tangente  ir,  che 
passa  pure  per  l'asse  x.  Si  dimostri  analiticamente  che,  mentre  P  de- 
scrìve una  punteggiata  su  questa  retta,  il  piano  ir  ruota  intomo  alla 
retta,  generando  un  fascio  proiettivo  alla  punteggiata. 

15)  Si  scrìva  Inequazione  di  una  quadrìca  che  passi  per  gli  assi  Xj  y% 
come  si  semplifica  l'equazione,  se  la  quadrìca  contiene  inoltre  la  retta  al- 
l'infinito del  piano  oner  1  e  se  contiene  anche  la  retta  all'infinito  del  piano  ye  T 
Nell'ultimo  caso  l'equazione  si  presenta  sotto  la  forma  aaoy  +&£!<==  0. 
In  coordinate  proiettive,  Pequazione  stessa  rappresenta  una  quadrioa 
contenente  gli  spigoli  del  quadrilatero  sghembo  XT¥Z.  Qual'ò  l'equa- 
zione tangenziale  di  questa  quadrioa  Y  Quante  quadriche  contenenti 
quegli  spigoli  passano  per  un  punto  generico  dello  spazio,  o  toccano  un 
piano  generico  t 

16)  L'equazione  {carionica)  di  una  quadrioa  avente  il  tetraedro  fon- 
damentale come  autopolare  è  del  tipo  (cfr.  n.<>  241). 
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Determinare  le  intersezioni  cogli  spigoli»  e  i  rispettivi   piani  tangenti. 
Qual'ò  Tequazione  tangenziale  della  quadrioa  stessa  t 

17)  Le  qoadriche,  rispetto  alle  quali  un  determinato  tetraedro  è 
antopolare,  formano  un  tal  sistema,  che  per  tre  punti  generici  dello 
spazio  passa  una  sola  quadrica  del  sistema  ;  e  vi  è  pure  una  sola  qua- 
drioa del  sistema  che  tocca  tre  piani  generici  assegnati. 

18)  Si  estendano  alle  quadriche  gli  es.  21),  22),  23)  del  n  »  246,  e  si 
stabilisca,  in  particolare,  il  teorema  di  Carnot,  relativo  alle  intersezioni 
di  una  quadrica  coi  lati  di  un  n.gono  semplice  sghembo.  Si  deduca,  nei 
caso  n  »  4,  che  le  otto  intersezioni  di  una  quadrioa  coi  lati  di  un  qua- 
drilatero sghembo  sono  tali,  che  ogni  quadrica  passante  per  sette  di  esse 
contiene,  in  conseguenza,  l'ottava. 

19)  L'es.  38)  del  n.^  246  dà,  mediante  proiezione  da  un  punto,  il 
teorema:  «  due  triedri  autopolari  rispetto  ad  un  cono  quadrioo  (che  abbia 
con  essi  il  vertice  comune)  sono  iscritti  in  un  secondo  cono  quadrioo,  e 
circoscritti  ad  un  terzo».  Segue,  in  particolare  (nP  214):  «  due  triedri 
trirettangoli  collo  stesso  vertice  sono  iscritti  in  un  cono  del  secondo 
ordine,  e  circoscritti  ad  un  altro»  (Steinbb). 

20)  Le  teme  di  punti  J.,  B,  0  di  una  quadrioa,  che  sono  viste  da 
un  punto  fisso  O  della  superficie  mediante  teme  di  rette  mutuamente 
perpendicolari,  stanno  in  piani  ABO  passanti  per  un  unico  punto,  situato 
sulla  normale  alla  quadrica  (cioè  al  piano  tangente)  in  O.  (Cfr.  n.^  251, 
es.  13)).  (Per  la  dimostrazione  analitica  giova  assumere  O  come  origine, 
e  la  normale  come  uno  degli  assi.  Per  ;la  dimostrazione  sintetioa,  si 
faccia  ruotare  il  triedro  OABO  intomo  allo  spigolo  OJ.,  e  si  osservi  che, 
in  corrispondenza,  il  piano  ABO  descrive  un  fascio,  il  cui  asse  AA'  s^^ 
la  detta  normale,  ecc.). 

Ili  —  21)  La  polarità  (sjeriea)  determinata  da  una  sfera  Q  (ad  es. 
della  sfera  o^  +  y*  +  ^* — 1^0)  ha  notevoli  particolarità  metriche.  H 
piano  polare  di  un  punto  qualsiasi  è  normale  alla  retta  congiungente 
quel  punto  col  centro  O  della  sfera;  il  diedro  di  due  piani  è  uguale 
all'angolo,  sotto  cui  da  O  sono  visti  i  rispettivi  poli;  due  rette  mutua- 
mente polari  sono  ortogonali;  in  un  tetraedro  autopolare  le  altezze  si 
segano  nel  punto  O  (cfr.  n.^  246,  es.  17)  ). 

22)  Se  un  punto  P  descrive  una  conica  £,  il  piano  polare  ir*,  ri- 
spetto alla  sfera  Q,  inviluppa  un  cono  ;  questo  cono,  ed  il  cono  proiet- 
tante K  da  O,  sono  twp^lemeiiUari,  tali  cioè  che  ogni  generatrice  dell'uno 
è  normale  ad  un  piano  tangente  all'altro.  Segue  che,  se  uno  dei  due 
coni  è  rotondo,  sarà  rotondo  anche  l'altro,  intomo  ad  un  asse  parallelo 
all'asse  del  primo. 

23)  Se  un  punto  descrìve  una  quadrica  Q,  il  piano  polare  rispetto 
ad  O  inviluppa  una  seconda  quadrica  Q'  (polare  diQ),  i  coi  punti  hanno 
come  polari  i  piani  tangenti  a  Q,  In  particolare  :  «  se  Q  è  una  sfera  di 
centro  C,  la  quadrica  polare  Q'  è  rotonda  intorno  all'asse  00,  ed  è  gè- 
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aerata  preoìsamente  da  una  conica,  avente  in  O  nn  fuoco,  la  quale  ruoti 
intomo  al  suo  asse  focale  00  ».  Il  punto  O  dicesi  fuoco  per  la  quadrìca 
rotonda,  ed  il  piano  polare  di  O  rispetto  ad  essa  (che  è  pure  piano 
polare  di  0  rispetto  ad  Q)  dicesi  ptano  direttore^  e  contiene  una  direi' 
i/rice  di  ciascima  conica  meridiana.  Il  cono  circoscritto  dal  fuoco  O  alla 
quadrìca  rotonda  Q'  si  compone  delle  rette  isotrope  uscenti  da  O.  La 
quadrìca  Q'  ha  poi  un  secondo  fuoco  ed  un  secondo  piano  direttore, 
provenienti  dall'altro  fuoco  e  dall'altra  dlrettrìce  della  conica  mèrìdiana. 
Viceversa,  ogni  quadrica  Q\  rotonda  intomo  all'asse  focale  della  conica 
mèrìdiana,  è  trasformata  in  una  sfera  dalla  polarità  rispetto  ad  una 
sfera  Q,  che  abbia  il  centro  O  in  un  fuoco  di  Q\  Questi  rìsultati  si 
confermano  analiticamente,  rìcordando  che  l'equasione  di  una  quadrìca 
rotonda,  la  cui  conica  meridiana  abbia  un  fuoco  in  O  e  l'asse  focale  0, 
è  del  tipo  «■+y"  +  j»"  =  (<w+  6)*.  In  generale,  l'equazione  di  una  qua 
drìca  rotonda,  avente  un  fuoco  nell'origine,  può  scrìversi  sotto  la  forma 


«■  +  y"  +  «■  -  («a?  +  Py  +  7«  +  6)"; 


qual'ò  il  piano  direttore  t  quale  l'asse  Y  quale  l'interpretazione  geome- 
trica di  questa  equazione  Y  (cfr.  n.<>  286). 

24)  Dal  fatto  che  ogni  cono  circoscritto  alla  sfera  Q  è  rotondo,  segue 
(es.  22))  che  «  ogni  sezione  piana  della  quadrica  Q'  è  proiettata  da  un 
fuoco  O  deUa  quadrica  mediante  un  cono  rotondo  »,  che  ha  per  asse  la 
oongiungente  di  O  col  polo  (rispetto  a  Q')  del  piano  secante,  a  Le  coppie 
di  tangenti  coniugate  a  Q\  in  un  suo  punto  qualsiasi,  sono  proiettate 
dal  fuoco  O  mediante  coppie  di  piani  perpendicolari  ».  «  Ogni  conica 
di  Q\  il  cui  piano  passi  per  O,  ha  un  fuoco  in  O»  (Dupik).  Mediante 
analoghe  considerazioni  seguono  le  proprietà:  «  Ogni  piano  condotto  per 
il  fuoco  O  è  normale  alla  retta  che  congiunge  O  col  polo  del  piano 
rispetto  alla  quadrica  ».  «  Le  coppie  di  rette,  mutuamente  polari  rispetto 
alla  quadrìca  Q^  sono  proiettate  da  P  mediante  coppie  di  piani  per- 
pendicolarì  ». 

25)  Due  quadrìche  rotonde,  aventi  un  fuoco  O  comune»  si  segano 
lungo  due  coniche,  i  cui  piani  formano  un  gruppo  armonico  coi  rispet- 
tivi piani  direttorì. 

26)  Ad  un  tetraedro  si  possono  circoscrìvere,  in  generale,  otto  qua- 
drìche rotonde,  aventi  un  dato  fuoco;  come  si  costruiscono  i  relativi 
piani  direttorì,  e  come  sono  situati  rispetto  alle  facce  del  tetraedro  t 
(cfr.  n.o  98,  es.  23)  ). 

27)  Una  omologia,  che  abbia  il  centro  nel  centro  di  una  sfera,  tra- 
sforma  questa  in  una  quadrìca  rotonda  avente  ivi  un  fuoco  (n.<^  296,  es.  2)). 


r    * 
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Capitolo  II. 

Rette  di  una  quadriea  —  Generailone  delle  qnadriehe  rigate. 

Fase!  e  seblere  di  quadriche. 

319.  Punti  alllttlel,  parabolici,  IperlNillcl.  —  Abbiamo 
già  visto,  nel  Capitolo  precedente  (n.^SOl),  che  sopra  una 
quadriea  esistono  rette  reali  od  immaiginarìe  ;  sappiamo  anzi 
che  per  ogni  punto  della  superficie  passano,  in  generale,  due 
rette,  costituenti  la  intersezione  della  quadriea  col  piano 
tangente  in  quel  punto.  Volendo  ora  approfondire  lo  studio 
delle  rette  situate  sulla  superficie,  dobbiamo  chiederci  anzi- 
tutto se  esistano,  sopra  una  quadriea,  punti  9ingolari^  per 
cui  passino  più  di  due  rette  della  quadriea.  Supposto  che 
per  un  punto  P  passino  almeno  tre  rette  di  una  quadriea, 
notiamo  che,  se  queste  stanno  in  un  piano,  il  piano  stesso 
forma  parte  della  quadriea  (n.^  300),  la  quale  si  spezza  al- 
lora in  due  piani  (distinti  o  coincidenti)  ;  se  poi  le  tre  rette 
non  appartengono  ad  un  piano,  i  tre  piani,  che  esse  deter- 
minano a  due  a  due,  toccano  in  P  la  quadriea,  la  quale  è 
un  cono  col  vertice  in  P  (n.o  302).  Dunque  :  y&r  un  punto 
di  una  quadriea  passano  due,  e  due  sole  rette  appartenenti  ad 
essa;  a  meno  che  la  quadriea  non  si  spezzi  in  due  piani^  o 
non  sia  un  cono  col  vertice  in  quél  punto. 

Scartando  questi  evidenti  casi  di  eccezione,  dobbiamo 
considerare  le  ipotesi  che  le  due  rette  di  una  quadriea, 
uscenti  da  un  punto  di  essa,  siano  reali  e  distinte,  reali  e 
ooìijLcidenti,  o  immaginarie.  Nella  prima  ipotesi  il  punto, 
come  già  sappiamo  (n.°  312),  dicesi  iperbolico^  nella  seconda 
parabolico^  nella  terza  ellittico.  Si  potrebbe  pensare  che,  sopra 
una  stessa  quadriea,  si  trovassero  punti  delle  tre  specie.  Di- 
mostreremo, al  contrario,  la  proprietà  seguente: 

Secondo  che  un  punto  di  una  quadriea  è  iperbolico^  pa- 
rabolico od  eUitiico,  tale  sarà,  rispettivamente,  ogni  aìtro  punto 
(non  singolare)  deUa  quadriea;  saremo  cosi  condotti  a  distin- 
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gnere  quadriehe  a  punti  iperbólieij  qucidriche  a  punti  parti' 
bólieij  e  quadriehe  a  punti  eUittiei. 

n  teorema  precedente  considera  tre  ipotesi  ;  basterà  esa- 
minare la  prima  e  la  seconda,  giacché  seguirà  poi  per  as- 
surdo che  il  teorema  è  vero  anche  quando  è  soddisfatta  la 
terza  ipotesi, 

320.  Quadricba  a  punti  parabolici.  —  Esaminiamo  anzi- 
tutto la  seconda  ipotesi  del  teorema  precedente.  Suppo- 
niamo dunque  che  un  punto  P  di  una  quadrica  sia  para- 
bolico ;  vuol  dire  che  il  piano  rr,  tangente  alla  quadrica  in  P, 
sega  la  superficie  lungo  due  rette  reali  e  coincidenti  p=p^ 
uscenti  da  P,  e  tocca  la  quadrica  in  ogni  punto  di  p  (n.°  303). 
Conduciamo  per  p  un  secondo  piano  arbitrario  p;  questo 
tocca  la  quadrica  in  un  qualche  punto  R  ài  p  (nP  303).  Al- 
lora però  la  quadrica  ammette  in  R  due  piani  tangenti  di- 
stinti ir  e  p,  ed  ò  quindi  un  cono  col  vertice  in  R  {nP  302). 
D'altra  parte  ogni  punto  di  un  cono  è  parabolico  (n.°  317), 
all' infuori  del  vertice,  punto  singolare.  Concludiamo  che  il 
teorema  precedente  sussiste  nel  caso  dei  punti  parabolici  ; 
vediamo  inoltre  che  le  quadriehe  a  punti  paràbóliei  sono  i 
coni  (o  cilindri). 


321.  Quadriehe  a  punti  iperbollel. 

secondo  luogo,  che  un  punto 
P  di  una  quadrica  sia  iperbo- 
lico; da  P  usciranno  due 
rette  reali  e  distinte  p  e  p\ 
appartenenti  alla  quadrica, 
e  costituenti  la  intersezione 
di  questa  col  piano  tangente 
in  P.  Dobbiamo  dimostrare 
che  ogni  altro  punto  Q  della 
quadrica  è  iperbolico.  È  iper- 
bolico intanto  ogni  altro 
punto  di  p,  o  p';  infatti  un 
punto  di  p  (ad  es.)  non  può 
esser   ellittico,    giacché   per 


Supponiamo  ora^  in 


esso  passa  una  prima   retta 
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reale  p»  ^^  P^ò  esser  parabolico,  che  tale  sarebbe  al- 
lora il  punto  P  {n.^  320).  Possiamo  dunque  supporre  che 
il  punto  considerato  Q  stia  fuori  di  p,  p',  e  quindi  fuori  del 
piano  pp\  Consideriamo  allora  il  piano  Qp  ;  questo  sega  la 
quadrioa  lungo  p,  e  lungo  una  seconda  retta  reale  q'  (n.°  303), 
la  quale  dovrà  contenere  il  punto  P,  che  appartiene  al  piano 
ed  alla  quadrica,  ma  non  a  p.  Similmente,  segando  la  qua- 
drica  col  piano  Qp'j  otteniamo  una  seconda  retta  reale  q 
della  quadrica,  pure  passante  per  Q.  In  conclusione,  per  Q 
passano  due  rette  reali  della  quadrica,  q^  q%  certo  distinte, 
che  altrimenti  Q,  e  quindi  anche  P,  sarebbe  parabolico, 
contro  P  ipotesi.  Con  ciò  il  teorema  enunciato  aUa  fine  del 
n.0319  è  dimostrato  anche  nella  ipotesi  dei  punti  iperbolici, 
e  quindi  sussiste  in  ogni  caso. 

322.  I  due  slstaml   di  rttta  di  una  quadrici  rigata.  — 

Riprendiamo  in  esame  P  ultima  ipotesi:  da  un  punto  P  di 
una  quadrica  escano  due  rette  reali  e  distinte,  p,  p%  appar- 
tenenti alla  superficie.  La  costruzione  del  n.°  precedente  ci 
ha  mostrato  che,  per  ogni  altro  punto  Q  deUa  quadrica, 
passano  due  rette  reali  e  distinte  $,  q^]  delle  quali  la  prima,  $, 
appartenendo  al  piano  Qp",  sega  la  retta  p%  mentre  la  se- 
conda, q',  sega  la  retta  p.  Prendiamo  ora  sulla  superficie  un 
terzo  punto  22;  colla  costruzione  analoga  otteniamo  due  rette 
reali  e  distinte  r,  r^  uscenti  da  22,  deUe  quali  la  prima  sega  p\ 
mentre  la  seconda  sega  p. 

Ciosi  continuando,  vediamo  che  sulla  superficie  esistono 
infinite  rette  reali;  di  queste,  alcune 

p,    9,    r,    8j     ....     segano  p'  ; 
le  altre 

pS  ^ì  ^'1  ^%    •  •  •  •     segano  p. 

Chiameremo  primo  sistema  (o  serie j  o  schiera)  l'insieme 
delle  rette  che  incontrano  p^  ;  secondo  sistema  Pinsieme  delle 
rette  che  segano  p }  avvertendo  sin  d'ora  che  i  due  sistemi 
hanno  proprietà  simmetriche,  sicché  sarà  lecito  scambiare  la 
denominazione  di  primo  e  secondo  sistema.  Ora,  ai  due  si- 
stemi spettano  le  seguenti  notevoli  proprietà. 
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1)  Due  rette  di  uno  stesso  sistema  sono  sghembe  tra  loro. 
Supposto  infetti,  ad  es.,  che  g  ed  r  si  segassero,  poiché  en- 
trambe segano  p',  seguirebbe  che  le  tre  rette  g,  r,  p'  dovreb- 
bero appartenere  ad  un  medesimo  piano,  o  ad  un  medesimo 
punto  (n.°  124).  Nel  primo  caso  quel  piano  formerebbe  parte 
della  quadrica;  nel  secondo  caso  la  quadrica  sarebbe  im  cono 
col  vertice  in  quel  punto  (n.^  319).  Ma  queste  conclusioni 
sono  evidentemente  in  contraddizione  colle  ipotesi  in  cui  ci 
siamo  posti. 

2)  Due  rette  di  sistemi  diversi  si  sega>no  (in  un  punto 
proprio  od  improprio).  Ciò  risulta  chiaro  intanto  per  le  coppie 
di  rette  p^p' ;  2>2'>  ^>^'/--->  che  escono,  per  costruzione, 
dai  punti  PjQ^Bj  ...  assunti  sulla  superficie,  e  costituiscono 
le  intersezioni  di  questa  coi  piani  tangenti  nei  punti  nomi- 
nati. Consideriamo  ora,  ad  es.,  le  due  rette  9,  r^.  La  r^  sega 
il  piano  qq^  in  un  punto,  che,  appartenendo  alla  quadrica, 
dovrà  stare  su  9  o  su  g^;  ma  non  può  stare  su  q^,  per  il 
lemma  precedente;  dunque  deve  stare  su  q. 

Biassumendo  questi  risultati,  insieme  ai  precedenti,  pos- 
siamo dire: 

Una  quadrica  a  punti  iperbolici  possiede  infinite  rette 
reali,  eJ^e  si  distribuiscono  in  due  sistemi;  due  rette  di  uno 
stesso  sistema  sotm  sghembe,  due  rette  di  sistemi  diversi  si 
segami;  ad  ogni  punto  détta  superficie,  e  ad  ogni  piano  tan- 
gente  alla  su/perfi^cie  appartengofu>  due  rette,  una  del  primo, 
Vàttra  del  secondo  sistema  (^). 

Per  questa  proprietà,  una  quadrica  a  punti  iperbolici 
dicesi  quadrica  rigata,  od  anche  doppiamente  rigata. 

323.  Coslruziona  di  una  quadrica  risata.  —  Si  conoscano 
della  quadrica  tre  rette  p,  q,  r,  appartenenti  ad  uno  stesso 
(primo)  sistema,  e  quindi  sghembe  a  due  a  due.  Le  rette 
P'ì  9^9^  •  •  •  del  secondo  sistema  devono   segar   quelle   tre 


C)  Proprietà  analoghe,  quando  si  Bostìtuisoa  l'aggettivo  r«a7«  con 
ifnmagin<mo,  sussistono  pure  per  le  quadrìohe  a  punti  ellittici»  ma  pre- 
sentano minore  interesse,  mancando  allora  la  intuizione  geometrica. 

39 
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(n.°322);  viceversa,  ognuna  delle  infinite  rette  che  incon- 
trano Pj  qj  r  (n.^  124)  ha  tre  punti  (uno  su  ciascuna  di  esse) 
in  comune  colla  superficie,  e  quindi  vi  giace  per  intero,  ed 
appartiene  al  secondo  sistema,  perchè  sega  p.  Dunque  tutte 
le  rette  del  secondo  sistema  si  ottengono  conducendo  le 
rette  che  si  appoggiano  a  p,  $,  r.  Ed  in  modo  analogo, 
quando  si  siano  costruite  tre  rette  p",  ^jT'  del  secondo  si- 
stema, si  potranno  ottenere  le  infinite  rette  del  primo  si- 
stema, tra  le  quali  si  trovano  p,  g,  r. 

Una  quadrica  rigata  è  dunque  pienamente  determinata 
da  tre  sue  rette  di  uno  stesso  sistema.  Anzi,  per  costruire 
una  quadrica  rigata,  si  può  partire  da  tre  rette  arbitrarie 
p,  9,  f  dello  spazio,  purché  sghembe  a  due  a  due.  Infatti, 
per  nove  punti,  di  cui  tre  appartengano  a  p,  tre  a  9,  e  tre 
ad  r,  passa  sempre  una  quadrica  (n.°  208),  la  quale  contiene 
quelle  rette  (n.°  299)  come  rette  di  uno  stesso  sistema.  Che 
poi  la  quadrica  sia  unica,  risulta  dalla  conclusione  prece- 
dente. Dunque: 

Tre  rette,  sghembe  a  due  a  due,  individìiano  una  qwidrica 
rigata,  la  quale  oorUiens  le  infinite  rette  ohe  si  appoggiano  a 
quelle  tre,  ed  infinite  aUre  rette,  tra  cui  le  tre  primitive. 

Quando  una  quadrica  è  generata  partendo  da  tre  rette 
p,  q,  r,  e  costruendo  le  infinite  rette  p',  q,r',  . . .,  che  si  ap- 
poggiano a  quelle,  si  dice  che  le  rette  costruite  sono  gene- 
ratrici della  superficie,  e  le  rette  date  sono  direttrici.  Ekl  i 
due  sistemi  di  rette  della  superficie  si  chiamano  talora  si- 
stema delle  generatrici,  e  sistema  delle  direttrici;  ma  i  due 
nomi  possono  evidentemente  scambiarsi  tra  loro. 

Osservazione.  —  Segue  indirettamente,  dai  risultati  ot- 
tenuti, una  notevole  proprietà  del  sistema  delle  infinite  rette 
che  si  appoggiano  a  tre  rette,  sghembe  a  due  a  due;  vediamo 
infatti  che  ogni  retta,  la  quale  seghi  tre  di  quelle  infinite 
rette,  segherà,  in  conseguenza,  tutte  le  altre. 

Segue  inoltre  che  il  problema  di  condurre  una  retta^  la 
quale  seghi  quattro  rette  date,  sghembe  a  due  a  due,  ammette, 
in  generale,  due  soluzioni  reali  o  immaginarie.  Si  consideri 
infatti  la  quadrica,  che  ha  come  direttrici  tre,  a,  6,  e,  deUe 
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rette  date;  essa  segherà  la  quarta  retta  d  in  due  punti 
(reali  o  immaginari)^  per  ciascuno  dei  quali  passa  una  ge- 
neratrice della  quadrica,  soddisfacente  al  problema.  Fa  ec- 
cezione solo  il  caso,  che  d  sia  anch'essa  direttrice  della  qua- 
drica  nominata,  perchè  allora  il  problema  ammette  infinite 
soluzioni,  n  problema  è  di  secondo  grado,  e  la  sua  risolu- 
zione grafica  può  ricondursi,  in  virtù  delle  considerazioni 
che  seguono,  alla  determinazione  dei  punti  uniti  di  una 
proiettività  tra  punteggiate  sovrapposte. 

324.  Generazione  delle  quadrlche  rigate  mediante  forme 
proiettive.  —  Per  costruire  le  generatrici  di  una  quadrica 
rigata,  ossia  le  rette  che  segano  tre  rette  (direttrici)  p,  g,  r, 
sghembe  a  due  a  due,  si  può  procedere,  come  sappiamo 
(n°  124),  in  due  modi  duali  Puno  dell'altro. 

Si  può  infatti,  in  primo  luogo,  scegliere  su  p  un  punto 
variabile  P,  e  costruire  la  retta  p^  intersezione  dei  piani  Pg, 
Fr,  Questi,  mentre  P  descrive  la  punteggiata  p,  generano 
due  fafici  proiettivi  tra  loro,  perchè  prospettivi  a  quella 
punteggiata.  Dunque  le  generatrici  p^  g',  /  •  •  •  di  una  qua- 
drica rigata  possono  riguardarsi  come  intersezioni  di  coppie 
di  piani  omologhi  in  due  fasci  proiettivi,  aventi  per  assi 
due  direttrici  g,  r . 

Dualmente,  per  costruire  una  generatrice  qualsiasi  pos- 
siamo condurre  per  p  un  piano  variabile  ?r,  e  tracciare  la 
retta  y'  congiungente  i  due  punti  gir,  m.  Questi,  al  variare 
di  ir,  descrivono,  su  g,  r,  due  punteggiate  proiettive,  e  le 
generatrici  appariscono  come  congiungenti  punti  omologhi. 

Biassumendo,  possiamo  dire  che 

TJn  sistema  di  rette  di  una  quadrica  rigata  può  considerarsi 
sia  come  V insieme  delle  rette  I  siacomeVinsiemedeiUerettecon' 


intersezioni  di  pia/ni  omologhi 
in  due  fasci  proiettivi,  aventi 
per  assi  due  rette  sghembe. 


giungenti  punti  omologhi  in  due 
punteggiate  proiettive,  aventi 
per  sostegni  due  rette  sghembe. 


Le  rette  sghembe,  qui  nominate,   sono  due  rette  arbi- 
trarie dell'altro  sistema. 

Viceversa:  due  fasci  proiettivi  di  piani,  ad  assi  sghembi. 
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o  due  punteggiate  proieUive^  a  sostegni  aghemòij  genercmo,  nel 
modo  ora  indioatOj  un  sistema  di  rette  di  una  qu€tdriea  rigata^ 
alla  quale  appartengono,  come  rette  delPaltro  sistema,  i  due 
assi  dei  fasci,  o  i  due  sostegni  delle  punteggiate.  Oiò  ri- 
sulta dalle  considerazioni  che  precedono,  e  può  dimostrarsi, 
nel  modo  piti  semplice,  per  via  analitica. 

Consideriamo  infatti,  ad  esempio,  due  fasci  proiettivi 
di  piani,  che  possiamo  rappresentare  mediante  due  equa- 
zioni del  tipo 

(1)  L  +,kM  =  0,        i^  +  JcM'  =  0, 

dove  £,  My  L%  M'  sono  polinomi  lineari  in  x,  y,  2;,  e  X;  è  un 
parametro  variabile,  ad  ogni  valore  del  quale  corrisponde 
una  coppia  di  piani  omologhi  (cfr.  n.°  242).  L'equazione 
della  superficie  costituita  dalle  rette  (1)  {generatrici),  inter- 
sezioni di  piani  omologhi,  si  otterrà  eliminando  il  para- 
metro k;  si  giunge  cosi  all'equazione  di  secondo  grado, 
in  X,  y,  z, 

(2)  iJf'  — i'Jf  =  0, 

che  rappresenta  una  quadrica.  La  superficie  contiene  evi- 
dentemente la  retta  L  =  M  ^  0  asse  del  primo  fascio,  e  la 
retta  L^  =  M'  =  0  asse  del  secondo  fascio  ;  queste  sono  due 
direttrici  della  quadrica.  Si  noterà  poi  che  la  stessa  qua- 
drica (2)  è  pur  generata  dai  due  fasci  proiettivi  di  piani 

i  quali  hanno  per  assi  due  generatrici  i  =  i'  =  0,  Jlf  =  Jf'  =  0 
(rappresentate  dalle  (1)  per  A;  =  0,  00),  ed  i  cui  piani  omo- 
loghi si  segano  nelle  singole  direttrici  (3)  della  superficie. 
Da  questa  doppia  generazione  risulta  la  presenza  sulla  su- 
perficie dei  due  sistemi  di  rette.  E  sarebbe  facile  ritrovare 
la  proprietà  di  questi,  facendo  uso  delle  equazioni  (1),  (3) 
di  una  generatrice  o,  rispettivamente,  di  una  direttrice  ar- 
bitraria. Ma  ciò  può  esser  lasciato  al  lettore. 

Osservazione.  —  Se  gli  assi  di  due  fasci  proiettivi  di 
piani  si  segano  in  un  punto  F,  le  rette  intersezioni  di  piani 
omologhi  costituiscono  un  cono  del  secondo  ordine  col  ver- 
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tice  in  F;  i  due  fasci  generano  dnnqne  una  snpeifioie  del 
seoondo  ordine  degenere. 

Dualmente,  se  i  sostegni  di  due  punteggiate  proiettive 
stanno  in  un  piano  o),  le  rette  congiungenti  punti  omologhi 
inviluppano  ima  cx)nica  di  &),  ed  i  piani  per  esse  costitui- 
scono una  quadrica  limite  (n.°  318),  cioè  un  inviluppo  di 
piani  degenere,  di  seconda  classe. 

325.  Qualche  proprietà  delle  quadricbe  rigate.  —  Poiché 
una  retta  reale  sega  un  piano  reale  in  un  punto  reale,  segue 
che  ogni  piano  {reale)  sega  una  quadHoa  rigaia  Iwngo  una 
conica  reale f  che  può  a/nche  scindersi  in  due  rette  reali;  il 
piano  è  dunque  secante  o  tangente. 

Dualmente:  per  un  punto  {reale)  dello  spazio  passare 
infiniti  piani  reali  {e  quindi  infinite  rette  reM\  che  toccano 
una  quadrica  rigala  ;  quei  piani  costituiscono  (n.°  313)  un  in- 
viluppo conico  reale  di  seconda  classe^  che  può  anche  scin- 
dersi in  due  jasci  di  piani.  In  altre  parole,  ogni  pv/nto  è 
estemo  ad  una  quadrica  rigata^  o  sta  sulla  superficie. 

I  piani  tangenti  alla  quadrica  condotti  per  un  punto  F 
dello  spazio,  non  situato  sulla  superficie,  sono  i  piani  pro- 
iettanti da  F  le  rette  della  superficie  (n.°  303);  ciascuno  di 
essi  contiene  due  rette  della  quadrica,  una  del  primo  e  l'altra 
del  secondo  sistema.  Segue  che  le  proiezioni  sopra  un  piano 

arbitrario  di  w,  da  un  punto  generico  F,  

delle  rette  di  una  quadrica  rigata,  toc-    C^       \  ;- 7^^ 

cano  una  conica  di  «,  che  è  sezione  del     \     \jC  '/ 

cono   circoscritto   alla  quadrica  da  F,       \        jJL»'  / 
ed  è  proiezione  da  F  del  contomo  ap-         Vv    // \/L.^^^ 
parente    della    sui>erflcie    (relativo   al         \^^'i/m 
punto  F)  (n.°  313).  ''^f/KÌ/  \ 

Siano  P,  Q  due  punti  di  una  qua-        1/     )w     \ 
drioa  rigata,  dai  quali  escano,  rispetti-      /    ,Vj^^    \ 
vamente,    le   rette  p,  q  del  primo   si-  /''   /  ;     \"*'\ 
stema  e  le  rette  p',   q%   del  secondo  \^/    *       \     ) 
sistema.    Queste    quattro    rette    sono     ^^*"  ^"^ 

lati   di  un   quadrilatero   sghembo  pq'  q  p%   del   quale  due 
vertici  opposti  sono  P  =  pp%  QEzq'q,  e  gli  altri  due  sono 


614  PABTB  y,  OAP.  n,  n.  326 


T  =  pq%  U=p'q.  I  piani  pp',  qq%  tangenti  alla  qnadrica 
in  P  e  Q,  si  segano  lungo  la  retta  TU;  e  i  piani  tangenti 
in  T,  U  si  segano  lungo  PQ.  Dunque  le  due  diagonali  PQj  TU 
del  quadrilatero  sono  rette  mutuamente  polari,  rispetto  alla 
quadrica.  Segue  che  una  retta  secante^  rispetto  ad  utmi  qwt' 
driea  rigata^  ha  per  polare  una  nuova  retta  secante,  e,  in  con- 
seguenza, una  retta  non  secante  ha  per  polare  una  retta  non 
seca/nte.  In  altre  parole:  per  una  retta  si  possono  condurre, 
o  no,  piani  tangenti  reali  ad  una  quadrica  rigata,  secondo 
che  la  retta  sega,  o  no,  in  punii  reali  la  superficie. 

Al  contrario,  si  dimostra  che,  per  una  quadrica  reale 
non  rigata  (ad  es.  per  una  sfera),  una  retta  secante  ha  come 
polare  una  retta  non  secante,  e  viceversa;  sicché  per  le 
rette  non  secanti  possono  condursi  piani  tangenti  reali,  non 
già  per  le  rette  secanti. 

Le  proprietà  generali  delle  qnadrìche  rigate  furono  Bcoperte  da 
MoNOE  (1794)  e  dalla  sua  Scuola.  La  generazione  mediante  forme  proiet- 
tive fu  indicata  da  Steiner  (1832). 

326.  Fasdo  di  quadrlcha.  —  Prima  di  abbandonare  le 
proprietà  proiettive  delle  quadriche  (rigate  o  no),  vogliamo 
dar  un  cenno  dei  fasci  e  delle  schiere  di  quadriche,  limitan- 
doci a  considerare  il  caso  generale. 

Due  quadriche 

{    f{x,  y,  z)  =  aiix^  +  . . .  +  2aiipBy  +  . . .  +  «44  =  0, 
I    (p(z,  y, z)  =  bnix^  +  . . .  +  2bi^Ky  +  . . .  +  644  =0, 

hanno  in  comune  infiniti  punti  (reali  o  immaginari),  costi- 
tuenti una  curva  sghemba,  che  è  rappresentata  dal  sistema 
delle  equazioni  (1).  Un  piano  generico  sega  le  due  quadriche 
in  due  coniche,  e  quella  curva  nelle  quattro  intersezioni  di 
queste  coniche  (n.°  266).  Perciò  la  curva  dicesi  del  quarto 
ordine.  Essa  può  presentare  vari  casi,  che  non  staremo  a 
distinguere;  ad  es.,  essa  può  scindersi  in  due  coniche  gia- 
centi in  piani  distinti  e  secanti  la  retta  intersezione  negli 
stessi  due  punti,  od  anche  può  comporsi  dei  lati  di  im  qua- 
drilatero sgembo,  ecc. 
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Oonsideriamo  ora  le   infinite   quadriche   rappresentate 
dall'equazione  di  secondo  grado 

(2)  Àf(x,  y,  z)  +  fi^(x,  y ,  z)  =  0, 
Oj  ciò  che  fa  lo  stesso,  dalla 

(20  f{x,  y,  z)  +  k^x,  y,  z)  =  0, 

al  variare  del  parametro  k  =  -^.  Queste  quadriche,  tra  cui 

si  trovano  le  due  date,  costituiscono  un  fascio  (cfr.  n.°  266). 
Esse  passano  tutte  per  la  curva  del  quarto  ordine  nominata 
(che  dicesi  curva  base  del  fascio),  perchè  le  coordinata  di  un 
punto  qualsiasi  di  questa  annullano  i  polinomi  (1),  e  quindi 
il  polinomio  (2). 

a)  Per  ogni  punto  deUo  spazio,  che  non  appartenga  aMa 
curva  ba^sCj  passa  una  ed  una  sola  quadrioa  del  faccio;  giac- 
chèj  sostituendo  nella  (2^),  al  posto  di  x,  y,  Zy  le  coordinate 
del  punto,  rimane  determinato  il  parametro  k. 

b)  Le  quadriche  di  un  fascio  segano  sopra  una  retta  ge- 
nerica coppie  di  una  involuzione;  se,  ad  es.,  come  retta  si 
assume  Passe  x(y  =  ^  =  0),  il  che  non  costituisce  una  restri- 
zione (cfr.  nP  256),  la  coppia  di  punti  segata  dalla  quadrìca 
(2')  è  rappresentata  da 

(3)  (oiix*  +  2ai4^  +  du)  +  k{bux^  +  26140;  +  bu)  ^  0, 
e,  al  variare  di  &,  descrive  una  involuzione  (n.°  184)  {^). 


C)  Può  accadere  tuttavia,  per  particolari  poBìzioni  deUa  retta,  ohe 
le  dae  coppie 

aiiap*  +  20^405  +  a44  —  0,         h^^  +  26,4»  +  6,4  —  0 
yengano  a  coincidere,  nel  qual  caso  si  ha 

a  11'.  0,4 :  0^4  =  6,1 :  6,4 :  644; 
ed  ogni  coppia  (3)  viene  a  coincidere  con  queUe.   Allora  però  il  valore 
A;  «  —  ■—-  —  —  ■=—-  ass  —  -ii.   rende  la  (3)  una  identità,  e  la  quadrìca 

Oli  O14  «>i4 

del  fascio,  corrispondente  a  quel  valore  di  le,  contiene  la  retta.  U  caso 
eccezionale  si  presenta  dunque  se  la  retta  appartiene  ad  una  quadrìca 
del  fascio;  quella  retta  ha  due  punti  (reali  o  immaginarì)  comuni  colla 
curva  base,  è  una  corda  di  questa  curva.  Sorvoliamo  sul  caso,  prìvo  di 
interesse,  che  la  retta  appartenga  a  tutte  le  quadrìehe  del  fascio. 
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Dal  teorema  b)  segue: 

e)  Entro  un  faccio  esistono  due  quadriche  ohe  toccano  una 
retta  generica  assegnata;  i  punti  di  contatto  sono  coniugati  ri- 
spetto a  tutte  le  quadriche  del  fascio.  Intatti  qnesti  punti  sono 
doppi  nella  involuzione  sopra  nominata.  Si  ricordi  che  le  due 
quadriche,  di  cui  parla  questo  enunciatOi  possono  esser  rap- 
presentate anche  da  equazioni  a  coefElcienti  immaginari;  una 
simile  osservazione  si  applica  a  vari  enunciati  seguenti. 

d)  Le  quadriche  di  un  fascio  segano  sopra  un  piano  gè- 
feerico  coniche  di  un  fascio.  Supposto  che  il  piano  secante 
sia  il  piano  xy{z  =  0),  il  che  non  costituisce  una  restrizione, 
la  conica  sezione  della  quadrica  (2')  sarà 

(4)  /(a;,y,0)  +  i$(x,y,0)  =  0; 

essa   descrive    effettivamente    un    fascio   (n.^  256)    al  va- 
riare di  k  (^). 

In  un  fascio  di  coniche  esistono  generalmente  tre  co- 
niche degeneri  (n.^  257),  i  cui  punti  doppi  costituiscono  un 
triangolo  autopolare  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  fascio. 
Ora,  se  una  quadrica  del  nostro  fascio  sega  il  piano  xy  lungo 
una  di  quelle  coniche  degeneri,  la  quadrica  tocca  il  piano 
nel  punto  doppio  della  conica,  e  viceversa  (n.°  301).  Dunque: 

e)  Entro  un  fascio  esistOì%o  tre  quadriche  ohe  toccano 
u/n  piano  generico;  i  punti  di  contatto  costituiscono  un  trian- 
golo autoconiugato  rispetto  a  tutte  le  quadriche  del  faccio  {ed 
aUe  coniche  che  esse  segano  svi  pia/no). 


(*)  Se  però  il  piano  i:  zl^xy  forma  parte  di  una  quadrica  del  faaoio 
(la  quale  si  scinde  allora  in  due  piani  tt,  to'),  quel  piano  sarà  aegato  da 
tutte  le  quadriche  del  fascio  in  una  stessa  conica,  che  forma  parte  della 
curva  base  del  fascio.  Questa  aUora  si  scinde  in  quella  conica  di  ir,  ed  in 
una  seconda  conica  di  ir%  per  la  quale  passano  pure  tutte  le  quadriche 
del  fascio.  Viceversa,  se  due  quadriche  si  segano  in  una  conica  situata 
in  un  piano  ir,  vi  è  una  quadrica  del  fascio  che  si  scinde  nel  piano  ir  ed 
in  un  secondo  piano  tt';  questo  è  segato  in  una  stessa  conica  daDe  due 
quadriche  primitive  e  da  ogni  quadrica  del  fascio.  Segue  di  qua  il  no- 
tevole teorema:  se  àus  quadriche  passano  per  una  stessa  conica,  esse  si 
segano  hmgo  una  seconda  conica,  che  ha  eoUa  prima  due  punU  comuni 
(o  coinoide  con  essa). 
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Quante  quadriche  di  nn  fascio  degenerano  in  ooni  t  Sap- 
piamo (n.'^SlS)  che  la  qnadrica  (2')  è  un  cono  se  si  annulla 
il  discriminante 


«11  +  i6ii  •• . .  «14  +  kbu 


a4i  +  kbii  .  • .  «44  +  kbu 


0. 


Abbiamo  qui  una  equazione  di  quarto  grado  in  ft,  la  quale 
fornisce  quattro  valori  di  i,  e,  in  corrispondenza,  quattro 
coni.  Dunque  (Pongelet,  1822): 

f)  Entro  un  ftiseio  di  quadriche  esistono,  in  generàlej 
quattro  coni.  Questo  numero  subisce  riduzioni  se  una,  o  più 
quadriche  del  fascio  degenerano  in  coppie  di  piani. 

g)  I  vertici  dei  quattro  coni  appartenenti  ad  un  fascio  di 
quadriche,  formano  un  tetraedro  o/tUopolare  rispetto  a  tuUe  le 
quadriche  del  fascio.  Per  dimostrare  il  teorema,  si  osservi,  in 
primo  luogo,  die  il  piano  polare  di  un  punto  generico  P 
dello  spazio,  rispetto  alla  quadrica  /  +  ft4>  —  0  del  fascio,  ha 
un'equazione  del  tipo 

(6)    (y.ix  +  «ay  +  «8»  +  «4)  +  *(Pi»  +  pay  +  §»«  +  ^4)*  0, 

supposto  che  «1»  +  ...  =  0  e  p^a;  +  .  .  .  =  0  rappresentino 
i  piani  polari  di  P  rispetto  alle  quadriche  /  =  0,  <|>  »  0;  ciò 
si  verifica  scrivendo  per  disteso  le  dette  equazioni,  secondo 
la  nota  regola  {nP  308).  Ne  viene  che  «  i  piani  polari  dì  un 
punto  generico,  risi>etto  alle  quadriche  di  un  fascio,  formano 
un  fascio  ».  Se  però  il  punto  P  è  vertice  di  un  cono  appar- 
tenente al  fascio,  cono  die  corrisponderà  a  un  certo  valore 
di  ik,  il  piano  polare  di  P,  rispetto  al  cono,  è  indeterminato 
(n.^317),  e  la  equazione  (5),  per  quel  valore  di  ft,  diviene 
una  identità.  Ciò  è  possibile  soltanto,  se 

ai  :  «2  :  «8  :  a4  «  Pi  :  fJ2  :  p8  :  p4  ; 

ma  allora  i  piani  polari  di  P,  rispetto  alle  quadriche  /  =  0, 
4)  =  0,  e  a  tutte  le  altre  quadriche  del  fascio,  coincidono. 
Sicché  «  il  vertice  di  un  cono,  appartenente  ad  un  fascio  di 
quadriche,  ha  lo  stesso  piano  polare  rispetto  a  tutte  le  qua- 


618  PASTE  V»  OAP.  n,  K.  327 

driche  del  fascio  ».  Fra  queste  quadriche,  oltre  al  cono  di 
vertice  P,  si  trovano  altri  tre  coni,  i  cui  vertici  siano  Q^B^S. 
Il  piano  polare  di  P,  rispetto  a  tutte  le  quadriche  del  faseioi 
e  quindi  anche  rispetto  al  cono  Qj  deve  passare  per  il  ver- 
tice Q  del  cono  (n.°  317),  e  deve  passare  analogamente  per 
£)  8;  sarà  dunque  il  piano  QR8.  Bisulta  cosi  dimostrato  che, 
nel  tetraedro  PQR8,  ciascun  vertice  ha  come  piano  polare 
la  faccia  opposta,  rispetto  a  tutte  le  quadriche  del  fascio. 

h)  Ogni  piano  tangerUe^  lungo  una  generatricej  ad  uno 
dei  coni  appartenenti  al  fascio  di  quad/riche^  sega  le  quadriche 
lungo  coniche f  che  si  toccano  in  due  punti  fissi;  i  due  punti 
appartengono  a  queUa  generatrice.  Infatti  il  fascio  delle  co- 
niche, sezioni  col  piano  nominato,  possiede  una  conica  (se- 
zione del  cono)  che  degenera  in  una  retta  doppia;  quel 
fascio  è,  in  conseguenza,  un  fascio-schiera  di  coniche  bitan- 
genti  (n.^  254;  260,  Oss.)- 

Il  ragionamento  che  precede  è  invertibile;  si  conclude  che 

i)  I  piani  secanti  le  quadriche  di  un  jasdo  (od  anche 
due  quadriche  assegnate)  in  coniche  bitangenti  si  distribui- 
scono in  quattro  inviluppi  conici  di  seconda  dasse,  precisa- 
mente  nei  quattro  inviluppi  di  piani  tangenti  ai  quattro  coni 
del  fascio. 

327.  Schiera  di  quadriche.  —  I  risultati  precedenti  si 
traducono  subito  per  dualità,  pur  di  considerare  due  guo- 
driche  inviluppi^  definite  da  equazioni  di  secondo  grado  in 
coordinate  (ti,  Vy  w)  dì  piani 

(1)  f{Uj  t?,  w)  =  0,      (p{Uy  V,  w)  =  0, 

insieme  alle  infinite  quadriche  rappresentate  dall'equazione 

(2')  f{Uy  Vf  w)  +  k(p{Uj  «,  w)  =  0, 

contenente  il  parametro  k.  Queste  quadriche  costituiscono, 
come  si  suol  dire,  una  schiera^  ente  duale  del  fascio  (n.o  260). 
Oli  infiniti  piani  tangenti  alle  due  quadriche  (1),  toccano 
pure  tutte  le  quadriche  della  schiera,  e  formano  un  invi- 
luppo semplicemente  infinito,  inviluppo  base  della  quarta 
classe  i  esprimendo,  con  questa  locuzione,  il  fatto,  che  per 
ogni  punto  dello  spazio  passano  quattro  piani  dell'inviluppo. 


F 
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Le  proprietà  delle  schiere  di  qnadricbe  si  deducono  per 
dualità  dalle  proprietà  dei  fasci  ;  basterà  dunque  raccogliere 
qui  gli  enunciati,  lasciando  al  lettore  la  cura  di  trasformare 
anche  le  dimostrazioni.  Dei  risultati,  cui  perveniamo,  sarà 
fatta  in  seguito  ima  importante  applicazione  metrica. 

a)  Ogni  piano  dello  spaaiOy  che  non  appartenga  aUHnvi- 
Iwppo  base,  riesce  tangente  ad  una,  e  ad  una  sola  quadrioa 
della  schiera. 

b)  Le  coppie  di  piani  ta/ngenti,  condotti  aUe  quadriche 
di  una  schiera  per  una  retta  generica,  formano  una  involuzione. 

e)  Una  retta  generica  è  toccata  da  due  quadriche  della 
schiera]  i  relativi  piani  tangenti  {passanti  per  la  retta)  sono 
coniugati  rispetto  a  tutte  le  quadriche  della  schiera. 

d)  I  coni  circoscritti  alle  qtuidriehe  di  una  schiera,  da  un 
punto  generico,  formano  una  schiera  (cioè  toccano  quattro 
piani  fissi  uscenti  dal  punto). 

e)  Per  un  punto  generico  passano  tre  quadriche  della 
schiera;  i  relativi  piani  ta/ngenti,  in  quél  punto,  costituiscono 
un  triedro  autoconiugaU>  rispetto  a  tutte  le  quadHche  deUa 
schiera  (ed  ai  coni  ad  esse  circoscritti  dal  punto). 

t)  In  una  schiera  di  quadriche  esistono,  in  generale, 
quattro  quadriche  inviluppi  degeneri  (n.°  318),  cioè  quaUro  co- 
niche considerate  coms  inviluppi  di  piagni. 

g)  I  pia/ni  détte  quattro  coniche  formano  un  tetraedro  au- 
topolare  rispetto  a  tutte  le  quadriche  della  schiera. 

h)  I  coni  circoscritti  alle  quadriche  di  una  schiera,  da 
un  punto  qualsiasi  (P)  di  una  di  quelle  coniche  (E),  si  toc- 
cano Vumgo  due  generatrici,  hanno  cioè,  lungo  queste,  gli  stessi 
piani  tangenti;  i  due  piani  tangenti  si  segano  nslla  tangente 
alla  detta  conica  (E)  in  quél  punto  (P). 

i)  Le  quattro  coniche,  appa/rtenenti  alla  schiera,  costitui- 
scono il  luogo  dei  punti  da  cui  si  possono  circoscrivere  alle 
quadriche  della  schiera  coni,  che  si  tocchino  tra  loro  lungo  due 
generatrici. 

Eierelil  I.  —  l)  Costruire,  mediante  fasci  di  piani  proiettivi,  una 
quadrioa  rigata,  conosoeudo  :  a)  due  generatrici  e  tre  punti;  b)  una  co- 
nica e  due  generatrici  secanti  la  curva;  o)  una  conica,  una  generatrice 
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ohe  yi  ai  apxK>ggì,  e  due  pxmti  A,  B;  d)  una  generatrìoe,  una  direttrioe 
e  quattro  punti  A^  B,  0,  D;  e)  una  generatrìoee  sei  punti  A,  B,  0, 2>, 
J9,  ^;  (nel  problema  o)  si  eofitruiaoano  le  due  direttrici  passanti  per  A,  B; 
nel  problema  d)  la  conica  segata  dal  piano  ABO;  nel  problema  e)  la 
generatrice  uscente  da  A,  dalla  quale  i  cinque  punti  BCDEF  sono  proiet- 
tati mediante  un  gruppo  di  piani  proiettivo  ad  un  gruppo  noto  (a.^  260. 
ea.  90)). 

2)  Due  stelle  T»  lY,  legate  da  una  correlazione,  generano,  come 
luogo  della  intersezione  di  elementi  (retta  e  piano)  corrispondenti,  una 
quadrìca  che.  passa  per  T  e  T'.  Ed  ogni  quadrica  a  punti  reali  può  esser 
generata  mediante  due  stelle  correlative,  aventi  i  centri  in  due  ponti 
arbitrari  della  superficie  (Sbtdewitz).  (Scelto  T  come  orìgine  delle  coor- 
dinate, e  T'  come  centro  della  stella  di  piani  xL-f-|Ajf+vJ^ssO,  che 

è  correlativa  alla  stella  di  rette  -r-  =  —  «  —  la  superficie  generata  ha 

l'equasione  xL  +  yM-^-eN^^O,  D'altra  parte,  requazione  di  ogni  qua* 
drica  passante  per  Torigine  può,  in  infiniti  modi,  porsi  sotto  quella 
forma»  donde  segue  la  seconda  parte  del  teorema). 

II.  —  3)  L'equazione  canonica  (n.^  318,  es.  16))  di  una  quadrica, 
riferita  ad  ad  tetraedro  autopolare, 

««•  + V +  <»"  +  **  =  0 

si  presta  per  classificare  le  qnadriche  sotto  l'aspetto  proiettivo.  Consi- 
derati anzitutto  i  casi  di  degenerazione,  in  cui  uno,  due  o  tre  coefficienti 
ù  annullano,  si  esaminino  le  ipotesi:  1)  i  quattro  coefficienti  hanno  lo 
stesso  segno  (quadrìca  a  punti  immaginari)  ;  2)  tre  hanno  lo  stesso  segno, 
e  il  rìmanente  il  segno  opposto  (quadrìca  a  punti  ellittici;  tali  sono 
infatti  i  punti  reali,  in  cui  certi  spigoU  del  tetraedro  segano  la  supera 
fide)  ;  3)  due  coefficienti  hanno  un  segno  e  due  U  segno  opposto  (qua- 
drìca a  punti  iperbolici). 

4)  Indicando  con  X.  F,  Z  coordinate  cartesiane  ortogonalif  si  ap- 
plichi alla  quadrìca  precedente  la  coUineazione 


dove  i  segni  vanno  scelti  in  modo,  che  i  radicali  risultino  reali.  Si  vedrà 
che  e  ogni  quadrìca  a  punti  ellittici  è  collineare  ad  una  sfera,  ed  ogni 
quadrìca  a  punti  iperbolici  è  collineare  ad  un  iperboloide  rotondo  ad 
una  falda». 

6)  In  un  tetraedro  autopolare,  rispetto  ad  una  quadrìca  a  punii 
ellittici,  un  vertice  è  intemo  e  gli  altri  sono  estemi;  i  tre  spigoli  uscenti 
dal  primo  vertice  sono  secanti  e  i  tre  rimanenti  no  ;  una  faccia  è  estema 
e  le  rimanenti  sono  secanti  Se  invece  la  quadrìca  ha  punti  iperbolici, 
i  quattro  vertici  del  tetraedro  sono  estemi,  le  quattro  facce  sono  secanti, 
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due  coppie  di  spigoli  opposti  sono  secanti,  mentre  la  tersa  coppia  si 
compone  di  rette  non  secanti. 

6)  Di  due  rette  mutuamente  polari,  rispetto  ad  una  quadrioa  a  punti 
ellittici,  una  è  secante  e  l'altra  no;  mentre,  se  la  quadrica  ha  punti 
iperbolici,  le  due  rette  sono  insieme  secanti,  oppure  no. 

7)  Se  due  tetraedri  ABCD,  A'B'O'D'  sono  mutuamente  polari,  ri- 
spetto ad  una  quadrica  Q  (in  guisa  che  il  abbia  per  piano  polare  9.'~B'0'D\ 
ecc.),  le  rette  AA\  BB\  OC,  DD\  congiungenti  vertici  omologhi,  sono 
generatrici  di  una  quadrica  rigata:  e  la  stessa  proprietà  spetta  alle  rette 
<^\  9?'»  Ti'»  ^'f  intersesioni  di  facce  corrispondenti  (Geuslbs).  (Per  di- 
mostrare la  seconda  parte,  si  osservi  che  le  tre  facce  a^  p',  /  del  secondo 
tetraedro  segano  sulla  Umoìa  c  del  primo  un  triangolo,  che  è  polare 
di  ABO  rispetto  alla  sezione  di  Q;  Tasse  di  omologia  dei  due  triangoli 
(n.o  246,  es.  35)  )  incontra  dunque  le  rette  aa',  ^^\  77%  SS';  similmente  si 
ottengono  altre  rette  secanti  queste  quattro,  donde  segue  il  teorema). 

8)  In  particolare:  se  una  quadrica  è  circoscritta  a  un  tetraedro, 
i  piani  tangenti  nei  vertici  segano  le  facce  opposte  in  quattro  generatrici 
di  una  quadrica  rigata;  e  dualmente  (Bobillibb). 

9)  Se  la  quadrica  Q  dell'es.  7)  è  una  sfera  col  centro  in  D,  segue: 
le  quattro  alteue  di  un  tetraedro  sono  generatrici  di  una  stessa  qua- 
drica rigata. 

III.  —  10)  Se  due  quadriche  si  toccano  in  un  punto  O,  vale  a  dire 
hanno  ivi  lo  stesso  piano  tangente  u,  ogni  quadrica  del  fascio  deter- 
minato da  quelle  due  ha  in  O  il  piano  tangente  («>  ;  dei  quattro  coni  del 
fascio,  due  coincidono  in  un  cono  di  vertice  O,  che  sega  il  piano  co  lungo 
due  rette  generalmente  distinte  r,  «;  gli  altri  due  coni  hanno  i  vertici 
su  i'\  in  due  punti  P,  Q,  generalmente  distinti  daO,  e  toccano  il  piano  u 
lungo  le  rette  OP^  OQ,  rispettivamente,  le  quali  sono  tangenti  coniugate 
rispetto  ad  ogni  quadrica  del  fascio.  Un  piano  generico  condotto  per  O 
sega  le  quadriche  lungo  coniche,  che  hanno  in  O  un  contatto  semplice; 
ma  se  il  piano  passa  per  una  delle  rette  r,  s  sopra  nominate,  il  con- 
tatto è  di  secondo  ordine  (nfi  258).  (Si  assuma  O  come  origine,  »  come 
piano  xy), 

11)  Il  fascio  determinato  da  una  quadrica  e  da  un  cono  del  secondo 
ordine,  che  abbia  il  vertice  in  un  punto  O  di  quella,  si  compone  di 
quadriche  toccantisi  in  O,  ed  ha  le  proprietà  sopra  esposte. 

12)  Se  due  quadriche  hanno  una  retta  comune  (ad  es.  Tasse  »),  esse 
si  toccano  generalmente  in  due  punti  di  questo;  negli  stessi  due  punti 
si  toccano  tutte  le  altre  quadriche  del  fascio  determinato  da  quelle; 
e  quei  punti  sono  vertici  di  due  coni  appartenenti  al  fascio,  ciascuno 
dei  quaU  assorbe  due  dei  quattro  coni  che  si  presentano  in  un  fascio 
generale,  il  fascio  particolare  suddetto  è  anche  determinato  da  due  coni 
che  abbiano  una  generatrice  in  comune,  ma  non  lo  stesso  vertice. 
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13)  Paò  anche  accadere  che  due  quadriche  aventi  una  retta  comiuie. 
fu  tocchino  in  più  di  due  punti  della  retta,  nel  qual  caso  esse  si  toccano 
in  ogni  punto  della  retta.  Lo  stesso  fatto  si  yerifLoa  per  tutte  le  altre 
quadriche  del  fascio,  una  delle  quali  si  spezza  in  due  piani  passanti  jier 
la  retta.  La  curva  base  del  fascio  si  compone  di  questa  retta,  contata 
due  volte,  e  di  due  rette  secanti  quella,  ma  sghembe  tra  loro.  Un  fascio 
siffatto  è  pur  determinato  da  una  quadrica  e  da  una  coppia  di  piani 
passanti  per  una  retta  della  superficie. 

14)  Se  due  quadriche  hanno  in  comune  una  conica,  e  quindi  una 
seconda  conica  secante  la  prima  in  due  punti  O,  P,  le  quadriche  si  toc- 
cano in  questi  due  punti,  ed  ivi  si  toccano  tutte  le  quadriche  del  fascio 
determinate  da  quelle.  Al  fascio  appartengono  la  coppia  dei  piani  deUe 
due  coniche,  e  due  coni,  ciascuno  dei  quali  proietta  Tuna  conica  nel- 
l'altra.  I  vertici  dei  due  coni  sono  separati  armonicamente  dai  piani 
delle  due  coniche. 

15)  Se  due  quadriche  si  toccano  in  due  punti  O,  P,  ed  ò  Jf  un 
ulteriore  punto  ad  esse  comuixe,  il  piano  OPM  sega  le  quadriche  lungo 
due  coniche,  che  hanno  due  punti  comuni  in  0,  due  in  P  ed  un  quinto 
in  Jlf .  Le  due  coniche  quindi  o  coincidono,  o  degenerano  in  due  coppie 
di  rette  aventi  una  retta  comune.  Nel  primo  caso  le  due  quadriche  ai 
segano  lungo  due  coniche  secantisi  in  O  e  P  (es.  14)  ),  nel  secondo  caso 
si  segano  lungo  una  retta  ed  una  curva  residua  del  3^  ordine  (cubica 
sghemba;  es.  12)  ). 

16)  Se  due  quadriche  si  toccano  in  tre  punti  O,  P,  Q,  questi  ap- 
partengono ad  una  retta,  o  determinano  un  piano.  Nel  primo  caso  le 
dae  quadriche  si  toccano  in  tutti  i  punti  di  quella  retta  (es.  13)).  Nei 
secondo  caso  esse  segano  il  piano  OPQ  lungo  una  stessa  conica.  Se  la 
conica  non  si  spezza,  le  quadriche  si  toccano  in  ogni  punto  di  essa;  la 
conica  stessa,  contata  due  volte,  costituisce  la  totale  intersezione  delle 
due  quadriche.  Ma  la  conica  può  spezzarsi  in  due  rette  OP,  OQ,  ed 
allora  le  quadriche  hanno  in  comune  queste  rette,  ed  inoltre  una  conica 
(di  un  secondo  piano)  passante  per  P  e  Q. 

17)  Due  quadriche  possono  toccarsi  al  più  in  quattro  punti  O,  P, 
Q,  Bf  senza  toccarsi  in  infiniti  punti;  ciò  accade,  se  le  quadriche  pas- 
sano per  gli  spigoli  di  un  quadrilatero  sghembo  semplice,  avente  i  vertici 
in  quei  punti.  Al  fascio  determinato  dalle  due  quadriche  appartengono 
due  coppie  di  piani.  Una  correlazione  muta  un  fascio  siffatto  in  un 
sistema  dello  stesso  tipo;  sicché  quel  fascio  è  insieme  fascio  e  schiera. 
Quali  ne  sono  le  quadriche  inviluppi  degeneri  f 

18)  Se  /  ss  0  è  Tequazione  di  una  quadrica,  ed  CT  —  0>  F  «  0  sono 
le  equazioni  di  due  piani,  sotto  la  forma  /  +  xZ7Fb:0sì  può  rappre- 
sentare ogni  quadrica,  che  passi  per  le  coniche  intersezioni  di  /  con  quei 
due  piani. 
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19)  Tre  quadriohe  contenenti  una  stessa  conica,  prese  a  due  a  due, 
danno  come  ulteriori  intersezioni  tre  coniche,  i  cui  piani  passano  per 
una  stessa  retta.  Quale  corollario  si  ottiene  se  la  conica  primitiva  è 
Fassoluto  f 

20)  L'equazione  /  -f  a^J'  «  0  rappresenta  una  quadrica  tangente 
alla  /  «  0  lungo  la  conica,  ohe  questa  quadrica  ha  in  comune  col  piano 
Z7  —  0.  Al  variare  di  x,  si  ottiene  un  fascio  di  quadriche,  a  cui  appar- 
tiene un  cono  ed  un  piano  doppio  U*  =  0.  Un  piano  generico  sega  il 
fascio  lungo  coniche  di  un  fascio-schiera  (n.^  260,  Oss.),  aventi  due  tan- 
genti comuni  le  quali  si  segano  nel  punto  ove  il  piano  è  toccato  da 
una  quadrica  del  fascio;  le  due  tangenti  sono  anzi  le  generatrici  di 
questa  quadrica.  Questo  sistema  di  quadriohe  è  duale  di  sé  stesso  ;  è. 
nel  tempo  stesso,  un  fascio  ed  una  schiera.  I  coni  circoscritti  alle  qua- 
driche del  sistema  da  un  punto  formano  un  fascio -schiera  di  coni,  che 
si  toccano  tutti  lungo  due  generatrici,  le  quali  appartengono  alla  qua- 
drica del  sistema  passante  per  il  punto. 

21)  Due  quadriche  Q\  Q" ,  le  quali  tocchino,  rispettivamente,  una 
terza  quadrica  Q  lungo  le  coniche  K',  K'\  si  segano  in  due  coniche,  i 

»    cui  piani  formano  un  gruppo  armonico  coi  piani  di  K\  K"  (Monoe, 
Chasles).  Caso  particolare  :  la  quadrica  Q  sia  un  cono  ;  questione  duale. 

22)  I  coni  circoscritti  ad  una  stessa  quadrica  da  due  punti  si  se- 
gano lungo  due  coniche. 

23)  Se  due  quadriche  (^ ,  Q"  sono  isoritte  in  uno  stesso  cono  Q, 
esse  sono  iscrìtte  in  un  secondo  cono  Qi  (teorema  duale  di  quello  con- 
tenuto nella  nota  a  pag.  616).  Le  due  quadriche  Q\  Q"  si  segano  lungo 
due  coniche,  i  cui  piani  dividono  armonicamente  i  piani  delle  coniche 
Q'Q*  Q"Q*  ^  i  PÌA^  delle  coniche  Q'Q^,  Q"Q^.  (Il  caso  particolare,  ohe  Q 
sia  il  cono  delle  rette  isotrope  uscenti  da  un  punto,  conduce  al  risultato 
del  n.  318,  es.  25)}. 

24)  Dualmente:  due  quadriche,  che  si  seghino  lungo  due  coniche, 
sono  iscritte  in  due  coni.  Caso  particolare  ohe  una  delle  coniche  sia  il 
cerchio  assoluto. 

26)  Dati  quattro  punti,  esistono  in  generale  otto  quadriche  ohe  pas- 
sano per  quelli,  e  toccano,  ciascuna  lungo  una  conica,  un  cono  od  una 
quadrica  Q  assegnata.  Come  si  possono  costruire  i  piani  delle  otto  co- 
niche f  Come  si  scrive  la  equazione  di  una  quadrica  soddisfacente  al 
problema f  (Cfr.  n.  260,  es.  23)).  Caso  particolare  che  Q  sia  il  cono  delle 
rette  isotrope  uscenti  da  un  punto  (n.^  318,  es.  26)). 

26)  Tradurre  per  dualità  il  risultato  generale  precedente  ;  si  vedrà, 
in  particolare,  che  per  una  conica  passano  generalmente  otto  quadriche 
tangenti  a  quattro  piani  assegnati.  Come  caso  più  particolare,  si  con- 
clude che  in  un  tetraedro  si  possono  iscrivere  otto  sfere. 

lY.  —  27)  I  piani  polari  di  un  punto,  rispetto  alle  quadriche  dì 
un  fascio,  formano  un  fascio  (il^  326).  I  fasci  di  piani,  che  si  ottengono 


«■^r 
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al  yariare  del  ponto,  sono  riferiti  proiettivamente  tra  loro,  quando  à 
riguardino  come  ooirispondenti  i  piani  polari  relativi  ad  una  stessa  qua- 
drìca.  In  particolare,  i  quattro  piani  di  uno  di  quei  fasci,  che  passano 
per  i  vertici  del  tetraedro  autoxK>lare  rispetto  alle  quadrìche  del  fascio, 
formano  un  doppio  rapporto  costante;  donde  segue  una  proprietà  note- 
vole degli  assi  di  quei  fasci  di  piani,  in  relazione  al  detto  tetraedro 
(n.""  162,  es.  80)). 

28)  Dualmente  :  i  poli  dì  un  piano,  rispetto  alle  quadrìche  di  una 
schiera,  formano  una  punteggiata  sopra  una  retta,  che  sega  il  piano  nel 
punto  ove  esso  è  toccato  da  una  quadrica  della  schiera.  Al  variare  del 
piano  varia  la  retta;  ma  le  punteggiate,  che  cosi  si  ottengono,  sono  tutte 
proiettive  tra  loro.  Sui  relativi  sostegni  le  quattro  facce  del  tetraedro 
autopolaie,  rispetto  alla  quadrìche  della  schiera,  determinano  un  doppio 
rapporto  costante. 

29)  Le  rette  polari  di  una  retta  fissa,  rispetto  alle  quadriche  dì 
un  fascio  (o  di  una  schiera),  costituiscono  un  sistema  di  rette  di  una 
quadrica  rigata,  che  passa  per  i  vertici  (o  tocca  le  facce)  del  tetraedro 
autopolare. 

30)  In  un  fascio  di  quadriche  vi  sono  generalmente  tre  quadriohe 
che  toccano  un  dato  piano  (n.^  326,  e)  )  ;  i  ponti  dì  contatto  determinano 
un  triangolo  tale,  che  i  lati  uscenti  da  un  vertice  sono  tangenti  coniu- 
gate rispetto  alla  quadrica  del  fascio  passante  per  quel  vertice. 

31)  Dualmente  :  in  una  schiera  di  quadrìche  vi  sono  generalmente 
tre  quadriche  che  passano  per  un  dato  punto  ;  i  relativi  piani  tangenti 
formano  un  triedro  tale,  che  gli  spigoli  giacenti  in  ona  faccia  sono  tan- 
genti coniugate  rispetto  alla  quadrica  della  schiera,  ohe  tocca  quella 
faccia. 

32)  Poiché  i  piani  tangenti  a  due  quadriche,  in  un  punto  ad  esse 
comone,  si  segano  in  ona  retta  che  è  tangente  alla  eorva  intersesione, 
il  risultato  precedente  può  enunciarsi  cosi:  e  sopra  una  quadrica  Q  di 
una  schiera,  le  altre  quadriche  della  schiera  segano  un  sistema  dì  curve 
tale,  che  per  ogni  punto  della  quadrica  Q  passano  due  curve  del  sistema, 
le  cui  tangenti,  in  quel  punto,  sono  coniugate  rispetto  a  Q  ». 

33)  Se,  in  particolare,  la  quadrica  Q  è  una  sfera,  le  due  curve  del 
sistema  uscenti  da  un  punto  generico  di  Q  si  segano  ivi  ortogonalmente. 
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Capitolo  in. 
Proprietà  dlametriiiU. 

328.  StiloM  di  una  quadrlca  col  plano  all' Infinito.  — 

Dobbiamo  ora  occuparci  delle  proprietà  metriche  delle  su- 
perjScie  di  secondo  ordine,  vale  a  dire  delle  relazioni  di  una 
quadrica  col  piano  all'  infinito  e  col  cerchio  assoluto  dello 
spazio. 

Una  quadrica 

(1)  aj^a?  +  a„y*  +  a^^z^  +  2a^^xy  +  2a^^xz  +  2a^^z 

4-  2a^^x  +  2a^^y  +  'ia^^.z  +  «44  =  0 

sega  il  piano  all'infinito  lungo  la  conica 

(2)  a,,a^^  +  a^^^  ^  ^^^  ^  2a^^xy  +  2a^^xz  +  2a^^z  =  0, 

come  risulta  trasformando  la  (1)  in  coordinate  omogenee 
(a?,  y,  Zj  t)  (n.®  297),  e  ponendo  poi  /  -=  0.  A  dir  vero,  la  co- 
nica è  rappresentata  dalla  (2)  insieme  all'equazione  ^  =  0; 
la  (2),  presa  a  sé,  rappresenta  nello  spazio  un  cono  del  se- 
condo ordine  col  vertice  nell'origine  0  (n.**  316),  precisa- 
mente il  cono  proiettante  da  O  la  conica  all'infinito  della  su- 
perficie. 

Questa  conica  (o  quel  cono)  può  essere  reale  e  non  de- 
genere, immaginaria  e  non  degenere,  oppure  spezzata  io  due 
rette  (^).  In  corrispondenza  distingueremo  tre  specie  di  qua- 
driche,  delle  quali  possiamo  esaminare  sin  d'ora  la  natura 
delle  sezioni  piane  ;  ci  appoggeremo,  a  tal  fine,  sulla  osser- 
vazione che  i  punti  all'infinito  della  conica  £,  sezione  dì  una 
quadrica  con  un  piano  proprio  ^r,  cadono  nelle  intersezioni 
della  retta  all'infinito  p^  di  ^  colla  conica  all'infinito  H^ 
della  superficie.  La  conica  E  è  adunque  ellisse,  parabola,  o 


(*)  Trattandosi  di  una  oonioa  all'infinito,  vanno  presi  in  esame  solo 
i  caratteri  praieMvi  di  essa. 
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iperbole,  secondo  che  la  retta  p^  è  estema,  tangente,  o  se- 
cante rispetto  alla  conica  H^. 

1  )  Se  la  conica  all'infinito  della  superficie,  H^ ,  è  im- 
maginaria non  degenere,  la  superficie  non  ha  punti  reaU  im- 
propri, e  dicesi  eììiasoide.  Essa  può  avere  punti  reali  propri 
(éUi88oide  reale]  fig.  1)  (^),  o  può  non  averne  alcuno  (eUis- 
$aide  immaginario)  (^).  Le  sezioni  piane  di  un  ellissoide  sono 
ellissi  (reali  o  immaginarie).  H  piano  tangente  all'ellissoide 
in  un  punto  sega  la  superficie  lungo  due  rette  immaginarie; 
tutti  i  punti  di  un  ellissoide  sono  ellittici;  Véllissoide  non 
possiede  rette  reali. 

2)  Se  la  conica  all'infinito,  H^ ,  è  reale  non  degenere, 
la  superficie  dicesi  iperboloide.  Un  iperboloide  possiede,  come 
sezioni  piane,  ellissi,  parabole  ed  iperboli,  secondo  la  posizione 
del  piano  secante.  Il  piano  tangente  ad  un  iperboloide  in  ud 
punto  può  segare  (come  vedremo  in  seguito)  la  superficie 
lungo  rette  reali  od  immaginarie. 

Nel  primo  caso  quel  punto,  e  quindi  ogni  punto  della 
superficie  è  iperbolico;  la  superficie  contiene  rette  reali,  e 
dicesi  iperboloide  rigalo,  o  iperboloide  ad  una  falda  (fig.  2). 
Nel  secondo  caso  ogni  punto  della  superficie  è  ellittico;  si 
ha  allora  Viperboloide  non  rigato,  o  iperboloide  a  due  falde 
(fig.  3). 

3)  Supponiamo  infine  che  la  conica  all'infinito,  H^, 
si  scinda  in  due  rette.  La  superficie  tocca  allora  il  piano 
all'infinito  nel  punto  (o  nei  punti),  che  le  due  rette  hanno 
in  comune,  e  dicesi  paraboloide. 

Vanno  qui  distinti  tre  casi,  secondo  la  natura  delle 
due  rette  componenti  H^ .  Infatti  le  due  rette  possono  esser 


(^)  liO  figure,  qui  indicate,  si  trovano  riunite  nella  Tavola  annessa  s 
questo  volume.  Esse  sono  riproduzioni  di  modelli  appartenenti  al  Gabi- 
netto di  Geometrìa  dell'Università  di  Roma,  e  provenienti  dalla  Casa 
Martin  SchiUing  in  HaUe  a.  S.  (già  L.  BriU  in  Darmstadt).  D  Sig.  Solài- 
]ing  ha  gentilmente  accordato  il  permesso  di  questa  riproduxìone. 

(')  Ad  es.»  trattando  delle  sfere,  che  sono  particolari  elliasoidi,  ab- 
biamo distinto  sfere  reali  e  sfere  immaginarie. 
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reali  e  distinte,  secantisi  in  un  punto  G^^  ;  questo  punto,  e 
quindi  ogni  altro  punto  della  superficie  è  iperbolico,  e  la  su- 
perficie dicesi  paraboloide  iperbolico,  o  paraboloide  rigato 
(fig.  5).  La  sezione  piana  generica  di  un  paraboloide  iperbo- 
lico è  una  iperbole;  risulta  una  parabola,  se  il  piano  passa 
per  Cqo  .  Oppure  le  due  rette  componenti  la  conica  B^  sono 
immaginarie,  secantisi  in  un  punto  reale  C^  ;  la  superficie, 
di  cui  ogni  punto  è  ellittico,  dicesi  allora  paraboloide  eUit- 
ticOj  o  paraboloide  non  rigato  (fig.  4).  La  sezione  piana  gè- 
nerica  di  un  paraboloide  ellittico  è  una  ellisse;  solo  i  piani 
passanU  per  C^o  segano  la  superficie  lungo  parabole.  Final- 
mente, le  due  rette  componenti  H^  possono  essere  reali  e 
coincidenti  ;  in  tal  caso  ogni  punto  della  superficie  è  para- 
bolico, e  la  superficie  è  un  cono  (n.®  320)  col  vertice  all'in- 
finito (sulla  retta  in  cui  quelle  due  coincidono),  ossia  un  ci- 
lindro, e  precisamente  un  cilindro  parabolico,  perchè  le  se- 
zioni piane  generiche  del  cilindro  sono  parabole. 

A  parte  quest'ultimo  caso,  nella  discussione  non  ab- 
biamo tenuto  conto  delle  quadriche  degeneri.  Il  lettore 
vedrà  però  subito,  che  un  cono  a  vertice  proprio  appartiene 
alla  categoria  degli  ellissoidi  o  degli  iperboloidi,  secondo 
che  il  cono  non  ha  od  ha  punti  reali  fuori  del  vertice,  se- 
condo che  il  cono  è  imma^finario  o  reale  ;  un  piano  generico 
sega  un  cono  immaginario  secondo  una  conica  (ellisse)  im- 
maginaria, e  un  cono  reale  secondo  una  conica  reale,  che 
può  esser  ellisse,  parabola  od  iperbole,  in  relazione  alla  po- 
sizione del  piano.  I7n  cono  a  vertice  improprio,  ossia  un  ci- 
lindro, appartiene  alla  categoria  dei  paraboloidi  iperbolici, 
se  il  piano  all'infinito  sega  il  cilindro  lungo  rette  reali  e  di- 
stinte, nel  qual  caso  le  sezioni  piane  generiche  sono  iperboli 
(cilindro  iperbolico);  alla  categoria  dei  paraboloidi  ellifctici, 
se  il  piano  all'infinito  sega  il  cilindro  secondo  rette  imma- 
ginarie, nel  qual  caso  le  sezioni  piane  del  cilindro  sono  el- 
lissi (cilindro  éUittico)]  finalmente  il  cilindro  è  parabolico, 
come  sopra  si  disse,  se  il  piano  all'infinito  lo  tocca  lungo 
una  generatrice. 
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OtiervailoM.  —  Si  possono  chiedere  i  criteri  analitici, 
che  valgono  a  decidere  se  una  qnadrica  data  appartiene 
all'una  o  all'altra  delle  famiglie  sopra  considerate.  Questi 
criteri  saranno  stabiliti  in  seguito,  come  pure  in  seguito  si 
ritornerà  sulla  discussione  precedente,  allo  scopo  di  esami- 
nare con  cura  le  forme  delle  superficie  sopra  nominate.  Per 
ora  limitiamoci  a  notare  che  la  quadrica  (1)  è  un  parabo- 
loide se  la  sua  conica  all'infinito  (2)  si  scinde  in  due  rette  ; 
dovrà  a  tal  fine  annullarsi  il  discriminante  della  (2)  (n.o  242), 
cioè  il  determinante 
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che  si  riconosco  essere  il  «complemento  algebrico  di  a^  nel 
discriminante  della  (1).  Dunque:  la  condizione  perchè  ìa  qua- 
drica (1)  sia  im  paraboloide  è  espressa  da 

Au  "=  0. 

329.  SeilMl  di  una  quadrica  con  plani   iwrallell.  —  Si 

considerino  le  coniche  segate  sopra  una  quadrica  da  una 
serie  di  piani  paralleli.  Queste  coniche  hanno  gli  stessi  punti 
all'infinito,  precisamente  quei  punti  ove  la  retta  all'infinito, 
comune  ai  loro  piani,  incontra  la  conica  all'infinito  della 
superficie;  in  conseguenza  quelle  coniche  sono  tutte  della 
stessa  specie  (ellissi,  iperboli  o  parabole).  Si  suol  dire  inoltre, 
tenendo  conto  del  n.°  296,  che  le  coniche  segate  sopra  una 
qiMtdrica  da  pia/ni  paràUeli  sono  omotetiche.  Occorre  tuttavia 
avvertire  che  una  omotetia  reale,  trasformante  una  conica 
nell'altra,  esiste  soltanto  se  le  due  coniche  che  si  conside- 
rano sono  entrambe  reali  (o  entrambe  immaginarie),  e  se 
inoltre,  quando  siano  iperboli,  il  tratto  di  retta  all'infinito, 
intemo  all'una  conica,  riesca  pure  intemo  all'altra  (^).  In 
ogni  caso,  confrontando   due  di   quelle  coniche,  è  sempre 


(^)  Il  caso  opposto,  come  si  vedrà,  può  presentArsi  nelle  quadrìche 
rigate  <fp«fl>oloide  o  paraboloide). 
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vero  che  gli  asintoti  dell'una  sono  paralleli  agli  asintoti  del- 
l'altra, e  diametri  coniugati  dell'una  sono  parallèli  a  dia- 
metri coniugati  dell'altra. 

Sotto  questa  forma  la  proprietà  sussiste  pure  se  una 
delle  due  coniche  degenera,  nel  qual  caso  il  relativo  piano 
è  tangente  alla  quadrica,  e  le  coppie  di  diametri  coniugati 
divengono  coppie  di  tangenti  coniugate  (n.^  312).  Risulta 
così  che  le  coppie  di  tcmgenii  coniugale  ad  una  quadrica  in 
un  punto  sono  pa/ralUHe  alle  coppie  di  diametri  coniugati  di 
una  conica  segata  da  un  piano  pa/ràUélo  al  pia/no  tangente  in 
qud  punto. 

330.  Piani  dlamttrall.  —  Un  punto  all'infinito  P«  ha, 
rispetto  ad  una  quadrica,  un  piano  polare,  che  contiene  i 
punti  medi  di  tutte  le  corde  aventi  la  direzione  di  P^, 
Dunque  : 

I  punti  medi  di  un  sistema  di  corde  parallèle  di  una  qua- 
drica  stcmno  in  un  medesimo  pianOj  che  dicesi  piano  diame- 
troie,  precisamente  piano  diametrale  coniugato  con  ciascuna  di 
quelle  corde.  La  conica  (reale  od  immaginaria),  secondo  cui 
la  quadrica  è  segata  da  un  piano  diametrale,  è  luogo  dei 
punti  di  contatto  delle  tangenti  parallele  aUe  corde  che  il 
piano  biseca. 

Sia 

(1)       aua^  +  —  +  2ai2xy  +  ...  +  2aux  -f  ...  +  a44  =  0 

la  equazione  della  quadrica,  in  coordinate  cartesiane  ordi- 
narie, e  sia 

una  retta  uscente  dall'origine.  H  piano  polare  del  punto  al- 
l'infinito (Ij  m,  n,  0)  della  retta,  ossia  il  piano  diametrale 
coniugato  alla  retta  (2)  ed  alle  paraUele,  ha  l'equazione 

(3)  l(aiix  4-  oitjf  +  aizz  +  au)  +  m(a^x  +  «22^  +  a^^i  +  «24) 

4-  n(aziX  +  a^y  +  a^^z  +  au)  =  0. 

Considerando,  in  particolare,  i  punti  all'infinito  degli  assi 
cartesiani  (1,  0,  0,  0),  (0,  1,  0,  0),  (0,  0,  1,  0),  si  ha  il  risul- 


630  PABTB  ▼,  GAP.  in»  Nif.  331,  332,  333 

tato:  i  piani  diametrali  coniugati  cogli  assi  x,  y,  z  hanno j 
rispettivamentej  le  equazioni 

anX  +  any  +  aizz  +  au  =  0, 
(3)  a^iX  +  a  Jay  4-  «28^  +  «24  —  0, 

a 81  a?  4-  at^y  +  ^88«  +  az4  =  0, 

ottenute  annullando  le  semiderivtUe  parziali,  rispetto  ad  x,  y,  z, 
del  polinomio  (1)  ;  V equazione  di  ogni  altro  piano  diametraie  è 
una  combinazione  lineare  di  quelle  tre. 

831.  OMtro.  —  Oli  infiniti  piani  diametrali  di  una  qua- 
drica  (ossia  i  piani  polari  dei  ponti  all'infinito)  passano  per 
uno  stesso  pu/nto^  polo  dd  piano  aUHnfinito,  che  dioesi  e^nJtro 
della  quadrica.  H  centro  0  è  proprio  negli  ellissoidi  e  negli 
iperboloidi,  che  non  toccano  il  piano  all'infinito,  ed  è  centro 
dì  simmetria  per  la  superficie  ;  ogni  corda  di  questa,  passante 
per  0,  ha  in  C  il  punto  medio,  ed  ogni  conica,  segata  da  un 
piano  per  O,  ha  in  (7  il  suo  centro.  Al  contrario,  nei  para- 
boloidi  (non  degeneri),  che  toccano  in  un  punto  il  piano 
all'infinito,  il  centro  0  coincide  con  questo  punto  improprio, 
e  non  dà  luogo  evidentemente  ad  una  simmetria.  D'accordo 
con  ciò,  si  dice  talora  che  gli  ellissoidi  e  gli  iperboloidi  sono 
superficie  dotate  di  centro,  i  paraboloidi  sono  privi  di  centro  ; 
altre  volte  si  dice  che  questi  ultimi  hanno  il  centro  impro- 
prio. I  piani  diametrali  di  un  paraboloide  formammo  una  steiBa 
impropria. 

Le  coordinate  del  centro  della  quadrica  (1)  si  ottengono 
risolvendo  le  equazioni  dì  tre  piani  diametrali,  che  non  for- 
mino  fascio,  ad  es.  dei  tre  piani  (4)  del  n.^  precedente.  Si 
trovano  cosi  le  coordinate 

Au  AiA  Au 

(5)  *o  =  3;^,        yo-J^,        *»  =  37*' 

dove  le  Aìh  sono  i  soliti  minori  del  discriminante.  Il  centro 
è  improprio  quando  Aaa  =  0,  quando  cioè  la  quadrica  è  un 
paraboloide  (n.^^  328,  Oss.),  ed  ha  allora  le  coordinate  omogenee 
{Ai^  A24,  ^84,  0).  È  indeterminato  quando  Au  =»  ^x4  »  Au 
=:  Au  »  0,  nel  qual  caso  risulta  pure  ^4  »  0,  e  la  quadrica 
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(che  appartiene  alle  categorie  dei  paraboloidi  e  dei  coni)  è  un 
cilindro;  un  cilindro  ha  efiettivamente  infiniti  centri  situati 
sopra  una  retta^  propria  se  il  cilindro  è  ellittico  o  iperbolico, 
impropria  se  il  cilindro  è  parabolico.  In  un  cono  a  vertice 
proiNrio,  il  centro  coincide  col  vertice. 

332.  Diametri.  —  Le  rette  passanti  per  il  centro  di  una 
quadrica  diconsi  diametri,  I  dia/metri  di  un  pa/ràboloide  sono 
tutti  paralleli  tra  loro. 

Poiché  ogni  diametro  p  passa  per  il  centro  C  della  qua- 
drica,  la  retta  p%  polare  di  p  rispetto  alla  superficie,  starà 
nel  piano  polare  di 
C,  cioè  nel  piano 
allUnflnito;  e  vice- 
versa. I  diametri 
possono  dunque  de- 
finirsi come  le  rette 
polari  delle  rette  al- 
l'infinito. 

Sia  p  un  dia- 
metro, e  p^oo  ne  sia 
la  rettapolare.Ogni 
pxmto  P  di  p  è  coniugato,  rispetto  alla  superficie,  ad  ogni 
punto  P'  OD  di  p^  od;  in  P  cade  dunque  il  punto  medio  della 
corda  intercettata  dalla  superficie  sulla  retta  PP^o».  Segue 
che  P  è  centro  deUa  conica  J5?,  segata  sulla  superficie  dal 
piano  fr  =  Pp^^. 

Facendo  variare  il  punto  P  lungo  p,  risulta  che  U  luogo 
dei  centri  deUe  spioni  di  una  quadrica^  ottenute  con  una  serie 
di  piani  paralleli^  è  un  diametro^  il  quale  dicesi  coniugato 
con  ciascuno  di  quei  piani.  Due,  tra  i  detti  piani,  toccano 
la  superficie  nei  punti  ove  questa  è  segata  dal  diametro. 

833.  Cono  asintotico.  —  Il  ragionamento  precedente  cade 
in  difetto  se  il  diametro  p  sega  la  retta  polare  p'^ .  In  tal 
caso  p  è  tangente  alla  superficie  nel  punto  all'infinito  pp'an 
(n.  312). 

I  diametri  tangenti  ad  una  quadrica  costituiscono  il 
cono  circoscritto  alla  quadrica  dal  centro,  cono  che  tocca 
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la  superficie  lungo  la  conica  all'infinito  di  questa,  e  dicesi 
cono  tMìfUotioo.  Scartando  il  caso  del  paraboloide  (per  cui  il 
detto  cono  degenera  nel  piano  all'infinito  contato  due  volte), 
risulta  che  il  cono  asintotico  si  ottiene  proiettando  dal  centro 
la  conica  all'infinito  della  quadrica,  od  anche  conduoendo 
per  il  centro  le  parallele  alle  rette  (reali  od  immaginarie), 
che  la  superficie  possiede.  Il  detto  cono  è  reale  negli  iper- 
boloidi, immaginario  negli  ellissoidi.  I  piani  tangenti  al  cono, 
lungo  le  singole  generatrici,  toccano  la  superficie  nei  punti 
all'infinito  di  queste,  e  diconsi  piani  asintotici;  ciascuno  di 
essi  sega  la  superficie  lungo  due  rette  parallele  (reali  od  im- 
maginarie). 

Un  piano  generico  dello  spazio  sega  la  quadrica  ed  il 
cono  asintotico  in  due  coniche,  che  hanno  gli  stessi  punti 
all'infinito  e  gli  stessi  asintoti  (sezioni  del  detto  piano  coi 
piani  asintotici,  che  toccano  la  quadrica  in  quei  due  punti). 
Le  due  coniche  sono  adunque  concentriche  ed  omotetiche 
(n.<^  296);  l'affermazione  vale  tenendo  presente  però  la  re- 
strizione esposta  al  n.®  329. 

Data  la  equazione  (1)  (n.°  328)  di  una  quadrica,  per 
formare  l'equazione  del  cono  asintotico,  si  ricordi  che  la  (2) 
del  n.^  328  rappresenta  il  cono  proiettante  dall'origine  la  co- 
nica all'infinito  della  superficie.  Si  trasporti  ora  questo  cono 
parallelamente  a  so  stesso,  finché  il  vertice  coincida  col 
centro  (xo,  yo,  Zo)  della  quadrica  (n.^  331,  (6));  si  otterrà  il 
cono  asintotico,  la  cui  equazione  è  dunque  (cfr.  n.°  263)  (^) 

(6)  au  {x  —  xof  +  a22  (y  —  yo)*  +  a^  (z  —  z^f 

+  2ai2  (x  —  xa)  (y  —  j/o)  +  2ai3  (x  —  a?o)  («  —  «o) 
+  2028  (y  —  yo)  (z  —  Zq)  =  0. 
834.  Coppie  di  piani  diametrali  coniugati.  —  Due  piani 
diametrali  di  una  quadrica  qualsiasi  diconsi  coniugaii  se  cia- 


(^)  Se  / (Xf  y,  »)  =0  k  Tequazione  della  quadrica,  Tequasione  del 
cono  asintotico  può  pure  scrìversi  sotto  la  forma 

ohe  sì  giustifica  imitando  il  ragionamento  esposto  nella  Oss.  al  nS^  268 
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senno  contiene  il  polo  dell'altro  {n.^  310),  in  altre  parole,  se 
ciascnno  è  parallelo  alle  corde  bisecate  dall'altro.  Per  un  dia- 
metro  passano  infinite  coppie  di  piani  diametrali  coniugati; 
esse  formano  una  involuzione^  i  cui  pia/ni  doppi  sono  i  pia/ni 
(asintotici  ossia)  tangenti  eondotU  per  quel  diametro  (n.^  310). 

Per  costruire  una  coppia  di  piani  diametrali  coniugati, 
passanti  per  un  diametro  p,  conviene  proceder  cosi.  Si  co- 
struisca anzitutto  un 
piano  w  coniugato  a  p, 
contenente  cioè  la 
retta  p'  oo  polare  di  p. 
Il  piano  n  sega  la  qua- 
drica  lungo  una  co- 
nica JBT,  che  ha  il  cen- 
tro nel  punto  C  =  pir 
(n.»  332).  Si  condu- 
cano ora  due  diametri 
coniugati  r,  s  della 
conica  JBT,  e  siano  £00 , 
800  i  loro  punti  all'in- 
finito. Poiché  la  retta 
polare  di  £«  rispetto  a  JE^  è  la  «,  il  piano  polare  di  £00  rispetto 
alla  quadrica  passerà  per  s  ;  esso  passa  inoltre  per  p,  giacché 
£00  sta  su  p^oo;  il  detto  piano  sarà  dunque  p=:ps.  Simil- 
mente si  vede  che  il  piano  polare  di  8ao  rispetto  alla  qua- 
drica è  (7  ~  pr.  E  si  conclude  che  i  due  piani  diametrali  p  e  <7, 
di  cui  ciascuno  contiene  il  polo  dell'altro,  sono  coniugati.  In 
breve:  i  piani  diametraK  coniugati^  passaci  per  un  dior 
metro  p,  si  ottengono  congiungendo  p  ooUe  coppie  di  diametri 
coniugati  della  conica  K,  sega^  da  un  piano  coniugato  a  p. 

S36.  Terne  di  plani  diametrali  coniugati.  —  Esaminiamo, 
in  particolare,  il  caso  che  la  quadrica  abbia  centro  proprio  C  ; 
allora,  tra  i  piani  coniugati  col  diametro  p,  ve  ne  sarà  uno 
(proprio)  7c  passante  per  il  centro  C.  Questo  piano  diome- 
trale  n  dicesi  coniugato  col  diametro  p,  e  p  è  il  diametro 
coniugato  col  piano  diametrale  tc.  In  una  quadrica  a  centro^ 
ad  ogni  diametro  corrisponde  un  piano  diametrale  coniugaiOj 
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il  qìiàle  ha  il  polo  nd  punto  allHnftnito  del  diametro^  e  biseca 
le  corde  parallele  a  questo.  H  punto  aJPinflnito  del  diametro 
e  la  retta  all'influito  del  piano  diametrale  8i  corrispondono 
nella  polarità  piana  determinata  dalla  conica  all'infinito 
della  Buperflcie;  o,  in  altre  parole,  il  diametro  ed  il  piano 
diametrale  si  corrispondono  nella  polarità  che  il  cono  asin- 
totico determina  entro  la  stella  0.  Applichiamo  ora  al  piano 
diametrale  jc  ed  alla  conica  Ky  che  esso  sega  snUa  8ui>er- 
fide,  le  considerazioni  del  n."  precedente.  Se  r,  «  sono  due 
diametri  coniugati  di  K^  vale  ancora  il  risultato  che  i  loro 
punti  all'infinito  jB^o,  £foo  hanno  come  piani  i>olari  p=:pSj 
<'=pr.  Ma,  questa  volta,  si  può  aggiungere  che  il  punto 
all'infinito  Poo  di  p  ha  come  piano  polare  uc  =  r  «.  n  triedro  prs 
ha  dunque  la  proprietà  che  ogni  sua  faccia  ha  per  polo  il 
punto  idl'infinito  dello  spigolo  opposto,  e  biseca  le  corde 
parallele  a  questo  spigolo  ;  esso  è  un  triedro  diametrale  auto- 
coniugato  (n.°  314),  le  sue  facce  costituiscono  una  tema  di 
piani  diametrali  coniugati^  i  suoi  spigoli  una  tema  di  dia- 
metri  coniugati.  Ciascuna  faccia  del  triedro  sega  la  quadrica 
in  una  conica,  di  cui  due  diametri  coniugati  sono  gli  spigoli 
giacenti  su  quella  faccia. 

Se  poi,  insieme  al  triedro,  consideriamo  il  piano  all'in- 
finito, che  è  il  piano  polare  del  vertice,  abbiamo  un  parti- 
colare tetraedro  autopolare  rispetto  alla  quadrica  (n.°  314)  ; 
i  vertici  all'infinito  di  esso  formano  un  triangolo  autopolare 
rispetto  alla  conica  all'infinito  della  superficie.  Viceversa, 
im  siffatto  triangolo,  insieme  al  centro  della  superficie,  dà 
un  tetraedro  autopolare,  le  cui  facce  proprie  sono  tre  piani 
diametrali  mutuamente  coniugati.  Si  conclude: 

Una  quadrica  a  centro  possiede  infinite  teme  di  piani 
diametrali  coniugati;  queste  si  ottengono  proiettando  dal 
centro  gli  infiniti  triangoli  avitopolari  rispetto  aUa  conica  al- 
VinfinUo  della  superficie. 

Otfdrviiione.  —  La  nozione  di  piani  diametrali  coniu- 
gati vale  anche  per  i  coni  a  vertice  proprio,  e  non  diffe- 
risce dalla  nozione  di  piani  coniugati,  cui  conduce  la  teoria 
della  polarità  rispetto  al  cono   (n.^^  317).  In  particolare,  si 
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noti  che  due  o  tre  piani  diametrali  mutuamente  coniugati, 
rispetto  ad  una  quadrica  a  centro,  sono  pure  coniugati  ri- 
spetto al  cono  asintotico^  e  viceversa. 

S36.  Plani  principali.  —  Sappiamo  (n.""  330)  che  ogni  piano 
diametrale  divide  per  metà  le  corde  aventi  una  data  dire- 
zione. Se  quel  piano  è  perpendicolare  a  queste  corde,  esso 
dicesi  piano  prindpàley  ed  è  un  piano  di  simmetria  della 
superficie.  Sappiamo  inoltre  (n.^  332)  che  ogni  diametro 
contiene  i  centri  delle  coniche  segate  dai  piani  (coniugati 
con  esso)  aventi  una  data  giacitura.  Se  quel  diametro  è 
perpendicolare  a  questi  piani,  esso  dicesi  asse  della  super- 
ficie, ed  è  un  asse  di  simmetria  per  la  quadrica.  Noi  ci 
proponiamo  ora  la  ricerca  analitica  dei  piani  principali  e 
d^li  assi  di  una  quadrica. 

Bicordiamo,  a  tal  fine,  che,  data  la  equazione  dì  una 
quadrica 

(1)      aua?  +  . . .  +  2ai£xy  -f  . . .  +  2ai4a?  +  . . .  +  «44  =  0, 
il  piano  diametrale  coniugato  alla  corda 

^^^  T^m-^  n  ' 

ed  alle  sue  parallele,  ha  (n.^  330)  l'equazione 

(3)     (Olia?  +  auy  +  ai^  +  au)l  +  {a^^x  +  a^^y  +  a^^z  +  a^^)m 

+  {okìX  +  atsjf  +  Ot^f^  +  ^34)  ti  =  0, 

ossia,  ordinando  rispetto  a  a;,  y,  z^ 

(3')  {ani  +  asifn  +  a9in)x  +  {€^1  +  ossm  +  a9s^)y 

4-  (aizl  +  a2xfln  +  as^)z  +  {aid  +  a^m  +  <*8ìH)  =•  0, 
Affinchè  il  piano  (3^  risulti  perpendicolare  alla  retta  (3), 
deve  essere,  nella  ipotesi  di  coordinate  ortogonali, 

ani  +  OtHifif^  +  agiti  _  avi  +  a^sUfif^  +  ajg^      a\ji  +  OsatTi  +  assH 
l  ""  w  ""  n 

Indicando  con  h  il  valore  comune  delle  tre  frazioni,  svi- 
luppando e  ordinando  rispetto  a  I,  m,  n,  otteniamo  le  equazioni 

(au  —  Jfc)  I  +       Ofxm       +       asin      «•  0, 
(é)  \  aii       +  (022  —■h)m+       aasn      »  0, 

aiai        +       Otm       +  (a»8  —  *)n  —  0, 


089 
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le  quali,  oltre  alle  inoognite  ly  m,  n,  di  cai  mteressano  solo 
i  rapporti,  contengono  l'incognita  ausiliare  k.  Per  risolvere 
un  siffatto  sistema,  conviene  eliminare  anzitutto  l^m,  n;  si 
ottiene  cosi  l'equazione  di  terso  grado  in  k 


(5) 


an  —  k        ai2  Oig 

^21        ^2  —  k        dgi 
dzi  (hi         Asd  —  k 


0, 


che  interviene  ad   ogni  passo   nello   studio  delle  proprietà 
metriche  delle  quadriche,  e  si  suole  indicare  brevemente  con 


(5) 


A  {k)  -  0. 


Sviluppata  e  ordinata  rispetto  a  i,  essa  si  presenta 
sotto  la  forma 

dove  Au  è  il  noto  determinante  del  terzo  ordine,  e  dove  si 
è  posto,  per  brevità, 


(6) 


J« 


(hi 


«12 
«22 


+ 


«11 
«SI 


«18 
«SS 


+ 


«22 
««2 


«2S 
«SS 


«11«22  +  «11«8S  +  «22«8S  —  «12*  —  «18?  —  «2Ì*- 


Indichiamo  con  ii,  ib2,  k$  le  radici  dell'equazione  (5). 
Una  qualsiasi  di  esse,  ad  es.  ibi,  sostituita  al  posto  di  k 
nelle  (4),  fa  si  che  una  delle  (4)  diventi  conseguenza  delle 
rimanenti  due  ;  si  potranno  dunque  calcolare  valori  non  tutti 
nulli  di  I,  m,  n,  che  verifichino  insieme  le  (4).  Questi  va- 
lori, sostituiti  nella  (3),  o  (3'),  danno  l'equazione  di  un 
piano  principale.  Concludiamo  che  una  quadrica  possiede, 
in  generale,  tre  piani  principali. 

Ma  si  può  affermar  di  più,  che  questi  piam  sono  sempre 
reali.  Basta  perciò  assicurarsi  che  siano  tali  le  tre  radici 
il,  kty  kz  della  (5).  Ora,  che  cosi  sia,  risulta  da  un  noto  teo- 
rema d'algebra,  il  quale  insegna  che  la  equazione  di  grado  f» 
(qui  n  »  3),  ottenuta  uguagliando  a  zero  un  determinante 
simmetrico  di  ordine  n  (ad  elementi  tutti  reali)  ai  cui  eie- 
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menti  principali  sia  aggiunta  la  incognita  (qui  —  i),  ha  tutte 
le  Bue  n  radici  reali  (^). 

Però,  nel  caso  presente,  non  occorre  nemmeno  ricorrere 
a  quel  teorema,  bastando  al  nostro  scopo  il  ragionamento 
che  segue,  nel  quale  dovremo  tuttavia  distinguere  le  qua- 
driche  a  centro  dai  paraboloidi. 

837.  Pimi  principali  delie  quaiirlciie  a  centro.  —  Sup- 
posto che  la  nostra  superficie  abbia  un  centro  proprio  0,  si 
osservi  anzitutto  che  è  certo  reale  una  delle  radici  dell'equa- 
zione (5),  o  (5'),  di  grado  dispari  a  ooeffioienti  reali.  A  questa 
radice  corrisponde  un  piano  principale  reale  Jt,  piano  proprio 
giacché  contiene  il  centro  0  ;  il  diametro  p  coniugato  a  n,  è,  per 
ipotesi,  perpendicolare  a  n  (v.  flg.  di  pag.  633).  H  piano  uc  sega 
la  quadrica  lungo  una  conica  £,  che  ha  il  centro  C.  Questa 
conica  possiede  certo  due  diametri  reali  r,  8  coniugati  e  per- 
pendicolari tra  loro,  che  sono  mH  della  conica  (n.^  266). 
Consideriamo  ora  il  triedro  reale,  trirettangolo,  prs^  esso  è 
autoconiugato  rispetto  alla  superficie  (n.^  335)  ;  ciascuna  faccia 
dunque  divide  per  metà  le  corde  parallele  allo  spìgolo  op- 
posto, cioè  perpendicolari  alla  faccia  stessa  ;  ciascuna  faccia 
è,  in  conseguenza,  un  piano  principale  della  superficie.  E  si 


(^)  Fra  le  tante  dimostrazioni  che  furono  date  di  quel  oelebre  teo- 
rema, rìproduoiamo  qui»  per  comodità  del  lettore,  la  seguente,  limitan- 
doci al  caso  particolare  che  ci  interessa. 

Supposto  di  ayer  calcolato  una  radice  k  della  (6),  ed  i  corrispon- 
denti  valori  non  tutti  nuUi  di  l,  f»»  f»*  soddisfacenti  al  sistema  (4)  in  cui 
al  posto  di  X;  si  sia  sostituito  il  valore  trovato,  indichiamo  con  V,  m',  n' 
i  valori  coniugati  di  Z,  m,  n  (valori  che  coincidono  con  I»  «i»,  n,  se  questi 
sono  reali).  Ora  moltiplichiamo  ordinatamente  le  (4)  per  1%  ft»^  n%  e  som- 
miamo membro  a  membro.  Otterremo 

a,,»'  4-  o^rMnf  +  a^wn,'  +  a„(Im'  +  Vm)  +  a^J^n  +  Vn) 
+  a^{,wa'  +  *»'n)  =  fc(ir  +  wm'  +  wn'), 

nella  quale  il  primo  membro  ed  il  coefBiciente  di  k  sono  certamente  reali, 
perchè  tali  sono  ir, . . .»  Im'  +  Vm, .  • .  (anche  quando  I,  m,  n  fossero  com- 
plessi). Inoltre  K',  ifiti»^  un'  sono  -^  0,  e  certo  non  tutti  e  tre  nulli, 
che  altrimenti  sarebbe  I  »  m  =  n  =  0,  contro  la  ipotesi  ;  dunque  il  coef- 
ficiente di  Kp  è  diverso  da  zero.  Ora  Tequazione  precedente,  risolta  rispetto 
a  Ap,  dà  per  "k  un  valore  reale;  è  quindi  vero  ciò  che  si  era  affermato. 
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hanno  cosi  i  tre  piani  principali  che  una  quadrica  possiede. 
Concludiamo: 

Una  quadrioa  a  eentro  possiede  tre  piani  principali  reali^ 
i  qwdi  costUuisoono  un  triedro  trirettangolOj  autoeoniugcUo  ri- 
spetto  alla  superficie.  È  questa,  in  generale,  la  sola  terna  di 
piani  diametrali  mutuamente  coniugati  e  perpendicolari. 

Gli  spigoli  del  triedro,  cioè  i  diametri  coniugati  e  i>er- 
pendicolari  ai  singoli  piani  principali,  sono  assi  della  sui>er- 
flcie  (n.^  336);  vertici  diconsi  i  punti,  ove  gli  assi  segano  la 
quadrica.  Il  piano  tangente  alla  quadrica  in  im  vertice  è 
perpendicolare  al  relativo  asse.  Gli  assi  ed  i  vertici  situati 
in  un  piano  principale  sono  assi  e  vertici  per  la  conica  se- 
zione principale  della  quadrica  con  quel  piano. 

Osterviiione.  —  Il  teorema  e  le  considerazioni  precedenti 
sussistono  anche  per  i  coni  a  vertice  proprio.  Ogni  cono  sif- 
fatto possiede  tre  piani  reali  di  simmetria,  o  piani  prineipaUf 
passanti  per  il  vertice.  I  piani  principali  di  una  quadrica  a 
centro  sono  pure  piani  principali  del  cono  asintotico. 

888.  PiMi  priiiciptii  di  un  paraboloide.  —  Esaminiamo, 
in  secondo  luogo,  U  caso  dei  paraboloidi.  Eiprendiamo  l'equa- 
zione 
(5)  A  (fc)  =  0 

del  n.^  336,  ed  osserviamo  che,  nella  ipotesi  attuale,  la  (5) 
ha  una  radice  ki  =  0,  perchè  il  termine  noto  Au  della  (50  si 
annuUa  quando  la  quadrica  è  un  paraboloide  (n.^  328,  Oss.). 
Sostituiamo  ora  la  radice  A;i  =  0,  al  posto  di  ft,  nelle  (4) 
del  n.°  336;  esse  divengono 

Ì^u^  +  ai2m  +  aizn  =  0, 
a2il  +  a^^m  -f  a^^n  =  0, 
az\l  +  a^m  +  a^zn  =  0, 

e  coesistono,  nel  nostro  caso,  per  valori  non  tutti  nulli 
di  {,  m,  n.  Calcolati  questi  valori,  formiamo  con  essi  l'equa- 
zione (30  del  n."^  336,  la  quale  rappresenta,  secondo  la  teoria 
generale,  un  piano  principale.  Attualmente  però  la  (3'),  te- 
nuto conto  delle  (40>  diviene 

Oa;  -f  Oy  +  0«  +  (auZ  +  «24^  +  a^n)  =  0, 


PIANI  FBIKCIFALI  DBLLB  QUADBIGHB  639 


e  rappresenta  (supposto  non  nnUo  il  trinomio  tra  parentesi, 
con  che  vengono  scartati  i  cilindri^  n.<>  331)  il  piano  all^infl- 
nitOy  come  risulta  introducendo  coordinate  omogenee.  Un  tal 
piano  si  riguarda  però  come  una  soluzione  estranea  del  pro- 
blema, e  ci  si  limita  a  considerare  i  due  piani  principali  pro- 
venienti dalle  due  radici  non  nulle  della  (5).  Ohe  questi  siano 
reali,  risulta  dalla  considerazione  geometrica  seguente,  oltre 
che  dal  teorema  algebrico  menzionato  alla  fine  del  n«°  336. 
Bicordando  che  i  diametri  di  un  paraboloide  sono  tutti 
paralleli  tra  loro,  consideriamo  i  piani  perpendicolari  ad  essi, 
e  costruiamo  il  diametro  p  che  è  coniugato  a  quei  piani; 
esso  sarà  un  asse,  anzi  il  solo  asse  del  paraboloide  (n.^  336). 
L'asse  sega  il  paraboloide  in  un  pimto  proprio,  detto  verticey 
ove  il  piano  tangente  è  normale  all'asse,  e  nel  centro  all'in- 
finito della  quadrica.  Sia  poi  k  uno  dei  piani  perpendicolari 
a  p,  e  sia  £  la  conica  segata  da  esso  sulla  superficie,  conica 
che  ha  il  centro  nel  punto  proprio  pn  (v.  fig.  di  pag.  633). 
Se  r  ed  9  sono  gli  assi,  certo  reaU,  di  iT,  e  JB» ,  /Soo  sono  i 
loro  punti  all'infinito,  sappiamo  già  (n.°  334)  che  i  piani  po- 
lari di  Ugo  ,  /Soo  sono  p  =  p«,  <^  =  pr.  Questi  piani,  essendo 
rispettivamente  coniugati  e  normali  alle  rette  r,  9,  sono  i 
piani  principali  del  paraboloide.  Osservando  che  essi  sono 
coniugati  e  perpendicolari  tra  loro,  concludiamo: 

TJn  paraboloide  possiede,  in  generale,  due  picmi  principali 
reali,  che  sono  coniugati  e  perpendicolaH  ira  loro;  essi  si  se- 
gano lungo  un  diametro,  detto  asse,  che  è  coniugato  ai  piani 
perpendicolari  ad  esso. 

Osservazione.  —  Le  considerazioni  precedenti  si  appli- 
cano, con  qualche  modificazione,  ai  cilindri.  È  chiaro  però^ 
direttamente,  che  un  cilindro  ammette  come  piani  di  sim- 
metria ogni  piano  normale  alle  generatrici,  ed  i  piani  paralleli 
a  queste  condotti  per  gli  assi  di  una  sezione  normale.  Di 
questi  ultimi  piani  ve  n'è  uno  solo  se  la  sezione  è  una  pa- 
rabola (cilindro  parabolico),  ve  ne  son  due  se  è  una  conica 
a  centro  (cilindro  ellittico  od  iperbolico);  la  retta,  in  cui 
questi  due  si  segano,  .dicesi  asse  del  cilindro. 
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SS9.  Oisi  partlcobirl;   quadrldie  iMonde;  shm.  —  Noi 

abbiamo  visto  nei  n.'  337,  338  che,  nota  una  radice  déU'eqna- 
zione  A  (ib)  ss  0  (ad  es.  la  radice  ki==^0  nel  caso  dei  parabo- 
loidi),  la  determinazione  dei  due  piani  principali  corrispon- 
denti alle  altre  due  radici  è  ridotta  alla  determinazione  degli 
assi  di  nna  certa  conica  E^  assi  che,  congiunti  coUa  retta  p 
normale  al  piano  tc  di  £  nel  centro  deUa  conica,  forniscono 
i  piani  principali  nominati.  Ora  può  accadere  che  la  conica  K 
sia  im  cerchio,  nel  qual  caso  ogni  suo  diametro  è  asse.  H  ra- 
gionamento  fatto  sopra  prova  allora  che  ogni  piano  per  p  è 
piano  principale;  la  quadrica  possiede  dunque  infiniti  piani 
principali  passanti  per  un  asse  p,  e,  quando  la  quadrica  abbia 
centro,  un  ulteriore  piano  principale  perpendicolare  all'asse. 
D'altra  parte,  ogni  piano  normale  a  p  sega  la  quadrica  lungo 
una  conica  simile  a  K  {nP  329),  cioè  lungo  un  cerchio  che 
ha  il  centro  su  p  {nP  332).  La  quadrica  è  dunque  rotonda] 
essa  può  generarsi  facendo  ruotare  intomo  a  p  {usse  di  ro- 
tazione) la  conica  {meridiano),  secondo  cui  la  superfldie  è 
segata  da  un  piano  qualsiasi  condotto  per  p.  Bitroviamo  cosi 
le  quadriche  rotonde,  di  cui  si  è  discorso  al  n.°  113,  sup^- 
flcie  che  hanno  evidentemente  infiniti  piani  di  simmetria. 
Se  poi,  in  un  caso  più  particolare,  la  conica  meridiana  è 
un  cerchio,  la  quadrica  sarà  una  sfera.  Ogni  piano  diame- 
trale della  sfera  è  piano  principale,  o  piano  di  simmetria; 
ogni  diametro  è  asse,  coniugato  al  piano  diametrale  perpen- 
dicolare ad  esso.  Per  la  sfera  adunque  la  polarità  che  si 
genera  nella  stella  avente  per  centro  il  centro  della  sfera, 
quando  ad  ogni  diametro  si  associ  il  piano  diametrale  co- 
niugato (n.°  335),  è  la  polarità  ortogonale  o  sferica  (n.o214); 
il  cono  asintotico  della  sfera,  che  determina  quella  polarità, 
è  dunque  il  cono  delle  rette  isotrope  uscenti  dal  centro  ;  e  la 
conica  all'infinito  della  sfera,  anzi  di  ogni  sfera,  è  il  ceraio 
assoluto  détto  spazio  (n.°  214).  Le  sfere  (superficie  caratteriz- 
zate da  una  proprietà  metrica)  rientrano  dunque  nella  fa- 
miglia delle  quadriche  (superficie  definite  da  caratteri  proiet- 
tivi), come  quadriche  costrette  a  contenere  il  cerchio  assoluto 
dello  spazio. 


(6)        A  (&)  = 


=  0, 
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Bitomando  al  problema  dei  piani  principali,  possiamo 
ora  affermare: 

Una  quadrioa  possiede  più  di  tre^  anzi  infiniti  piam  prin- 
cipali solo  quando  essa  è  rotonda^  nel  qual  easo  sono  principali 
tutti  i  piani  passa/nti  per  Vasse  di  rotazUme^  e^  se  la  quadrica 
ha  oentroj  un  piano  ulteriore  perpendicolare  al  detto  asse.  Ogni 
piano  diametrale  della  quadrica  è  principale  se  essa  è  una  sfera. 

Osservazione.  —  Si  può  chiedere  quale  particolarità  offra 

l'equazione 

aii  —  k         «12         ais 

a^i         «22  •""  k      a^z 

«81  «82  ^S8  "^  k 

da  cui  dipendono  i  piani  principali  di  una  quadrica,  quando 
questa  è  rotonda,  botiamo  perciò  che  la  (5)  non  può  avere 
piiL  di  tre  radici,  e  che  ad  una  ki  di  queste  corrisponde 
(n.°  336)  un  solo  piano  principale  se  le  equazioni  (4)  (n.^*  336), 
ove  sia  posto  k  =  ki^  determinano  i  rapporti  l  :  m:  n.  Perchè 
si  abbiano  infiniti  piani  principali,  dovranno  dunque  quelle 
equazioni  (4),  in  corrispondenza  a  un  particolar  valore  di  ft, 
lasciare  indeterminati  i  rapporti  l:  m  :  n.  Ciò  accade  se 
due  delle  (4)  diventano  conseguenze  della  rimanente,  ossia 
se  esiste  un  valore  ki  di  k  che  annulli  tutti  i  minori  del 
secondo  ordine  del  determinante  (6).  In  tal  caso  si  dimostra 
che  ki  è  radice  doppia  delPequazione  (5);  e,  viceversa,  una 
radice  doppia  gode  quella  proprietà  (^).  Un  caso  di  maggiore 


(')  Indicando  bievemeate  con  A  il  detenninante  (6),  con  òu  un  suo 
elemento,  e  con  A^  il  relativo  complemento  algebrico,  ai  osaervi  che  Fe- 
quazione  cubica  in  k,  à  =  0,  dà,  derivata  rispetto  a  h,  l'equazione  qua- 
oratica  A,|  +  j^  ,,  +  a  3,  si  0.  Oia,  se  un  valore  A^i  dì  I;  annulla  il  determi- 
nante A  e  tutti  i  minori  A^,  certo  k  è  radice  doppia  dell'equazione  «1  =  0. 
perchè  ne  annulla  il  primo  membro  e  la  funzione  derivata. 

Si  supponga  ora,  inversamente,  che  un  valore  k^  dì  k  sìa  ra- 
dice doppia  d^'equazìone  A  »  0,  e  quindi  semplice  dell'equazione 
^n  +  Ag,  +  A,g  »  0.  Indicando  con  ilm  una  permutazione  dei  numeri 
1,  2,  3,  e  tenendo  conto  dell'identità  Ah  A^  —  Aì;  =  fimmA,  la  quale, 
per  k  iB  ki,  diviene  Ah  Au  »  àu*,  possiamo  affermare  che  ki  rende 

(A,i  +  A„  +  A«)  A«=Ai<*-fA2<*  +  A«*  =  0, 

e  quindi  (trattandosi  dì  quantità  reali)  Aii»0,  AsiaO,  A8i=0,   per 
«  SB  1,  2,  3.  Sicché  ki  annulla  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  di  A. 
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iudetenninazione  si  presenta  se  tma  radice  k  della  (5)  an- 
nulla tutti  gli  elementi  del  determinante  (5),  e  rende  quindi 
identicamente  yeriflcate  le  (4)  ;  allora  infatti  ogni  piano  dia- 
metrale è  principale.  D'altra  parte,  affiochè  ciò  accada,  oc- 
corre e  basta  che  siano  verificate  le  condizioni 

le  quali  esprimono  che  la  superficie  è  una  sfera  (n.^  108); 
in  tal  caso  Jci^  an  è  radice  tripla  della  (5).  Viceversa,  si 
dimostra  che,  se  la  (6)  ha  una  radice  tripla,  son  verificate 
le  ultime  condizioni  e  la  quadrica  è  una  sfera  (^).  In  con- 
clusione: 

8e  V equazione  A  (X;)  ==:  0  ammeUe  una  radice  ohe  a/nnuUU 
tutti  i  minori  del  secondo  ordine  del  determinante  A  {k)  {ossia  j 
se  ha  urta  radice  doppia)^  la  quadrica  è  rotonda  ;  se  ammette 
una  radice  che  annulli  tutti  gli  dementi  del  determinante  (ossiat 
se  ha  una  radice  tripla)  y  la  quadrica  è  una  sfera  ;  e  viceversa. 

840.  I  piani  prindpail  di  una  quadrica  in  nlazIoM  Mi 
Mitiilo  assoluto.  —  La  ricerca  analitica  dei  piani  principali 
di  una  quadrica  (vlP  336)  vien  messa  in  luce  piti  viva,  me- 
diante le  considerazioni  geometriche  seguenti. 

Si  considerino  insieme  la  conica  all'infinito  ffoo  della 
quadrica,  ed  il  cerchio  assoluto  Qoo  ;  queste  due  coniche  si 
segano  in  quattro  punti  immaginari,  i  quali  (provenendo 
dalla  risoluzione  di  due  equazioni  a  coefficienti  reali)  si  distri- 
buiscono in  due  coppie  ( Jf,  Jf' ),  {N^  N')  di  punti  inmiaginari 
coniugati.  I  pimti  stessi  determinano  un  quadrangolo  com- 
pleto, in  cui  una  coppia  di  lati  opposti  si  compone  di  rette 


(^)  Infatti,  Be  X^i  è  radice  tripla  dell'equazione  A  «■  0,  essa  verìfioa 
l'equazione  prima  derivata,  ed  annulla  quindi  (in  virtù  della  nota  prece- 
dente) tutti  i  minori  ^n;  essa  verifica  inoltre  l'equazione  seconda  deri- 
vata dii  +  dg,  -f  5g3  =  0.  Moltiplicando  i  due  membri  di  questa  per  8tf ,  e 
ricordando  che  ^a^u  —  Sa'  »  Amm,  ossia  =  0,  per  A;  «  A;i,  si  vede  che  h^ 
rende 

(«,i +««  + «m)  Sii  =  «««■+«»«"+ «rf' =  0, 

e  quindi  6i*  =  0,  eai  =  0,«rf=0,  per»  =  1,23. 
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reali  {MM%NN^)  (n.°  38),  e  le  altre  due  coppie  si  compon- 
gono, ciascnna,  di  rette  immaginarie  coniugate  (come  ad 
es.  MN%  M'N).  È  dunque  reale  {nP  38)  il  triangolo  diago- 
nale PRB  del  quadrangolo,  ed  è  autopolare  rispetto  alle  due 
coniche  ffoo ,  Qod  (n.  240).  Ne  viene  che  il  piano  polare  di  P 
rispetto  alla  quadrica,  cioè  il  piano  diametrale  coniugato  alla 
direzione  di  P,  passa  per  JB/S,  ed  è  normale  alla  detta  dire- 
zione (n.°  214).  Quel  piano  è  dunque  piano  principale  della 
quadrica.  Eisulta  così  nuovamente  che  una  quadrica  ha  tre 
piani  principali  reali,  che  sono  i  piani  polari  di  P,  £,  S\  se 
la  quadrica  ha  centro,  essi  si  ottengono  proiettando  dal  centro 
i  lati  del  triangolo  PB8]  se  la  quadrica  è  un  paraboloide, 
nel  qual  caso  H^  degenera  in  due  rette  (lati  opposti  del 
quadrangolo  nominato)  secantisi  in  un  vertice  P  del  triangolo 
diagonale,  il  piano  principale,  ohe  è  polare  di  P,  coincide 
col  piano  all'infinito,  e  restano  due  piani  principali  propri, 
passanti  per  P£,  P8j  rispettivamente. 

Può  darsi  che  le  quattro  intersezioni  Jf ,  M%  Ny  N'  delle 
coniche  Eoo ,  Qoo  non  siano  tutte  distinte;  non  può  però  M 
coincidere  col  punto  immaginario  coniugato  M\  se  non  in 
un  punto  reale,  mentre  Qoo  non  ha  punti  reali  ;  dovrà  dun- 
que M  coincidere,  ad  es.,  con  N^  e,  in  conseguenza,  M'  andrà 
a  coincidere  con  JV^;  le  due  coniche  allora  si  toccano  in  due 
ptmti  immaginari  coniugati  Jf  =  JT,  Jf'  =  N\  Le  tangenti 
(immaginarie  coniugate)  in  questi  punti  si  segheranno  in  un 
punto  reale  P.  Ora,  questa  volta,  il  punto  P  con  una  qual- 
siasi delle  infinite  coppie  di  punti  12,  8,  dividenti  armonica- 
mente MM%  dà  im  triangolo  autopolare  rispetto  alle  due 
coniche.  Esistono  dunque  infiniti  triangoli  siffatti,  col  ver- 
tice P;  e  la  nostra  quadrica  possiede  infiniti  piani  principali, 
di  cui  tutti,  tranne  uno,  passano  per  P;  la  quadrica,  in  breve, 
è  rotonda  intomo  ad  un  asse  passante  per  P.  Osservando  che 
questi  ragionamenti  sono  invertibili,  si  giunge  al  notevole 
risultato  :  condizione  necessaria  e  sufficienie  perchè  la  quadrica 
sia  rotonda  è  che  la  sua  conica  oMHnfinito  tocchi  in  due  punti 
il  cerchio  assoluto. 

Se  poi  Eco  ed  Qoo  coincidono,  si  ha  il  caso  della  sfera. 
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Volendo  porre  sotto  fonna  analitica  queste  considera- 
zioniy  si  osservi  che  (ove  si  rappresenti  la  qnadrica  colla 
solita  equazione  anofi...  ^  0)  le  coniche  jETo^  ed  Qoo  hanno 
(sul  piano  allUnfinito  e  =  0)  le  equazioni  (n.^  328,  214) 

«ii«*  +  «22^*  +  aj»^^  +  2ai2xy  +  2a\zxz  +  2a2»yz  =  0, 

«*  +  y*  +  2*  =  0. 

Per  determinare  il  trismgolo  autopolare  comune  alle  due 
coniche,  conviene  (n.^  257)  determinare  le  coniche  degenm 
del  fascio  (Hoo  >  ^oo  )  • 

+  2a^^scy  +  2a^^xz  -f  2a^^z  =  0. 

Occorre  dunque  annullare  il  discriminante  dell'ultima  equa- 
zione, e  con  ciò  si  ottiene  precisamente  la  A(fc)  »  0,  di  cui 
ora  apparisce  il  significato  geometrico. 

Se  poi  le  due  coniche  £r<x>  »  ^oo  ^^  toccano  in  due  punti, 
la  retta  che  li  congiunge,  contata  due  volte,  fornisce  una 
conica  degenere  del  fascio  precedente;  deve  esister  dunque 
un  valore  di  le  che  annulli  non  solo  il  discriminante,  ma 
pure  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  (n.^242).  E  così  si 
ritrovano  le  condizioni  analitiche  perchè  una  quadrica  sia 
rotonda. 

I  piani  principali  di  una  quadrica,  di  cui  ai  serve  già  Eulbro  (1748) 
per  semplificare  Tequazione  della  superfìcie»  furono  definiti,  nel  modo 
qui  adottato  (n.®  536),  da  Binet  (1800).  L'equazione  À(Jb)  »  0,  da  cui 
essi  dipendono,  appare  sotto  forma  sviluppata  in  una  nota  di  Hachette 
e  Petit  (1812),  e  sotto  forma  di  determinante  in  Cauoht  (1829).  Le 
considerazioni  dell'ultimo  n.*'  sono  dovute  a  Poncelbt  (1822),  nel  caso 
di  uxut  quadrica  generale;  ma  Posservazione  che  una  quadrica  rotonda 
è  bitangente  al  cerchio  assoluto  fu  fatta  da  Staudt  (1856). 

Ettrcizl.  I.  •—  1)  Determinare  i  centri  delle  quadriche  segu^oiti: 

2a?*  +2y*  +  »«  +  2fljy— 6fl5  —  6y  +  1  =  0. 

2aj"   -f  3y"  +  4e"  +  6a!y-}-8a»  — 4y«— 2a? — 6y  =  0, 

2a5y— a»  '\-yz  —2x   +2y— 3«— 2-0, 

AB*  +2y'  + 3«f* +2a»— 4yier+2aj  — 2y  — a8f  =  0, 

J»*  +y"   +2ajy~2a?  4-2y  —  2if  =  0. 

Per  queUe,  tra  queste  quadriche,  che  hanno  centro  proprio,  ai  deter- 
mini il  cono  afiintotico  ;  per  le  altre  si  diano  le  equazioni  delle  rette 
all'infinito. 
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II.  —  2)  Data  ima  qnadrica  ed  im  punto  P,  ohe  non  yì  appar- 
tenga, si  possono  costmìre  infinite  corde  della  snperfioie  aventi  in  P  il 
ponto  medio  ;  esse  appartengono  tutte  ad  un  piano  che  sega  la  qua- 
drioa  lux^o  una  conica  avente  il  centro  P.  Ma,  se  x>er  P  passano  tre 
corde  non  situate  in  un  piano»  ed  aventi  ivi  il  punto  medio,  P  è  punto 
medio  di  ogni  corda  condotta  per  esso,  ed  è  il  centro  della  quadrica. 

3)  Bispetto  ad  una  quadrica  a„0*  +  . . .  =  0,  ogni  diresione  ({,  m,  n) 
ha  come  coniugato  un  determinato  piano  diametrale.  Quali  sono  le 
condizioni  perchè  i  piani  diametrali  coniugati  alle  direzioni 

{l,  m,  n),     (Z„  w„  ni),    (?,,  m„  n,), 

siano  coniugati  tra  loro  a  due  a  due  t 

4)  Date  le  equazioni  di  una  quadrica  e  di  un  piano,  si  scrivano 
le  equazioni  del  diametro  coniugato  con  quel  piano. 

6)  11  piano  suddetto  sega  la  quadrica  lungo  una  conica  ;  si  cer- 
chino le  coordinate  del  centro  di  questa,  e  si  esamini  se  la  curva  sia 
una  ellisse,  una  parabola»  od  una  iperbole.  (Si  può  sostituirla  quella 
curva  la  sua  proiezione  sul  piano  xy,  parallelamente  a  z). 

6)  Il  luogo  dei  punti  medi  delle  corde  di  una  quadrica  Q,  uscenti 
da  un  punto  fìsso  arbitrario  P,  è  una  quadrica  Q\  la  quale  passa  per 
il  centro  0  di  Q,  per  il  punto  P,  e  sega  Q  lungo  la  conica  all'infinito, 
e  lungo  il  contorno  apparente  di  Q  rispetto  al  punto  P.  La  quadrica  Q^ 
è  anche  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  Q,  i  cui  piani  passano  per  P. 

7)  Se  il  punto  P  deires.  precedente  varia  descrivendo  una  retta  p, 
la  quadrica  (^  varia  descrivendo  un  fascio,  la  cui  curva  base  si  com- 
pone della  conica  all'  infinito  di  Q  e  di  una  seconda  conica,  che  giace 
nel  piano  diametrale  coniugato  con  p,  passa  per  il  centro  0  e  per  i 
pimti  di  contatto  dei  piani  tangenti  condotti  per  p,  e  sega  in  un  punto 
la  retta  p  e  in  due  punti  la  conica  all'infinito  di  Q.  Segue  che  il  luogo 
dei  centri  delle  coniche  segate  sopra  una  quadrica  dai  piani  di  un  fa- 
scio, è  una  conica  giacente  nel  piano  diametrale  coniugato  coU'asse  del 
fascio,  ecc. 

III.  —  8}  In  un  fascio  di  quadriche  vi  sono,  generahnente,  tre  pa- 
raboloidi, tra  cui  uno  almeno  è  iperbolico  ;4i  centri  di  quelli  sono  proiet- 
tati dal  centro  di  ciascuna  quadrica  del  fascio  mediante  una  tema  di 
diametri  coniugati. 

9)  Se  tra  le  quadriche  di  un  fascio  vi  è  una  sfera,  gli  assi  di  queUe 
hanno  direzioni  costanti  ;  i  relativi  punti  all'infinito  sono  centri  dei  tre 
paraboloidi  appartenenti  al  fascio.  Sopra  un  piano  le  quadriche  segano 
coniche,  i  cui  assi  hanno  direzioni  costanti  (n.^  267,  es.  17)). 

10)  Mei  fascio  determinato  da  una  quadrica  rotonda  con  una  sfera, 
ogni  quadrica  è  rotonda  ;  e  gli  assi  di  rotazione  sono  tutti  paralleli,  e 
stanno  in  uno  stesso  piano.  Al  fascio  appartengono  tre  coni  rotondi,  ed 
UB  cilindro  parabolico,  che  tocca  il  piano  all'infinito  lungo  la  retta  im- 
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propria  oomuae  ai  piani  dei  paralleU.  Yioevena,  un  oilindro  paral>olieo 
ed  ona  sfera  determinano  un  fascio  composto  di  quadriohe  rotonde. 

11)  Si  può  sempre  costruire  una  afera  ohe  tocchi  una  qoadxioa  ro- 
tonda lungo  un  parallelo  assegnato.  Viceversa,  se  una  quadrioa  è  toooato 
lungo  una  conica  da  una  sfera,  la  quadrìca  è  rotonda,  quella  conica  è  un 
parallelo,  ed  il  centro  della  sfera  sta  sull'asse  di  rotaiione  (ofr.  ii.o2l(7. 
es.  20)  ).  Segue  che  l'equazione  di  ogni  quadrioa  rotonda,  avente  per 

asse  la  retta  —^ —  ■■  - — -  = -,  può  scriversi  sotto  la  forma 

(»— a)«  +  {y  — 6)*  +  (*— o)*  =  xP«  +  2j*P4-v, 

dove  > ,  a,  ^  sono  tre  parametri,   e  P  indica  il  trinomio  U^  +  my  +  ^ 
(cfr.  n.*  113,  es.  16)). 

12)  I  centri  delle  quadrìche  di  una  schiera  si  trovano  sopra  una 
retta,  che  passa  per  il  centro  improprio  del  paraboloide  appartenente 
alla  schiera,  e  per  i  centri  delle  quattro  coniche,  inviluppi  di  piani,  che 
appartengono  alla  schiera. 

13)  In  particolare  :  a)  Il  luogo  dei  centri  delle  quadriche,  che  toc- 
cano un  dato  cono  lungo  una  conica  fissa,  è  la  retta  congiungente  il 
vertice  del  cono  col  centro  della  conica,  h)  lì  luogo  dei  centri  delk 
quadriohe,  che  passano  i>er  gli  spigoli  di  un  quadrilatero  semplice 
sghembo  ABCD,  è  la  retta  ohe  congiunge  i  punti  medi  delle  due  dia- 
gonali AOf  BD,  Segue  che  ogni  segmento,  avente  gli  estremi  sulla  coppia 
di  spigoli  opposti  AB,  CD  (oppure  BC,  AD)  e  secante  queUa  retta,  ha 
ivi  il  suo  punto  medio. 

14)  Il  luogo  dei  centri  delle  quadriohe  di  un  fas<no  è,  in  gwierale, 
una  curva  sghemba  (del  terzo  ordine).  Ma,  per  fasci  particolari,  il  luogo 
può  ridursi  ad  una  conica  o  ad  una  retta.  L*  ultimo  caso  si  presenta 
nei  fasci-schiere  considerati  nell'es.  precedente.  Porteremo  ora  qualche 
esempio  di  fasci,  per  cui  ha  luogo  il  secondo  caso. 

Se  ad  un  fascio  di  quadriohe  appartiene  un  oilindro,  il  vertice  di 
esso  ha  lo  stesso  piano  polare  rispetto  a  tutte  le  quadriohe  del  fascio; 
questo  piano,  che  è  un  piano  diametrale  comune,  contiene  i  centri  deUe 
dette  quadriohe,  i  quali  formano  la  conica  dei  nove  punti  (n.®  267,  es.  13)  ) 
del  fascio  di  coniche  segato  su  quel  piano  dalle  quadriohe.  Ad  es.,  nel 
fascio  di  quadriohe  rotonde  considerato  nell'es.  10)  il  luogo  dei  centri 
è  una  iperbole  equilatera  (n.^  267,  es.  16)  ). 

15)  Il  luogo  dei  centri  delle  quadriohe  che  passano  per  due  co- 
niche aventi  due  punti  M,  N  comuni,  è  una  conica  situata  nel  piano 
polare  del  punto  all'infinito  della  retta  MN,  rispetto  ad  ogni  quadrioa 
del  fascio  ;  ed  è  precisamente  la  conica  dei  nove  punti  del  fascio  di 
coniche  segato  su  quel  piano.  Se  le  due  ooniche  primitive  sono  cerchi, 
il  luogo  del  centri  delle  quadriohe  è  una  iperbole  equilatera. 
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Capitolo  IV. 
EqnAiioiii  ridotte  delle  qoadriehe. 

341.  Quadridie  ritarlto  a  partlMlarl  tlttoiiii  carlisiui.  — 

L'equazione  cartesiana  di  una  quadrica 

(1)   aiifl^  +  . . .  +  2ai2(vy  +  . . .  4-  2aux  +  . . .  +  au  =  0 

si  semplifica  notevolmente  se  gli  assi  coordinati  hanno  par- 
ticolari relazioni  colla  superficie  (cfr.  n.°  268).  Discuteremo 
qui  i  casi  più  interessanti,  tenendo  presenti  le  equazioni  dei 
tre  piani  diametrali  della  (1)  coniugati  cogli  assi  x,  y,  z, 
rispettivamente  : 

Iaii»  +  a^y  +  anz  +  a\4.  =  0, 
a^x  +  a2s,y  4-  «232  4-  <*24  =  0, 
Cizix  +  a^y  +  a^^z  +  a^  =  0. 

a)  Supposto  anzitutto  che  si  tratti  di  una  quadrica  a 
centro,  e  che  l'origine  delle  coordinate  cada  nel  centro,  si 
osserverà  che  i  piani  diametrali  (2)  devono  passare  per  l'ori- 
gine, donde  le  condizioni 

V equazione  di  ima  quadrica  a  centro  manca  dei  termini  a  primo 
grondo  se  Vorigine  deUe  coordinate  cade  nel  centro  ;  e  moeversa. 

b)  Supposto  inoltre  che  i  tre  piani  coordinati  costituiscano 
una  tema  di  piani  diametrali  coniugati  (n.^  335),  i  tre  piani 
diametrali  (2)  devono  coincidere  ordinatamente  coi  piani 
coordinati  yz,  zx^  xy,  donde  le  condizioni 

ai2  =  aia  =»  «28  =  0, 

da  aggiungersi  alle  tre  precedenti.  L'equazione  (1)  della  su- 
perficie si  riduce,  in  conseguenza,  alla  forma  normale^  o  co- 
nonicaj 

(b)  axiOfi  +  «22^^  4-  «88«®  +  «u  =  0. 


7^ 
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L'equaziane  di  una  quadrica  a  centro^  riferita  ad  una  tema 
di  piani  diametrali  eeniugati,  contiene  solo  i  quadrati  détte 
ooordinaie  e  il  termine  noto;  e  viceversa  (^). 

Al  tipo  (6)  si  riduce^  in  particolare,  Vequazione  di  una 
quadrica  a  centro  riferita  ai  tre  piagni  principali:  si  lia  allora 
il  vantaggio  ohe  il  sistema  delle  coordinate  è  ortogonale. 

e)  Per  ottenere  un  sistema  di  riferimento  che  si  applichi 
anche  ai  paraboloidi,  scegliamo  come  origine  O  nn  pnnto 
della  quadrica,  come  piano  xy  il  piano  tangente  in  0,  come 
piani  xzy  yz  due  piani  diametrali  coniugati  passanti  i^r  0, 
e,  in  conseguenza,  come  asse  z  il  diametro  passante  p^r  O, 
il  quale  è  coniugato  a  quel  piano  tangente. 

Allora  i  punti  all'infinito  degli  assi  a?,  y  hanno  come 
piani  polari,  rispettivamente,  i  piani  yz,  xz  ;  dunque  le  due 
prime  equazioni  (2)  rappresentano  i  piani  a;  =  0,  y  =  0,  ordi- 
natamente, donde  le  condizioni: 

alle  quali  va  aggiunta  l'altra 

«44  =  0, 

esprimente  che  l'origine  sta  sulla  superficie.  L'equazione  (1) 
di  questa  si  riduce,  in  conseguenza,  al  tipo 

©11  a?  4-  ©22^*  +  ©882^  +  2a84«  =  0. 

Se  poi  si  fa  la  ipotesi  che  la  quadrica  sia  un  parabo- 
loide, nel  qual  caso  l'asse  z  (diametro)  sega  la  superficie 
nell'origine  ed  in  un  punto  improprio,  si  trova  inoltre  oss  *»  0, 
e  si  conclude: 

^equazione  di  un  paraboloide,  riferito  a  due  piani  diame- 
trali coniugati  (xz,  yz),  ed  al  piano  (xy)  tangente  neJV estremo 
proprio  del  diametro  z^  assume  la  forma 

{e)  anx^  +  ©22^*  +  2auz  *»  0. 


(^)  Adoperando  coordinate  proiettive  omogenee,  si  dimostra  (ofr* 
n.^  241)  che  Tequazione  di  una  quadrica  si  riduce  a  contener  solo  i  qua- 
drati delle  qnattro  coordinate,  quando  il  tetraedro  fondamentale  sia  au« 
topolare  rispetto  alla  superficie.  Nel  caso  del  testo,  il  detto  tetraedro 
8i  compone  dei  tre  piani  diametrali  mutuamente  coniugati  e  del  piano 
all'infinito. 


EQUAZIONI  BIDOTTB  DELLE  QUADRIGHE  649 


AUa  stessa  forma  si  riducej  in  particolare^  Vequazione  di 
un  paraboloide  riferito  ai  due  piani  principali  {xzy  yz)  ed  al 
piano  (xy)  ta/ngente  nel  vertice;  si  ha  allora  il  vantaggio  che 
il  sistema  di  coordinate  è  ortogonale. 

342.  Discussione  dell'equailone  normtie  di  una  quadrici 
a  centro-  —  Abbiamo  visto  che  ogni  qaadrica  a  centro  può 
rappresentarsi,  in  coordinate  cartesiane  ortogonali,  mediante 
una  equazione  (normale)  del  tipo 

(1)  oiio?^  +  a^y^  4-  aja«*  +  ai*  =  0; 

basta  a  tal  fine  riferire  la  superficie  ai  tre  piani  principali  (^). 
Le  varie  forme  delle  quadriche  a  centro  dipendono  dai  segni 
che  possono  ricevere  i  quattro  coefficienti  della  (l),  o  meglio, 
i  loro  mutui  rapporti. 

Osserviamo  prima  però  che  alcuni  coefficienti  della  (1) 
possono  anche  esser  nulli;  in  corrispondenza,  la  quadrica 
risulta  degenere.  Cori,  se  au  =  0,  si  ha  l'equazione 

rappresentante  un  cono  col  vertice  nell'origine  {nP  316),  rife- 
rito ai  tre  piani  principali.  Il  cono  ha  tutti  i  punti  imma- 
ginari, fuori  del  vertice  {cono  immagirutrio),  se  an,  022,  asa 
hanno  lo  stesso  segno,  giacché  non  si  può  allora  soddisfare 
la  (1')  con  valori  reali,  diversi  da  zero,  di  a?,  y,  z.  Il  cono  (1') 
ha  invece  infiniti  punti  reali  (covu>  reale),  se  uno  dei  coeffi- 
cienti della  (V)  ha  segno  opposto  agli  altri  due.  Notiamo 
inoltre  che,  se  due  coefficienti  della  (1^  sono  uguali,  ad  es. 
se  au  =  a22,  il  cono  è  rotondo  intomo  ad  un  asse  coordinato, 
che,  nel  caso  presente,  è  quello  delle  z,  giacché  ogni  piano 
z  =  Jcj  perpendicolare  a  questo  asse,  sega  il  cono  (1^  lungo 
il  cerchio  an{x^  4-  y^)  +  a^zW'  «  0,  che  ha  il  centro  sopra 
l'asse  stesso. 


(')  Se  la  superficie  possedesse  infiniti  piani  prinoipali,  si  assume- 
rebbero» come  coordinati,  tre  di  quei  piani  mutuamente  perpendicolari. 
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Se  fosse  invece,  nella  (1),  ass  »-  0,  si  avrebbe  il  cilindro 
(1")  «u»*  +  a«y*  +  au  «  0 

colle  generatrici  parallele  all'asse  z^  cilindro  eHUtieo  od  iper- 
bolico, secondo  che  la  (l'Oy  ^'^^  piano  a^,  rappresenta  una 
ellisse  o  una  iperbole^  secondo  che  dunque  an  ed  o^s  hanno 
segni  uguali  od  opposti.  In  particolare,  se  au  »  a^^  si  ha 
un  cilindro  rotondo. 

Sarebbe  facile  similmente  esaminare  gli  ulteriori  casi  di 
degenerazione  che  si  presentano  se  due  o  tre  coefficienti  della 

(1)  si  annullano;  ma  questa  ricerca  può  essere  lasciata  ai 
lettore* 

Supposto  ora  che  tutti  i  coefficienti  della  (1)  siano  diversi 
da  zero,  la  (1),  mediante  divisione  dei  due  membri  per  —  au, 
assume  la  forma 

(2)  w«*  +  ny*  +  pa?  =  1, 

dove  m,  n,  p  sono  tre  quantità  reali,  non  nulle.  Biguardo  ai 
loro  segni,  si  possono  fare  le  seguenti  ipotesi,  essenzialmente 
distinte  tra  loro,  alle  quali  ogni  altra  può  ridursi,  scambiando 
opportunamente  i  nomi  degli  assi  coordinati: 

tn  n  p 

I.  +  +  +  Ellissoide  reale, 

II.  —  —  —  Ellissoide  immaginario, 
ni.          +  +  —  Iperboloide  ad  una  falda. 
IV.          +  —  —  Iperboloide  a  due  falde. 

I  nomi  delle  superficie,  ora  scritti,  vengono  giustificati 
dalla  discussione  che  segue. 

34S.  Ellissoide.  —  I)  Se,  nella  (2),  si  suppongono  m  >  0, 
^  ^  O9  P>^7  1^  superficie  s^ga  Passe  x  in  due  punti  reali 
Ay  A%  di  coordinate 


X 


y    m  ' 


Passe  y  in  due  punti  reali  £,  B%  di  coordinate 


y 


=±\/i.±», 
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e  Passe  z  in  due  plinti  reali  0,  G%  di  coordinate 


-±V/t-*^ 


dove  ay  6,  e  sono  i  valori  assoluti  dei  radicali.  I  sei  punti 
Ay  A%  By  B%  Cy  C^  sono  i  vertiei  della  superficie,  ed  a,  6,  e 
sono  le  lunghezze  dei  semiasH.  Esprimendo  m^  n,  p  in  fun- 
zione di  ay  by  Oy  c  sostituendo  nella  (2),  la  equazione  della 
nostra  superficie  diviene: 


(I) 


«2 


f2 


4-    -—     -I-   —     ss   1 

^  b^  ^  ó^     ^' 


Da  questa  è  facile  dedurre  la  forma  della  superficie. 
Osserviamo  infatti  che  il  piano  xy{z  =  0)  sega  la  qua- 
drica  Ixmgo  la  conica 


cfi 


Or 


2     "^     W     ~"  ■*^> 
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che  è  una  ellisse  ABA^B'  di  semiassi  OA  »  a,  OB  —  b. 
piano  parallelo,  z  ^  Jcy  sega  la  quadrica  lungo  l'ellisse 


Un 


ossia 


#' 


.■(i-^)^»'(i-^) 


1, 


i  cui  semiassi  valgono 

a 


\/(?—    Ì2^ 


V/(?-ifc8. 


Mentre  /;  cresce  in  valore  assoluto  da  0  a  e,  i  semiassi  vanno 
diminuendo,  e  precisamente,  per  i  =  ±  o,  l'ellisse  si  riduce 
ad  una  coppia  di  rette  immaginarie^  ed  il  corrispondente 
piano  è  tangente  (in  0,  o  C)  aUa  superficie.  Se  poi  ky  in 
valore  assoluto,  supera  o,  l'ellisse  sezione  è  immaginaria.  Si 
conclude  che  la  quadrica  non  ha  punti  reali  fuori  dello  strato 
compreso  tra  i  piani  condotti  pd  C  e  C^  parallelamente  la 
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piano  anf.  Bisnltati  analoghi  si  ottengono  consideraaidOy  in 
luogo  del  piano  xy,  ciaBcano  degli  altri  due  piani  coordinati; 
alla  fine  si  vede  che  tutta  la  quadrica  è  contenuta  entro  un 
parallelepipedo,  di   cui  AA%  BB\  CC  sono  linee  mediane. 


/^ 

,.•#••••-•4 

'i;i'" - 

T""y\ 

1            ■ 

^v^ 

^^•- 

•V.d 

2^ 

La  quadrica,  non  avendo  punti  reali  allUnflnito,  è  effettiva- 
mente un  ellissoide  (reale)  (n.^  328).  Ogni  punto  dell'elliBSoide 
è  eUittioo  (n.°  319),  giacché  tale  è  il  punto  C,  o  0%  come 
ora  si  è  visto. 

Casi  particolari  si  ottengono  supponendo  due,  o  tre  se- 
miassi uguali  tra  loro.  Se  a  =»  6,  il  piano  2;  =  0  ed  i  suoi 
paralleli  segano  l'ellissoide  lungo  cerchi;  quindi  l'ellissoide, 
la  cui  equazione  assume  la  forma 


x^  +  y^ 


é 


1, 


è  rotondo  intorno  all'asse  z  (n."  113). 
Se  a  =  6  =  0,  l'equazione  diviene 


«*  +  y^  +  «* 


a 


2 


e  rappresenta  una  siera  di  raggio  a. 

II)  Passiamo  alla  ipotesi  w  <  0,  n  <  0,  p  <^  0.  Non  esi- 
stono allora  valori  reali  di  x^  y,  z  soddisfacenti  la  (2);  perciò 
diremo  che  essa  rappresenta  un  ellissoide  immaginario. 
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844.  Iperboloide  ad  una  laida.  —  III)  Discutiamo  ora 
la  ipotesi  III:  m>0,  n>0,  p<CO.  La  superficio  (2)  SQga 

ancora  l'asse  x  in  due  punti  reali  A,  A\  a  distanza  ±  \/  — 


da  Oj  e  l'asse  y  in  due  punti  reali  Bj  B\  a  distanza 


da  0.  Ma  poiché 


*v/|- 


^v\ 


immaginario,  l'asse  z  non  sega 


la  quadrica  in  punti  reali. 
Posto 


V    m  ' 


6  = 


V^'  -\/^' 


l'equazione  (2)  diventa 

.2 


(III) 


^       y 


:? 


2 
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=  1. 


Il  piano  2  =  0  sega  la 
quadrica  lungo  la  ellisse 
(ABA'B'  della  figura) 


.2 
Ì2" 


a;'        y 


=  1, 


a-  6* 
di  semiassi  a,  fr,  che  dicesi 
ellisse  di  gola  dell'iperbo- 
loide,  perchè  si  riconosce 
esser  la  più  piccola  ellisse 
tracciata  sulla  superficie, 
n  piano  z  =  Jc  sega  la  su- 
perficie lungo  la  ellisse 
{MPM'P') 


U  JL-   ss  1    4-   


? 


1  cm  semiassi 

vanno  crescendo  mentre  k  cresce  in  valore  assoluto,  vale  a 
dire,  mentre  il  piano  z  =  k  bì  allontana  dal  piano  z  =  0. 
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n  piano  y  =  0,  invece  sega  la  quadrica  lungo  la  iper- 
bole (MANM'A'N') 

di  cni  PaBse  trasverso  AA^  è  situato  lungo  la  retta  x,  mentre 
su  z  sta  l'asse  non  trasverso.  Anche  il  piano  parallelo  y  =  i 
sega  la  quadrica  lungo  una  iperbole  di  equazione 


«*        a^ 

1  —  — ■ 

a*        e" 

1^ 

z« 

,6*-F 

6*      i*~ 

a* — 7- — 

e* 

«  A 

ossia 

la  quale  iperbole  ha  l'asse  trasverso  parallelo  ad  x^  finché 
\lc\<^h,  mentre  l'asse  trasverso  diventa  parallèlo  a  Zj  se 
I  i  I  ]>  ò.  Nel  caso  intermedio,  &  =  ±  6,  l'equazione  dell'iper- 
bole si  riduce  a 

e  quindi  la  curva  si  spezza  nelle  due  rette  reali 

^^« jo^        ^— n 

a         e    ~    '  a         e  "" 

del  piano  y  =  ±  6  ;  il  detto  piano  è  tangente  alla  quadrica 
(in  B  o  B*)j  e  il  punto  di  contatto  è  iperbolico;  quindi 
(n.^*  311)  la  quadrica,  che  stiamo  esaminando,  à  rigata. 

Le  ultime  considerazioni  andrebbero  ripetute,  senza  so- 
stanziali diflerenze,  quando  si  esaminasse  il  modo  di  com- 
portarsi della  quadrica  rispetto  al  piano  2;  »  0  ed  ai  suoi 
paralleli. 

Da  ciò  che  si  è  detto  segue  che  la  quadrica  si  compone 
di  una  sóla  jdlda^  che  si  estende  all'infinito  dall'una  e  dal- 
l'altra banda  del  piano  0  «==  0  ;  la  superficie  (III)  dicesi  iper- 
boloide  ad  una  faldaj  o  iperboloide  rigato.  Esso  ha  due  a$si 
trasversi  AA\  BB\  di  lunghezza  2a,  26,  e  quattro  vertici 
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reali  A  A\  Bj  J5^;  si  suol  dire  talora  che  sopra  z  giace  un 
(jLSse  non  traverso  di  lunghezza  2e^  ì  cui  estremi  sarebbero 
i  punti  (0,  O9  ±  o)j  non  appartenenti  però  alla  quadrica. 

Ohe  Piperboloide  ad  una  falda  (HI)  contenga  infinite 
rette  reali,  si  può  anche  dimostrare  direttamente,  senza  ri- 
correre alle  proprietà  generali  delle  quadriche  rigate.  Si 
ossservi  infatti  che  la  equazione  (ELI)  può  scriversi  sotto  la 
forma 

ossia 

™     (T-T)(T-T)-(^-f)(^-i)' 

essa  quindi  è  soddisfatta  ogni  qualvolta  sussistano  insieme 
le  due  equazioni 

a        0  \        6/  a       e        a\         b  )  ^ 

dove  À  è  un  parametro  arbitrario.  Ora  queste  rappresen- 
tano una  retta  ;  ogni  punto  di  essa  sta  dunque  sull'iperbo- 
loide. Al  variare  di  a,  la  prima  equazione  lineare  ci  dà 
un  piano  variabile  in  un  fascio,  mentre  la  seconda  equa- 
zione dà  pure  un  piano  variabile  in  un  secondo  fascio,  pro- 
iettivo al  primo  ;  le  infinite  rette,  intersezioni  di  piani  cor- 
rispondenti, stanno  sulla  superficie,  e  costituiscono  un  primo 
sistema  di  rette.  Al  secondo  sistema  si  giunge  osservando 
che  iperboloide  (Hit)  contiene  pure  la  retta 

X       z  (^       y\  X       z        1  f^  ,    y\ 

a        e  \         0  )^         a        e        a\         b  )  ^ 

qnalimque  sia  il  parametro  ti. 

LMi>erboloide  ad  una  falda  (III)  può  esser  rotondo  ;  ciò 
accade  se  a  »  ò,  nel  qual  caso  la  equazione  (III)  assume  la 
forma 

x^  -f  yg       z^  _ 

la  superficie  è  generata  (n.°  113)  da  una  iperbole  ruotante 
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intorno  alPasse  non    trasverso   (asse   delle    z)-,   od  anche 
da  una  retta  qualsiasi  dell'iperboloide,  ad  es.  dalla  retta 

y  =  —  Zn  X  '^  a^  quando  si  faccia  ruotare  intomo  all'asse  2, 

che  è  sghembo  con  quella  retta  e  si  suppone   rigidamente 
collegato  con  essa. 

346.  Iperboloide  a  duo  falde.  —  IV)  Bimane  la  ipotesi  lY: 
m  >  0,  n  <  0,  p  <;  0.  In  corrispondenza  la  superficie  (2)  sega 


Passe  delle  x  in  due  punti  reali  A,  A%  a  distanza 


—    V    w 

da  0  ;  ed  ha  in  comune  punti  immaginari  cogli  altri  due  assi 
Posto 

-Vi-  "-V?^.'  -v/^- 

l'equazione  (2)  diviene 

«2 


(IV) 


y 


=  1. 


o«       6*       o« 

n  piano  z  =  0  sega  la  qnadrica  (FV)  lungo  la  iperbole 
{MAN  M'A'N'  della  figura) 

a*       62  ""    ' 

che  ha  Tasse  trasverso  AA'  sopra  x,  e  l'asse  non  txasverso 
sopra  y.   I  piani  paralleli  z  •=  k  segano  pure  la  quadrica 


lungo  iperboli,  i  cui  assi   trasversi   conservano  la  stessa 
direzione,  e  crescono  al  crescere  di  ib  (in  valore  assoluto). 


i  »' 


h 


.1 


// 


)  ^ 
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OBBenrazioni  anàloghe  valgono  per  il  piano  y  —  ^  (che  sega 
lungo  la  iperbole  FAQl^'A^Q')  e  per  i  piani  paralleli. 

Invece  il  piano  2;  =  0  sega  sulla  quadrica  l'ellisse  im- 
maginaria 

ed  il  piano  parallelo  x  —le  sega  la  ellisse 

+  >A  ~  -2       ^» 


ossia 


62'^      rf 


^     +   ..:  _.  =  1. 


la  quale  è  immaginaria  finché  {  X;  |  <[  a,  si  riduce  ad  una 
coppia  di  rette  immaginarie  se  A;  =«  ±  a  (sicché  il  piano  cor- 
rispondente tocca  la  superficie  in  JL  od  A'^  e  questi  punti, 
insieme  agli  altri  punti  della  superficie,  sono  ellittici),  è  fi- 
nalmente reale  se  {  i;|>>a;  gli  assi  di  quest'ultima  ellisse 
sono  paralleli  alle  rette  x^  y,  e  vanno  crescendo  al  crescere 
di  I  2;  I  ;  (si  veda  l'ellisse  QNPM  della  figura). 

Segue  da  questa  discussione  che  la  quadrica  (IV)  si 
compone  di  due  falde  distinte,  esterne  allo  strato  compreso 
fra  i  piani  condotti  per  A,  A'  parallelamente  ad  yz\  le  due 

?  falde  si  estendono  all'infinito.  Perciò  la  superficie  (IV)  prende 
il  nome  di  iperboloide  a  due  falde  (o  iperboloide  non  rigato). 
n  detto  iperboloide  ha  un  solo  asse  traverso  AA\  di  lun- 
ghezza 2a,  e  due  vertici  reali  A,  A']  esso  possiede  inoltre 
due  assi  non  trasversi^  di  lunghezze  2&,  2c,  situati  lungo  y^  0, 

^1         rispettivamente. 

L'iperboloide  a  due  falde  (IV)  è  rotondo  se  6  =  e,  nel 
quàl  caso  l'equazione  diviene 

\\  a^     ~"^  ' 

l'asse  di  rotazione  è,  questa  volta,  rr,  e  la  superficie  è  gene- 
rata da  una  iperbole  ruotante  intomo  al  suo  asse  trasverso 
(n.»  113). 
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346.  Alcune  formoie  relative  ali'equaiione  normale  di  uni 
quadrica  a  centro.  —  Dalle  discussioni  fatte  risulta  che  !& 
equazione  di  ogni  quadrica  reale,  a  centro,  può  porsi  sotto 
la  forma 

J.2  y1  «|2 

^  '  a*      6^       ò^ 

dove  i  s^gni  superiori  corrispondono  dll^eUissoidey  il  segno 
superiore  davanti  a  un  termine  e  Pinferiore  davanti  all'altro 
portano  dWiperhóloide  ad  una  falda^  mentre  i  segni  inferiori 
conducono  aSViperboloide  a  due  falde.  Conservando  le  stesse 
convenzioni  nelle  formoie  seguenti,  osserviamo  che  il  piano 
tangente  alla  quadrica  nel  punto  {x%  y\  z')  (o,  in  generale,  il 
piano  polare  di  questo  punto,  comunque  scelto)  ha  l'equa- 
zione (n.*"  305) 

(2)  ^±^±^^1. 

a^         6^         0*  ' 

e  la  normale  alla  superfìcie  nel  punto  stesso,  cioè  la  per- 
pendicolare ivi  al  piano  tangente,  ha  le  equazioni 


(3)  ^V^J-u.;   ^^c.vyj-y;   ^  j,  ^    ^    ^ 


(le  quali  rappresentano,  in  generale,  la  perpendicolare  con- 
dotta dal  polo  al  piano  polare). 
Il  diametro 

(4)  «  _  y   ^ 


l       m       n 
ha  il  piano  diametrale  coniugato  (n."  330) 

Posto  che  Z,  m,  n  siano  proprio  i  coseni  di  direzione  del 
diametro,  il  valore  comune  delle  tre  frazioni  (4)  è  la  distanza  p 
dell'origine,  centro  della  superficie,  dal  punto  {x,  y,  z)  (n.°  90); 
se  questo  punto  sta  sulla  superficie,  e  p  misura  quindi  un 
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semidiametro^  le  coordinate  x  =  Ip^  y 
soddisfar  la  (1).  Sostituendo  e  dividen    : 

relazione,  che,  in  certo  senso,  può  rigi   i 
ziane  polare  della  quadrica  rispetto  al 
di  direzione  l,  m,  n  sono  legati  dalla  cond  ; 
tenendo  conto  della  quale,  la  (6)  può 
dell'ellissoide,  sotto  la  forma 

Questa,  nella  ipotesi  a  ^  ft  ^  o,  fa  ve(  i 
— ó-^  — 9-  »  ossia  p  ;^  a  (in  valore  assolute 

supposto  che  a  fosse  il  minore  dei  1  : 
risultato^  dalla  stessa  relazione,  p^a.  i  \ 
i  semidiametri  di  v/a  éUisBoide,  il  massx  \ 
eidono  cól  mangiare  e  cól  minare  dei  in 

Considerazioni  analoghe,  che  lascie  ' 
sono  esser  applicate  agU  iperboloidi;  ef  \ 
di  tutti  i  semidiametri  di  uv,  iperboloidi 
rkimo  coincide  col  minore  dei  due  semia^  \ 
i  semidiametri  di  un  iperboloide  a  due 
cide  col  semiasse  trasverso.  Non  si  park 
diametro,  perchè  gli  iperboloidi  poss(| 
infiniti  (asintoti). 

Il  cono   asintotico   deUa    quadrica 
(n.*»  333) 

(7)  ^4--?^  +  —  =  0 

Finalmente  V equazione  tangenziale  <; 
coordinate  non  omogenee  Uj  v,  w^  di  pi 

(8)  a^u^  ±  ft^v*  ±  €^v^  =  : 


~i 


f 
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OtMrvailone.  —  Alcune  formule  precedenti  si  traspor- 
tano subito  al  cono 

reale  o  immaginario,  secondo  che  si  prende  il  segno  — ^  o  + 
davanti  all'ultimo  termine.  In  particolare,  se  P  («',  y',  2')  è 
un  punto  del  cono,  il  piano  tangente  in  quel  punto,  e  in 
ogni  altro  punto  della  generatrice  OP,  ha  l'equazione 

(2-)  ^  +  igl  +  ^  =  0. 

Dette  u,  v^  w,  r  le  coordinate  del  detto  piano,  si  hanno 
dunque  le  relazioni 

ricavando  x%  y%  z"  dalle  prime  tre  di  queste,  e  sostituen- 
done i  valori  nella  (l^^  che  è  soddisfatta  dalle  coordinate 
di  P,  si  trova  la  equazione 

(8')  a^u^  +  h^ifi  ±  éìjfi  =  0, 

che  è  verificata  dalle  prime  tre  coordinate  omogenee  di  ogni 
piano  tangente  al  cono.  La  (8'),  insieme  colla  r  =  0,  espri- 
mente che  la  quarta  coordinata  del  detto  piano  è  nulla  (in 
relazione  col  fatto  che  il  piano  stesso  passa  per  l'origine, 
n.°  139),  rappresenta  il  cono  in  coordinate  di  piani.  Un  cono 
ha  due  equazioni  iangenzialij  come  era  prevedibile,  visto  che 
i  piani  tangenti  ad  un  cono  (lungo  le  generatrici)  formano 
un  inviluppo  semplicemente  infinito  (n.°  140). 

La  (8^),  considerata  isolatamente,  è  soddisfatta  dalle 
coordinate  dei  piani  tangenti  al  cono  (10  0  dei  piani  a 
questi  paralleli,  vale  a  dire,  dalle  coordinate  dei  piani  che 
toccano  la  conica  all'infinito  del  cono  (1').  In  breve,  la  (8') 
rappresenta  la  quadrica  limite  {nP  318),  inviluppo  dei  piani 
che  toccano  una  conica  situata  sul  piano  aUHnfinito. 

347.  Discussione  deirequazione  ridotta  di  un  paraboloide. 

—  Abbiamo  già  visto  che  l'equazione  di  un  paraboloide, 


in  coordinate  carteaiane  ortogonali,  pnù  sempre  ridarsi  alla 
forma 

(1)  «uà?  +  ojjj»  +  3(i84S  =  0; 

baata  perciò  asBnmere  come  origine  il  vertice  della  super- 
ficie, come  asse  z  l'asse  della  superficie,  come  piani  xz,  yz 
i  dne  piani  principali,  e  come  piano  xy  il  piano  tangente  nel 
vertice. 

Nell'equazione  (1)  qualche  coefficiente  può  anche  essere 
zero  ;  ma  la  qnadrica  allora  degenera.  Così,  se  Om  =  0,  il 
paraboloide  ai  riduce  ad  una  coppia  di  piani 

\/«n  a:±  V  —  <hs.'y  =  0. 
6e  invece  è  <%  =  0,  l'equazione 
(1')  «uic'  +  2aM«  =  0, 

a  cui  la  (1)  si  riduce,  rappresenta  un  oUindro  parabolieo 
avente  le  generatrici  parallele  ad  y,  e  secante  sul  piano  xz 
la  parabola  rappresentata  dalla  (1'). 

Lasciando  da  parte  questi  ed  altri  evidenti  casi  di  de- 
generazione, supporremo  diversi  da  zero  i  tre  coefficienti 
della  (1).  Dividendone  i  due  membri  per  —  ou,  possiamo 
porre  quell'equazione  sotto  ta  forma 

(2)  nwi»  +  n/  =  2z, 

dove  m,  n  sono  due  quantità  reali,  non  nulle.  Anzi  una  di 
queste,  ad  es.  m,  può  sempre  supporsi  positiva,  giacché,  in 
caso  opposto,  si  muterebbe  il  segno  ai  due  membri  della  (2), 
e  si  invertirebbe  il  verso  positivo  sull'asse  z,  cambiando  z 
m~z.  Dunque  i  oasi  distinti,  che,  rispetto  ai  segni,  pos- 
sono  presentare  i  coefficienti  della  (2),  sono  raccolti  nella 
tabella  segnente: 

I.  +  +  Paraboloide  ellittico. 

II,  4-  —  Paraboloide  iperboHco. 
348.  Paniboioldfl  ellittico.  —  I)  Discutiamo  anzitutto  la 


^^Tr^ 
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dove  Pi  q  sono  due  quantità  positive^  parametri  (come  ve- 
dremo) delle  due  sezioni  principali  della  superficie.  Con  ciò 
la  (2)  diviene 

(I)  — +  -^  =  2«. 

Il  piano  21  »  0  sega  il  paraboloide  lungo  la  coppia  di 
rette  immaginarie 

P        9 

uscenti  dal  vertice  F;  questd  punto,  come  ogni  altro  della 
superficie,  è  dunque  ellittico,  ed  il  paraboloide  è  eUiUioo  (o 

non  rigato).  Un  piano 
X  ..#.  is  »  %y    parallelo    a 

quello,  sega  il  parabo- 
loide lungo  la  ellisse 


^  ^  y^ 


2pk      2qk 


=  1, 


che  è  reale,  se  i  ]>  0 
(PeUisse  MNM'N' 
della  figura),  ed  ha 
gli  assi  paralleli  ad 
a;,  y,  e  crescenti  con  k; 
la  ellisse  è  invece  im- 
maginaria se  k<^0. 
Segue  che  tutta  la 
superficie  sta  al  di- 
sopra del  piano  xy. 
n  piano  y  =  0  dà  come  sezione  la  parabola  {MVM') 

a^  =  2pZf 

mentre  il  piano  parallelo  y  ^  k  dò,  pure  una  parabola 


«*  =  2pz  — 


A;* 


Questa,  colla  traslazione  di  assi  iv  »  il- ,  «  =»  Z  +  —  ,  si  ri- 
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conosce  essere  uguale  alla  precedente,  ed  aver  per  vertice  il 
punto  (nuova  origine)  «  =  0,  y  =  ifc,  «  =  ^r-  ,  il  cui  luogo  (al 

yariare  di  i)  è  la  curva  a?  =  0,  y^  ==  2qz. 

Ora  quest'ultima  '  curva  è  la  parabola  {NVW)  interse- 
zione del  paraboloide  (I)  col  piano  x  ^--^  0;  i  piani  paralleli 
X  =^  Te  segano  poi  la  superficie  lungo  parabole  uguali  a  quella, 
aventi  i  vertici  sulla  parabola  MVM'  sopra  considerata. 

Segue  di  qua  che  il  paraboloide  ellittico  può  costruirsi 
così  :  si  assumano  due  parabole  invariabili  di  forma  MVM\ 
NVN'j  e  si  dispongano  anzitutto  in  modo  che  esse  ab- 
biano lo  stesso  vertice  F,  lo  stesso  asse  Vz^  diretto  ugual- 
mente, ed  i  rispettivi  piani  perpendicolari  ;  si  tenga  poi  fissa 
una  delle  due  parabole,  e  si  faccia  variar  Paltra  con  moto 
traslatorio  (cioè  parallelamente  a  sé  stessa),  in  modo  che  il 
suo  vertice  percorra  la  parabola  fissa;  la  parabola  mobile 
descriverà  il  paraboloide. 

Biprendiamo  l'equazione  (I)  ;  se  a  —  6,  essa  diviene 

a;*  +  y2  =  2p«, 

e  rappresenta  un  paraboloide  rotando  intomo  all'asse  2;  (n.^  113), 
generato  da  una  parabola  ruotante  intomo  al  suo  asse. 

349.  Paraboloide  Iperbolico.  —  II)  Se,  nella  (2),  è  m  >  0, 

w  <;  0,  porremo  w  =  — ,  n  — ,  dove  p>  S  sono  ancora 

quantità  positivej  e  scriveremo  quell'equazione  cosi: 

(II)  -£_»!.  «2«. 

p        q 

n  piano  z  ==  0  sega  la  superficie  lungo  due  rette  reali 
{HVH%  KVK^)  uscenti  dal  vertice  F,  aventi,  su  quel  piano, 
le  equazioni 


v/y-v/ff 


=  0. 


n  punto  F  dunque  come  ogni  altro  punto  della  super- 
ficie, è  iperbolico,  ed  il  paraboloide  (II)  ò  iperbolico  (o  rigaio). 
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Un  piano  parallelo  z  =^  k  lo  sega  Itingo  la  iperbole 

il  cui  asse  trasverso  è  parallelo  oA  x  se  k^O  (come  nella 
iperbole  PNQP'N'Q%  ed  è  invece  parallelo  ad  y  se  i<0 
(come  nell'iperbole  BTB^SJJSy^  in  ogni  caso  Passe  trasverso 
va  crescendo,  mentre  k  cresce  in  valore  assolato. 

n  piano  y  =  0  sega  la  superficie  lungo   la  parabola 
{MVM') 

di  cui  Tasse  coincide  con  z\  precisamente,  la  porzione  di 
asse  intema  alla  curva  è  la  semiretta  positiva  z.  I  piani 
paralleli  segano  il  paraboloide  lungo  parabole  uguali  e  si- 
milmente poste,  i  cui  vertici  formano  la  parabola  {TVU). 

y2  -.  —  2qz 

che  è  sezione  del  paraboloide  col  piano  a;  =  0.  Anche  questa 
parabola  ha  Passe  sopra  la  retta  z\  ma  ora  (essendo  nega- 
tivo il  coefficiente  —2q)ò  interna  alla  curva  la  semiretta 
negativa  z.  Finalmente,  i  piani  paralleli  x  =  cost.  segano  la 


superficie  lungo  parabole  uguali  e  similmente  poste  all'ul- 
tima considerata  (come,  ad  es.,  la  RM8  o  RM'8')^  ì  ver- 
tici delle  quali  costituiscono  la  parabola  MVM%  di  cui  sopra 
si  è  discorso. 


Bisolta  di  qna  che  anche  il  paraboloide  iperbolico  pnò 
esser  generato  mediante  la  traslazione  di  una  parabola  ri- 
gida, in  modo  analogo  a  quello  visto  per  il  paraboloide 
ellittico  ;  colla  difEerenza  che  qui  la  parabola  mobile,  ad  es. 
UVT,  e  la  fissa,  ad  es.  MVM'  hanno,  gli  assi  diretti  in 
Terso  opposto. 

Per  procurarci  le  equazioni  delle  rette  di  nn  parabo- 
Ioide  iperboheo,  scriveremo  la  (II)  sotto  la  torma 

Si  vede  allora  che  il  paraboloide   contiene  le  infinite  rette 
rappresentate,  al  variare  di  a,  dalla  coppia  di  equazioni 

come  pure  le  infinite  rette  rappresentate,  al  variare  di  ;^, 
dalle  equazioni 

g    I    y    ^  ^        _E y_    _2_- 

VT    VT      '        V/y    VAT     f* 

Le  rette  del  primo  sistema  sono  tutte  parallele  al  piano 

— y=^ —     Y. =  0;  quelle  del  secondo  sistema  sono  parai- 

VP      V  g 

lele  al  piano     . +    f—  =  0.  I  due  piani  diconsi  piani 

VP      V  2 
direttori  del  paraboloide;  le  loro  rette  all'infinito  apparten- 
gono alla  superficie,  e  precisamente  a)  secondo  ed  al  primo 
sistema. 

Poiché  due  rette  di  uno  stesso  sistema  di  una  quadrica 
rigata  sono  segate  dalle  rette  dell'altro  sistema  in  punteg- 
giate proiettive  (n.o  364),  e  tra  queste  rette  vi  è  ora  una 
retta  impropria,  segue  (n.°  173,  b))  ohe  due  rette  di  uno 
8tef>o  fiftema  di  un  ■parahóUnde  iperbolico  sono  segate  in 
parti  proporzionali  dalle  rette  deWaltro  sietema:  e,  vitteversa, 
le  rette  che  oongiungono  ponti  omologhi  di  due  pnnteg- 
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giate  simili   (od  ugaali)   a  sostegni   sghembi  costituiscono 
un  paraboloide  iperbolico. 

Un  paraboloide  iperbolico  non  può  mai  esser  rotondo, 
giacché  le  sue  sezioni  piane  sono  soltanto  iperboli  o  para- 
bole (n.°  338),  non  mai  cerchi. 

S50.  Alcune  lormolt  relative  ali'equailone  ridotta  dei 
paraboioidi.  —  Limitiamoci  a  ricordare  che,  data  Pequazione 
di  un  paraboloide 

V       ? 

il  'piano  tangente  alla  superficie  nel  punto  {x%  y^  ^)  (o  il  piano 
polare  del  detto  punto)  ha  Pequazione  (n.°  305) 

e  la  normale  nel  punto  stesso  (o  la  perpendicolare  dal  punto 
al  piano  polare)  ha  le  equazioni 

(4)  ?(?^)=±?(1^=._(.-^). 

La  equazione  tangenziale  del  paraboloide,  in  coordinate 
Uj  Vf  tv  di  piani,  si  riconosce  essere  (n.°  309) 

(4)  pu^  ±gf  =  2w. 

351.  Effetto  di  particoiari  tratformaiioni  di  coordinate 
euiia  equailone  di  una  quadrica.  —  Nel  n."»  341  abbiamo  visto 
quali  termini  entrino  nell'equazione  di  una  quadrica,  riferita 
a  particolari  sistemi  di  coordinate.  Bimane  però  da  esami- 
nare come  si  possano  calcolare  i  coefficienti  della  equazione 
nominata,  quando  la  quadrica  sia  inizialmente  data  mediante 
Tequazione  generale 

(1)    aiicfi  +  . . .  +  2aì3fiDy  +  . . .  +  2<h4fi  +  ...  +  Oa  =  0; 

rimane,  in  sostanza,  da  eseguire  la  trasformazione  di  coor- 
dinate, con  cui  si  passa  dall'antico  sistema  generale  x,  y,  z 
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ad  un  nuovo  sistema  particolare  Z,  J,  Z.  Biserbandooi  di 
indicare  un  metodo  che  dispensi  dai  calcoli  laboriosi  a  cui 
la  trasformazione  diretta  condurrebbe,  notiamo  alcuni  casi, 
ove  il  risultato  è  facilmente  prevedibile  (cfr.  n.®  277). 

I.  I7na  trdsfarmaaione  di  ooordinaUj  nétta  quale  muti  Va- 
rigine  ma  non  le  direzioni  degli  asHj  lascia  inaUerali  i  coef- 
ficienti dei  termini  a  secondo  grado  neWequazione  di  una 
guadrica. 

Una  siffatta  trasformazione  è  espresssv'  infatti  dalle  for- 
molo (n.*»  99) 

.  dove  «9  p,  7  sono  costanti  ;  eseguendo  queste  sostituzioni 
nella  (1),  sviluppando  e  ordinando  rispetto  ad  X,  J,  Z^  si 
trova  una  equazione  del  tipo 

(2)  a\iJ}  +  ...  +  2a'nKY  +  ...  +  2a\^  +  ...  +  a'u  -  0, 
dove  si  riconosce  essere 

«a  -a»,  (♦,*  =  !, 2, 3) 

a'i4  =  anOL  +  a^p  +  ai^  +  a^,  (i  ==  1,2, 3) 

a'44  =  an^^  +  «fflP^  +  a«8r*  +  2ai2aP  +  2aijar  +  2a28Pr 

+  2auOL  +  2024?  +  20347  +  «44. 

Le  uguaglianze  contenute  nella  prima  orizzontale  dimo- 
strano il  lemma. 

II.  Una  trasformazione  di  coordinate^  che  la^ci  ferma  Vori- 
ginCj  non  aMera  il  termine  noto  deU^equazior^  di  una  qua4rica. 

Si  riconosce  direttamente,  eseguendo  sulla  (1)  la  tra- 
sformazione (n."*  99) 

z  =  /X  +  /T  +  /''Z, 
dove  le  a,  p,  7  sono  costanti  ;  (cfr.  per  le  coniche,  n.*^  277,  II). 


■^     •-- 
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in.  Una  irasfarmaziane  ortogonale^  òhe  lasci  ferma  Vorigine^ 
muta  U  trinomio  x^  +  y*  +  z*  nd  trinomio  X*  -f  Y*  +  Z*. 

Infatti  entrambi  i  trinomi  esprimono  il  quadrato  della 
distanza  della  origine  dal  punto  che  ha  le  antiche  coordi- 
nate (Xj  y,  z\  e  le  nuove  (X,  r,  Z). 

882.  Invarianti  di  una  quadrici  rispetto  ad  una  trasfér- 
maiione  artogonaie  di  coordinate.  —  Biprendiamo  Pequazione 
di  una  quadrica 

(1)  oiiQ^  +  ...  +  Souay  +  ...  +  2ai^  +  ...  +  «44  »  0, 

e  supponiamo  che,  mediante  una  qualsiasi  trasformazione  di 
coordinate,  essa  si  muti  nella 

(2)  a\^jK:^  +  ...  +  2a\^XY  +  ...  +  2a\JK  +  ...  +  a\^  -  0. 

Cerchiamo  di  formare,  coi  coefficienti  della  (1),  certe 
espressioni  invarianti  rispetto  alla  trasformazione,  tali  cioè 
che  non  mutino  valore  quando  vengano  formate  coi  coef- 
ficienti della  (2),  anziché  coi  coefficienti  della  (1),  e  ciò  qua* 
lunque  sia  la  trasformazione  impiegata,  o  la  quadrica  a  cui 
si  applica  (cfr.  n.°  278).  Noi  però,  per  maggiore  semplicità, 
ci  limiteremo  a  considerare  trasformazioni  ortogonali.  £  sup- 
porremo anzitutto  che  la  trasformazione,  con  cui  si  passa 
dalla  (1)  alla  (2),  non  alteri  l'origine,  riserbandoci  di  togliere 
poi  quest'ultima  restrizione. 

Tenendo  conto  delle  formolo  rappresentanti  quella  tra- 
sformazione, e  déllemma  III  (n.°  351),  possiamo  scrìvere  le 
seguenti  identità: 

(3)  au^  +  a^^  +  088^*  +  2ai^  +  2ai^3sz  -f  2028^^2;  +  ...  +  a^^ 

=  a'uJ*  +  a'^r»  +  a'n2fl  +  2a\iXT  +  2a'i8XZ 

-f  2a'2B7Z  +  ...  +  a\^ 

(4)  cfi  +  y^  +  z^  =  2P  +  Y»  +  Z«, 

nella  prima  delle  quali  è  anzi  a^^  «  a\^  (lemma  II,  n.°  361). 
Insieme  alle  due  identità  scritte,  sussiste  pure  la  identità 
che  da  quelle  si  ottiene  aggiungendo  ai  due  membri  della  (3) 


i  due  membri  della  (4),  moltiplicati  per  ano  steaso  parametro 
arbitrario  —  ft  .■ 

J    (a„  —  t)a*  +  (ais-ife)y* +  («»»  —  *)«* 
J         +  2ai^y  +  2aija»  +  2asiS/z  +  ...  +  «„ 

f  +  20'isZY  +  2a'iiXZ  +  Za'snJZ  +  ...  +  a\^. 

I  due  membri  della  (6),  uguagliati  a  zero,  rappresentano 
una  stessa  qnadrica  Q,  riferita  mia  volta  agli  assi  x,  y,  z,  una 
seconda  Tolta  agli  aasi  X,  7,  Z,  qaadrica  ohe  Tma  in  un  fa- 
scio al  variare  di  ft.  Yolendo  determinare,  ad  es.,  per  quali 
valori  di  ft  la  quadrica  Q  divenga  un  paraboloide,  possiamo 
valerci  sia  dell'equazione  in  x,  y,  a,  sia  di  quella  in  X,  Y,  Z. 
La  prima  equazione  ci  fornisce,  per  le,  la  equazione  dì  oon- 
diaione  (n.-  328,  Oss.) 


(«) 


equazione  che  abbiamo  già  trovato  al  n.''336,  ed  abbiami 
indicato  con  A  (i)  =  0,  e  obe,  sviluppata,  assume  la  fonr 

(7)  fc*-14=  + Jt  — 4,,  =0, 

dove  A,^  è  il  noto  determinante  di  terzo  ordine,  e  si  è  p 
inoltre 

[  I  =  Oli  +  Osi  +  ««•, 

I  «M  Oaj  I        j  du  Ole  I        I  Oli  «12  I 

I  Ok  ass  I        I  an  t>is  I        |  oti  ou  | 

=  «11  (te  +  «n  «hi  +  Im  a»  —  *u'  —  Oli'  — 


Oli  — ft 

Ou 

0|3 

om 

0«  — ifc 

Ok. 

Osi 

an 

o,,  — fc 

(8) 


Se  invece  avessimo  adoperata  l'equazione  della 
Q  in  X,Y,  Z,  si  sarebbe  trovata,  per  h,  la  condr 
(7')  fc»  _  I'fc«  +  J'jfc  _  A\^  =  0, 

dove  /',  J",  A\,  sono  ciò  che  divengono  /,  J,  I 
formino  colle  o'a,  coefficienti  della  (2),  anziché 
fidenti  della  (1). 
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Le  due  equazioni  di  condizione  (7)  e  (7^)  devono  for- 
nire per  Te  gli  stessi  valori  ;  esse  avi  anno  dunque  i  coeffi- 
cienti proporzionali,  anzi  uguali  perchè  coincidono  i  coeffi- 
cienti di  Tfi.  Sussistono  dunque  le  uguaglianze 

(9)  I^r,      J  =  J',      A,,  =  A\,, 

le  quali  dicono  che  le  espressioni  Z,  Jj  A^^^  non  mutano  var 
lore,  sia  che  vengano  formate  coi  coefficienti  della  (1),  sia 
coi  coefficienti  della  (2).  In  breve,  quelle  espressioni  sono 
invarianti  relativi  ad  una  trasformazione  ortogonale  di  coor- 
dinate, che  non  sposti  Porigine. 

Un  quarto  invariante  si  ottiene  imponendo  alla  qua- 
drica  variabile  Qj  sopra  considerata,  la  condizione  perchè 
essa  degeneri  in  un  cono.  Se  si  opera  sulla  equazione  di  Q 
in  rr,  y,  Zj  la  detta  condizione  è  espressa  dalPannuUarsi  del 
discriminante  del  primo  membro  della  (6)  : 


dii  —  ìc        ai2         Ois 

Ol4 

021      ^22      k       azz 

O24 

Osi                088         088  —  Jc 

084 

041                 O42               0^3 

«44 

0. 


Sviluppando  e  mettendo  in  evidenza  il  termine  con  1c^ 
e  il  termine  noto,  ohe  solo  interessano  nel  nostro  caso,  la 
detta  condizione  assume  la  forma 

(10)  —«44**   +    ...    +    A   =    0. 

Operando  similmente  sulla  equazione  di  Q  in  X,  J,  Z, 
troviamo  l'equazione  di  condizione 

(10')  —  a'44*'  +  ...  + A'  =  0, 

dove  A'  è  il  discriminante  della  (2).  Poiché  la  (10)  e  la  (10') 
devono  avere  le  stesse  radici,  poiché  inoltre  a^^^a^^  sono 
uguali,  come  fu  già  notato,  e  possono  ritenersi  diverse  da 
zero  (che  altrimenti  si  aggiungerebbe  ai  due  membri  della  (5) 
una  stessa  costante  non  nulla),  si  conclude  che  sarà  pure 

(11)  A  =  A\ 
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Vediamo  così  che  le  quattro  espressioni 

(12)  I,    J,    A,,,    A 

non  variano  quando  mutano  gli  assi  coordinati  ortogonali, 
restando  ferma  l'origine.  Ma  quelle  espressioni  non  si  alte- 
rano nemmeno  per  una  traslazione  di  assi.  Oiò  è  chiaro  per 
le  prime  tre,  le  quali  dipendono  dai  soli  coefficienti  dei  ter- 
mini a  secondo  grado  della  (l),  coefficienti  che  non  si  alte- 
rano in  conseguenza  di  una  traslazione  di  assi  (n.  351, 
lemma  II).  Quanto  ad  A,  l'asserzione  si  verifica  direttamente 
collo  stesso  procedimento  che  fu  usato  neUa  teoria  delle  co- 
niche (n.^  278,  pag.  529),  formando  cioè  il  determinante  A' 
colle  espressioni  delle  a' a  contenute  nelle  formole  deln.^  351, 1, 
e  mostrando  che,  mediante  semplici  trasformazioni.  A'  si  ri- 
duce ad  A. 

Visto  ciò,  si  conclude  (con  Oauchy,  1826)  che  le  espres- 
sioni (12)  sono  effettivamente  invarianti,  rispetto  ad  ogni 
trasformazione  ortogonale  di  coordinate.  In  parole: 

Nel  passaggio  da  assi  ortogonali  ad  assi  ortogonali  riman- 
gono immutali  i  valori  détte  quattro  espressioni  seguenti^  for- 
mate coi  coefficienti  deWequazions  di  una  quadrioa  : 

1)  il  discriminante  A  deli* equazione  {invariante  biqua- 
dratico) ; 

2)  U  complemento  algebrico  A^^  del  termine  noto  entro 
ai  discriminante  {invaria/nte  cubico); 

3)  la  somma  3  dei  complementi  algebrici  degli  elementi 
principali  in  A^^  {invariante  qtLodratico); 

4)  la  somma  I  degli  elementi  principali  di  A^^,  ossia 
la  somma  dei  coefficienti  dei  quadrati  neWequazione  della  qua- 
drioa {invariante  lineare). 

Naturalmente  (come  fu  già  notato  in  geometria  piana, 
n.^  278,  Oss.)  l'invarianza  delle  quattro  espressioni  suddette 
vale,  ove  si  paragonino  due  equazioni  (1),  (2),  dedotte  una 
dall'altra  mediante  una  trasformazione  ortogonale,  avendo 
cura  di  non  introdurre  né  togliere  fattori. 

Osservazione.  —-  Abbiamo  già  notato  che  l'equazione  (6), 
da  cui  hanno  origine  tre  invarianti,  coincide  coU'equazione  (5) 
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del  n.°  336,  da  cui  dipendono  i  piani  principali  di  nna  qua- 
drìca.  Di  questa  coincidenza  non  dobbiamo  sorprenderoi. 
Infatti,  nel  presente  n.'',  noi  abbiamo  considerato  un  fascio 
di  qnadriche  Qy  secanti  sul  piano  all'infinito  nn  fascio  di 
coniche  determinato  dalla  conica  all'infinito  della  qnadrica  (  J.) 
(%;  =  0)  e  dall'assoluto  {ìc  =  ±co).  Chiedere  quali  quadriche  Q 
divengano  paraboloidi,  equivale  a  chiedere  quali  coniche  del 
detto  fascio  si  spezzino  in  due  rette  ;  la  (6)  esprime  appunto 
la  condizione  di  spezzamento. 

Ora  si  è  visto  (n.°  340)  che  anche  il  problema  dei  piani 
principali  di  una  quadrica  porta  a  determinare  le  coniche 
degeneri  del  fascio  nominato. 

Dunque  le  due  questioni  trattate  nel  n.°  336  e  nel  n.^ 
presente,  sebbene  in  apparenza  molto  distinte,  portano  ad  uno 
stesso  problema  di  geometria  piana.  Aggiungeremo  qui  che, 
come  sono  invarianti  i  coef&cienti  dell'  equazione  A  (k)  =  0, 
corì  ne  sono  invarianti  le  radici  fti,  ktj  k^j  di  cui  ora  vedremo 
il  significato  geometrico.  Esse  però  non  si  possono  esprimere 
razionalmente  mediante  i  coefficienti  della  (1),  sono,  come 
talora  si  dice,  invarianti  irrazionali. 

353.  Calcolo  del  coefRelentl  deirequailone  ridotta  di  una 
quadrica  col  mezzo  degli  Invarianti.  —  Bitomando  ora  al 
problema  enunciato  nelle  prime  righe  del  n.^  351,  proponia- 
moci di  convertire  in  forma  ridotta  l'equazione  data  di  una 
quadrica,  riferita  ad  un  sistema  qualsiasi  di  coordinate  or- 
togonali : 

(1)  anx^  +  ...  +  2aiaxy  +  ...  +  2ai4pc  +  ...  +  «44  ==  0. 
Calcolati  gli  invarianti 

Z,  J,  Ai4,  A. 

della  (1)  (n.°  352),  ohe  sono  qmmìtìtò,  note,   dobbiamo  distm- 
guere  due  casi. 

a)  La  quadrica  (1)  abbia  centro  proprio;  sia  dunque 
^44  =1=  0.  Come  equazione  ridotta  prenderemo  l'equazione 
normale 

(2)  a'iiZ*  +  a^r^  +  a'ssZ^  +  a'44  =  0, 


a 
1 
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della  (1);  traBcnrando  la  relazione  Aìa  =  A^uj  che  diviene 
nel  caso  presente  0  *=  0,  otteniamo  le  tre  relazioni 

(3')      a'n  +  a'a  "-  Ij      a'iia'22  =  e/,      —  a'wa'^a'^  =  ii. 
Le  ultime  due  ci  danno 


(40 


a'„.±\/l4. 


(dove  il  segno  del  radicale  è  indifferente,  potendosi  mutare 
il  segno  di  a'u  coU'invertire  il  verso  positivo  sull'asse  Z). 
La  prima  e  seconda  delle  (3')  ci  dicono  poi  che  a'wy  a'^ 
sono  radici  dell'equazione  quadratica 

(5')  **  —  Ifc  +  J  =  0, 

o,  se  si  vuole,  sono  le  due  radici  non  nulle  ìcx^  Iczj  della  so- 
lita equazione  cubica  à{k)  =  0,  la  quale,  questa  volta,  ha 
come  terza  radice  Tcz^  0  {nP  338). 

L'equazione  ridotta  del  paraboloide  è  dunque 

(7')  fciZ»  +  fel^  ±  2  V/ — ^Z  =  0. 

Oisenrailone  I.  —  I  procedimenti  ora  indicati  per  for- 
mare l'equazione  ridotta  di  una  quadrica  non  degenere  si 
applicano,  almeno  in  parte,  anche  alle  quadriche  degeneri. 
Oosi,  per  il  cono  a  vertice  proprio,  la  cui  equazione  normale 

ha  la  forma 

a'nX^  +  a'22r*  +  a'ssZ*  =  0, 

si  trova,  col  ragionamento  fatto  in  a),  che  a^i,  0^22?  d'n 
sono  le  radici  A^i,  Jc^j  hs  della  equazione  cubica  A  (k)  =  0. 

Per  il  cilindro  ellittico  o  iperbolico,  che  ha  l'equazione 
normale 

risulta  che  a\\  e  a^ss  sono  le  due  radici  non  nulle  dell'equa- 
zione A  (Te)  ^  0,  di  cui  la  terza  radice  è  nulla,  perchè  Au  —  0; 
ma  il  termine  noto  a^u  non  si  può  calcolare  mediante  la 

espressione  (4), la  quale  assume  ora  la  forma  indeterminata  -jr-  ; 

si  giunge  a  calcolarlo  mediante  un  altro  procedimento,  che 
esporremo  nell'esercizio  4)  dopo  il  n.^  356. 
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Finalmente,  per  il  eilindro  paràbolioOj  la  cui  equazione 
può  ridursi  al  tipo 

a' 11-3?  +  2a's4Z  =  0, 
si  vede  che  a\i  è  l'unica  radice  non  nulla  dell'equazione  (6), 
la  quale  ha,  questa  volta,  due  radici  nulle,  perchè  J  =  Au  =  0. 
Il  coefficiente  a'u  non  viene  determinato  dalla  espressione  (4'), 

che  assume  ora  l'aspetto  -^  ;  se  ne  calcolerà  il  valore,  ese- 
guendo direttamente  la  trasformazione  di  coordinate. 

Lasciamo  al  lettore  le  analoghe  considerazioni  per  le 
quadriche  spezzate  in  due  piani. 

Oisenrailone  II.  —  Se  l'equazione  A  (A;)  »  0  ha  una  ra- 
dice doppia  Tci  =  ÌC2y  la  quadrica  (7),  o  (7^,  risulta  rotonda 
intomo  all'asse  Z  ;  e  se  la  A  {Jc)  =  0  ha  una  radice  tripla 
Jci  =  Jc2^  ìczy  la  quadrica  risulta  una  sfera.  Bimangono  cosi 
confermate,  per  altra  via,  le  asserzioni  del  n.°  339,  Oss. 

364.  Ciasslfleailone  delie  quadriche  partendo  dalla  equa- 
ilom  generale.  —  I  risultati  del  n.°  precedente  possono  rias- 
sumersi cosi. 

Data  l'equazione  generale  di  una  quadrica 

(1)  «iia^  + -f  «44  ==  0, 

si  formi  l'equazione  cubica 

(5)  k^  —  IJc^  +  JTc'-Au==0, 
ossia 

(6)  A(fc)  =  0, 

e  se  ne  calcolino  le  radici  kij  ^,  kz. 

a)  Se  queste  sono  tutte  diverse  da  zero,  se  dunque  Au  H=  0, 
l'equazione  deUa  quadrica  può  porsi  sotto  la  forma 

(7)  ftiZ«  +  i2r«  + ft82«  +  -^  =  o. 

^44 

Bicordando  ora  la  discussione  fatta  al  nP  342,  si  vede 
che,  nella  ipotesi  j1  4=  0,  la  superficie  è  un  ellissoide  reale, 
un  iperboloide  ad  una  falda,  un  iperboloide  a  due  falde,  od 
un  ellissoide  immaginario,  secondo  che  tre,  due,  ima,  o  nes- 

sana  delle  radici  della  (6)  hanno  il  segno  di 5 — .  Se  in- 

A44 
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vece  A  —  Oj  Ì£b  qnadrioa  è  un  cono  reale  o  immaginario, 
secondo  che  le  dette  radici  hanno  tutte  lo  stesso  segno, 
oppur  no. 

P)  Se  una  delle  radici  della  (6)  è  nulla,  ad  es«  A;s  ==  0, 
ed  è  quindi  Au  =  0,  la  quadrica  è  un  paraboloide;  la  sua 
equazione,  nella  ipotesi  ^  4=  0,  può  porsi  sotto  la  forma 


(70 


&iZ«  +  h7^±  2\/—^Z  =  0, 


sicché  il  paraboloide  è  ellittico  od  iperbolico,  secondo  che  ki 
e  1c2  hanno  lo  stesso  sogno,  oppur  no.  Se  invece  A  =»  0,  la 
quadrica  è  un  cilindro,  la  cui  equazione  può  porsi  sotto  la 
forma 

quando  fci,  Jc^  siano  diverse  da  zero;  il  cilindro  è  ellìttico 
od  iperbolico,  secondo  che  ii,  k^  hanno  lo  stesso  segno, 
oppur  no.  Finalmente,  se  due  radici  della  (6)  si  annullano, 
ad  es.  kz"^  ki  —  0,  la  quadrica  è  un  cilindro  parabolico. 

Tutta  questa  discussione  (ove  son  lasciati  da  parte  i 
casi  di  spezzamento  della  quadrica  in  piani;  n.^  316)  può 
riassumersi  nella  tabella  seguente.  Nella  quale  è  da  avver- 
tire che,  ove  si  inoantrinoj  in  una  atessa  crizzantale^  due  o 
più  doppi  segni^  devono  prendersi  contemporaneamente  i 
segni  superiori,  o  gl'inferiori. 

ki         ki         k$ 


44 


4-4-4- 


±  +  -h  ± 

±±00 

±         ^:  0  0 

4-000 


+ 

Ellissoide  immaginario. 

0 

Cono  immaginario. 

— 

Ellissoide  reale. 

+ 

Iperboloide  ad  una  falda. 

0 

Oono  reale. 

— 

Iperboloide  a  due  falde. 

— 

Paraboloide  ellittico. 

0 

Cilindro  ellittico. 

+ 

Paraboloide  iperbolico. 

0 

Cilindro  iperbolico. 

0 

CUindro  parabolico. 

OLASnVlOAZIOSrB  DSLLB  < 


Le  radici  indicate  con  A^i,  X^,  Te 
in  tal  ordine,  da  verificare  uno  dei   ! 
bella,  il  che  è  sempre  possibile  (^). 

Delle  tre  radici  %i,  Tct^  Tcz  dell'e  i 

(5)  k^-m  +  Jh-A  . 

interessano,  come  si  disse,  solo  i  s^  i 
zione  ha  tutte  le  sue  radici  reali, 
sitive,   quante  sono   le  variazioni  <  i 
coefficienti  1,  —  I,  J,  —  ^[44  (\  ossia  1 
nenze  nella  serie 

+  1,  I,  J,  A4. 

L'esame  di  tutti  i  casi  jpossibili  : 
della  tabella  precedente,  a  stabilire 
relativamente  ai   doppi  segni,  è  ris]  1 
fatta  sopra: 


44 


A 

+  EUis  I 

+  ±    {      —  Conc 

0  EUis 

+  Iperl 

altri  casi  ±    \      0  Cono 

(      —  Iperl  I 


±  +  0 


(      -—      Para 
\      0       CUini 


arbitrario   —  0 

±000       Cain(i 


J      +      Para 
/       0       Cilinv 


(')  Nella  formazione  della  tabella,  il  lett; 
J.44  dipende  dai  segni  di  k^,  k^,  k^,  perchè  è  . 
^'  (S)  )>  inoltre  ohe,  quando  jk,  »  0,  e  kik^  =  «. 
di  ^  è  opposto  al  segno  di  k,k^,  come  rlsult 
qnale  deve  fornire  per  a\^  un  valore  reale. 

(*)  y.  ad  es*  Capelli,  IsUiuzioni  di  anaM 


r- 
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35S.  Mgiilflealo  M  Mgno  dal  tfltcrinilnanto.  —  DaU^esame 
delle  tabelle  precedenti  risulta  che  le  qnadriche  per  cui  Jl  >^  0 
sono  o  immaginarie  (ellissoide  immaginario),  o  rigate  (iper- 
boloide ad  una  falda,  paraboloide  iperbolico),  mentre  le 
quadriche,  per  cui  A  <  0,  sono  reali  non  rigate  (ellìBSoide 
reale,  iperboloide  a  due  falde,  paraboloide  ellittico).  Si  ha 
dunque  il  seguente  notevole  criterio: 

Una  quadrica  non  degenere^  a  punti  reaìi^  è  rigata  o  non 
rigata^  secando  che  U  discriminante  di  essa  è  positivo  o  negativo. 

Ora  questo  teorema  può  pure  dimostrarsi,  in  modo  di- 
retto, per  la  via  seguente  (^). 

Data  l'equazione  generale  di  una  quadrica  a  punti  reali, 
il  cui  discriminante  A  sia  diverso  da  zero,  si  trasportino 
gli  assi  coordinati  (supposti  ortogonali)  in  guisa  che  l'ori- 
gine 0  si  porti  in  un  punto  0^  della  superficie,  ed  il  piano  xy 
si  porti  nel  piano  X7  ivi  tangente,  il  sistema  restando  or- 
togonale; con  ciò  il  valore  del  discriminante  non  muta 
(n.°  362).  La  nuova  equazione  della  superficie  mancherà  del 
termine  noto,  e  dei  termini  lineari  in  X,  7  (perchè  la  parte 
a  primo  grado,  uguagliata  a  zero,  deve  rappresentare  il 
piano  tangente  nell'origine,  che  è  Z  ~  0)  ;  l'equazione  avrà 
dunque  la  forma 

(1)        a'iiZ*  +  a'sstl^  +  a'zsiZ^  +  ia'i^XY  +  2a\zXZ 

+  2a\zYZ  +  2a'siZ  =  0. 

Calcoliamo  il  discriminante  di  questa  equazione,  ed 
uguagliamolo  ad  A;  sarà 


^  = 


a  12 


a'is 


a  11 


^^22 


a  21 

d  31      a  82 

0        0 


0 
0 


au 


a'iz 


0 


==  •—  a'z^  (a'iia'22  —  «'i2*)« 


Vediamo  dunque  che  A  ha  lo  stesso  segno  della  espres- 
sione {a\^  —  a^ia'22)-  Se  ora  cerchiamo  la  intersezione  della 


(')  Bianchi,  Ltmioni  di  geometria  owMieat  lOOé,  pag.  634. 


qnadrìea  (1)  ool  piano  tangente  Z  =  0,  troviamo  la  coppia 
di  rette 

o'iiJ*  +  2o'igZr  +  a'fflY*  =  0, 
ossia 

X^  —  a' 18  ±  y/  oV  —  a'ua'tt 
r  ~  a'ii  ' 

coppia  che  è  reale  od  ùamaginarìa,  secondo  che  Pespres- 
sione  sotto  il  radicale  risulta  positiva  o  negativa.  Dnnqne 
il  ponto  0',  che  è  un  punto  arbitrario  della  superficie,  è 
iperbolico  od  ellittico,  secondo  che  A  è  positivo  o  negativo; 
il  che  ai  doveva  appunto  dimostrare. 

Nella  dimostrazione,  .figura  la  ipotesi  che  il  sistema  di 
coordinate,  cui  vieu  riferita  la  qnadrìca,  sia  ortogonale.  Sa- 
rebbe facile  però  stabilire  (^e  il  teorema  sussiste  pure  in 
coordinate  oblique;  sussiste  anzi,  in  generale,  quando  la 
quadrioa  si  riferisca  ad  un  sistema  di  coordinate  proiettive 
qualsiasi.  Ma  su  questa  estensione,  che  è  legata  ooUe  con- 
siderazioni del  n.°  seguente,   non  vogliamo  qui  trattenerci. 

3B6.  CiMSiflcazfone  proiettivi  Mie  quadricht.  —  La 
classificazione  delle  qoadriche  contenuta  nelle  tabelle  pre- 
cedenti è  fondata  sopra  criteri  metrici-  Sotto  l'aspetto  pro- 
iettivo, quando  si  riguardino  come  equivalenti  due  qnadriohe 
trasformabili  l'nna  nell'altra  mediante  una  collineazione 
reale  (rappresentata  cioè  da  una  soBtìtnzione  lineare  a  coef- 
ficienti reali),  si  è  condotti  a  distinguere  un  minor  numero 
di  tipi.  Preoisamente:  le  quadriehe  non  degeneri,  ioUo  Vaepetto 
proiettivo,  si  diitribuiseono  néUe  tre  famiglie  seguenti:  1)  qua- 
èriche  a  punti  immagwMri  ;  2)  qututrùAe  a  punti  reaU  ellit- 
tici (o  non  rigate);  3)  quadriehe  a  punii  reali  iperbolim  (o 
rigate).  Ogni  quadrica  di  una  di  queste  famiglie  è  trasfor- 
mata da  una  collineazione  in  una  quadrica  della  famiglia 
stessa;  ciò  è  evidente,  quando  si  pensi  che  una  collinea- 
zione muta  punti  e  rette  reali  di  una  quadrica  in  punti  e 
rette  reali  della  quadrica  trasformata.  Ma,  viceversa,  si  di- 
mostra (e  qui  basti  l'enunciato)  che,  date  due  gvadriohe  di 
una  stessa  famiglia,  si  può  sempre  formare  {e  in  infiniti 
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modi)  una  ooUineazionej  che  muti  Vuna  quadriea  ndFalira. 
Per  esempio,  ogni  quadriea  reale  non  rigata  (ellissoide  reale, 
iperboloide  a  due  falde,  paraboloide  ellittico)  può  esser 
sempre  trasformata  in  una  sfera  reale,  mediante  una  ooUi- 

neazione  (cfr.  n.°  327,  es.  3),  4)). 

> 

La  prima  e  la  terza  delle  tre  famiglie  sopra  indicate 
corrispondono  a  valori  positivi  del  discriminante  A;  per  la 
seconda  famiglia  invece  è  J.<0. 

Esortili.  I  —  1)  DetermiDare  i  piani  principali  delle  qnadriohe  se- 
guenti, e  ridarne  le  equazioni  a  forma  canonica  : 

2aj"  +  2y*  +  i»«  +  2ajy  —  6*  —  6y  +  1  =  0, 
10(aj*  +  y*  +  i»")  +  8a»  +  6y«—  1  =  0, 
a?"  +  y*  +  2a»  +  2y«—  1  =  0, 
xy  +  a»  +  y« — 4  =  0, 
a?*— yzrh  ImO, 

aj«  +  2y»  — 2ajy  +  2a;  — %  — «+  1=0, 
»"  +  y*  +  2ajy  —  2»  +  2y  —  2e  =  0. 

2)  Ogni  iperboloide  riferito  a  tre  asintoti,  come  assi  coordinati,  ha 
un'equazione  della  forma 

ai««y  +  «i8««  +  ««y*  +  fc  =  0; 

si  dimostri  ohe  l'iperboloide  (anche  nella  ipotesi  di  assi  obliqui)  è  rigato 
o  no,  secondo  che  il  prodotto  ai^Oi^a^^  ha  il  segno  di  ^  o  0  sogno  op- 
posto. (Si  seghi  la  superficie  col  piano  tangente  nel  punto  aU*  infinito 
dell'asse  z). 

3)  Si  dimostri  che  la  superficie 

a(x^  +  2y£r)  +  6(y«  +  2ex)  +  o(»«  +  2ajy)  =  1 

è  un  iperboloide  ad  una  o  due  falde,  secondo  che  la  somma  a  +  b  +  o 
è  positiva  o  negativa,  ed  è  un  cilindro  iperbolico  se  quella  somma  è 
nulla.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  la  superficie  sia  ro- 
tonda è  aò  +  6o  +  ca  ■■  0. 

4)  Per  determinare  il  termine  noto  deirequazione  canonica  di  un 
cilindro  ellittico  od  iperbolico  (n.^  363,  Oss.  I),  di  cui  è  data  l'equazione 
generale,  si  trasportino  parallelamente  due  piani  coordinati,  ad  es.  xz,  yz, 
lasciando  fisso  U  terzo  xy,  e  si  scelga  come  nuova  orìgine  il  centro  deUa 
conica  che  il  cilindro  sega  sul  piano  xy.  Il  termine  noto  della  nuova 
equazione  (ohe  si  può  calcolare  col  mezzo  degli  invarianti  della  detta 
conica)  è  il  termine  noto  dell'equazione  canonica  richiesta  (nfi  351,  II). 
Si  applichi  questo  procedimento  al  cilindro 

se"  —  y"  -  z^  +  2y»  +  x  +  y  — «  =»  6. 


-  6)  In  UB  eUÌBBoide  (di  BemiasBÌ  a,  b,  e)  è  costante 


la  sommft  dei  quadrati  dei  valon  inverai  di  tre  Bemidiametri  mutna- 
mraite  perpendioolari  (Chaslbs).  Come  si  esprime  questa  somma  me> 
diaD te  gli  invarianti  della  superficie  t  (ofr.  n."  281,  ea.  12,  )  ('). 

6)  £  puro  costante  [=  4  [i-,j  +  j-,  +  -ir,) }  la  somma  dei  qua- 
drati dei  valori  inversi  dplle  aree  di  tre  triangoli,  determinati  da  tre 
semidiametri  mutuamente  perpendioolari,  presi  a  due  a  due  (Chasles). 

7)  Nello  studio  delle  proprietà  metriche  di  un  ellissoide 

o«  +  6'   +    e-         '• 
conviene  adoperare  le  segnati  equazioni  parametriohe: 

X^  a  008  a,        y  b'6  od8  @,        e  =  0  OOS  -|;, 

-  dove  a,  @,  1  sono  gli  angoli  ohe  una  retta  variabile  forma  con  tre  rette 
mutuamente  perpendioolari.  A  queste  formule  si  arriva  direttamente,  se 
ei  stabilisce  l'affinità  x  =  aX,  y  ^  hY,  e  =  oZ  tra  l'elliBsoide  dato  e  la 
afera  X'  +  Y'  +  Z'  =  1.  Mediante  quella  affinità  il  punto  sopra  consi- 
derato dell'ellissoide  sì  muta  nel  punto  (cos  a,  oos  ?,  oos  f)  della  sfera. 

8]  A  tre  punti  dell'ellissoide,  che  siano  estremi  di  tre  semidiametri 
mutuamente  coniugati,  corrispondono,  nell'affinità  nominata,  tre  punti 
della  efera  appartenenti  a  tre  raggi  mutuamente  perpendioolari.  Dalle 
formolo  esprimenti  questo  fatto  si  ricavino  i  seguenti  tre  teoremi,  che 
estendono  aU'ellìssoide  le  relasioui  di  Afoixohio  per  la  ellisse  (n.<'  281). 

9]  In  un  ellissoide  è  costante  (—  a'  +  6*  +  o')  la  somma  dei  qua- 
drati di  tre  semidiametri  mutuamente  coniugati  (Livbt), 

10)  È  costante  [  =■  -j-lb'tf  +  t^a*  +  a*fc*)  j  U  somma  dei  quadT' 

delle  aree  di  tre  triangoli,  determinati  da  tre  semidiametri  mutuam- 
coniugati,  presi  a  due  a  due  (Bdtet). 

11)  C  costante  [=  -^  abe\  il  volume  del  tetraedro,  di  cui  t 

golì  sono  tre  semidiametri  mutuamente  coniugati  (Livsr). 

12)  È  oostante  la  somma  dei  quadrati  delle  proiesìoni  or 
di  tre  semidiametri  coniugati  sopra  una  retta  (Petit),  o  sopra 
assegnato  (Chasles). 

13)  L'affinità,  che  lega  un  ollissoide  ad  una  sfera  pern 
dune  il  volume  di  quello  dal  volume  di  questa.   Sì  trovo 
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volume  racchiuso  da  un  ellissoide  di  semiassi  a,  &,  e,  è  -^9rdòe(ofr. 

11.0  294). 

III.  —  14)  Se  p  è  la  distanza  del  centro  da  un  piano  tangente  al- 

9^         t/*         ^ 
TelliBsoide  -zr  +  yr  +  ^  =  1,  e  x,  .u,  v  sono  gli  angoli  che  la  normale 

al  piano  forma  cogli  assi,  si  ha 

p«  =  a"  oos"  X  +  6*  oos*  u  +  o"  cos*  v. 

Applicando  questa  formola  a  tre  piani  tangenti,  mutuamente  perpen- 
dicolari» risulta 

p'  +  Pi'H-p.'  =  a"  +  «>*  +  o*, 

e  si  conchiude:  «il  luogo  dei  punti»  da  cui  si  possono  condurre  ad  un 
ellissoide  terne  di  piani  tangenti  perpendicolari,  ò  una  sfera  di  raggio 

\/c^  +  ^  +  <'*>  concentrica  all'ellissoide  «  (Monob);  (cfr.  n.o281»  es.  22)). 

Il  cono  circoscritto  all'ellissoide,  da  un  punto   qualsiasi  della  sfera,  è 

tale,  che  ad  esso  sono  circoscritti  infiniti  triedri  trirettangoli. 

10)   Il   teorema  precedente  vale    anche   per    i   due  iperboloidi 

^         t/*         ^ 

--J-  z^  ^ -T-  =  1,  per  i  quali  la  sfera  di  Monob  ha  il  raggio 

y/«^  :±:  &■  —  0*,  e  può  quindi  essere  immaginaria.  La  sfera  di  Monob 
non  sega  in  punti  reali  rellissoide,  o  Tiperboloide  a  due  falde.  Essa 
sega  riperboloide  ad  una  falda  lungo  una  curva  reale,  se  a  >  e;  «  questa 
curva  (del  quarto  ordine)  è  il  luogo  di  un  punto,  da  cui  escono  due 
rette  della  superficie  perpendicolari  tra  loro  ». 

16)  Bispetto  al  paraboloide  -^^  rt:  -^  «  20,  il  luogo  dei  punti,  da 

cui  si  possono  circoscrivere  terne  di  piani  tangenti  mutuamente  per- 
pendicolari, è  il  piano  2i?  +  p  =i=  g  =  0.  Esso  sega  fl  paraboloide  iperbo- 
lico lungo  una  iperbole,  in  ogni  punto  della  quale  si  incontrano  due 
rette  della  superficie  mutuamente  perpendicolari. 

IV.  —  17)  Se  in  un  cono  d  può  iscrivere  un  triedro  trirettangolo, 
è  nullo  rinvariante  lineare  I  ;  viceversa,  se  I  =  0,  si  possono  iscrivere 
nel  cono  infiniti  triedri  trirettangoli,  donde  risulta  che  «  se  in  un  cono 
si  può  iscrivere  un  triedro  trirettangolo,  si  possono  iscrivere  nel  cono 
infixiiti  triedri  siffatti  »  (cfr.  n.^  318,  es.  19)  ).  (Per  dimostrare  il  teorema 
diretto,  si  riferisca  il  cono  al  triedro  trirettangolo  ;  per  Tinverso,  si  as- 
suma una  generatrice  come  asse  a;,  e  si  ricordi  il  n.^  280). 

18)  Dicesi  equAlaiero  un  cono,  od  una  quadrica  (iperboloide  o  pa- 
raboloide iperbolico),  che  abbia  nullo  l'invariante  lineare.  Il  cono  asin- 
totico di  un  iperboloide  equilatero  è  equilatero.  I  piani  direttori  di  un 
paraboloide  equilatero  sono  perpendicolari.  La  seasione  piana  di  un 
iperboloide  (o  cono)  equilatero  con  un  piano  perpendicolare  ad  un  asin- 


tote  (o  ad  una  genaratrioe)  à  ima  iperbole  equilatera  ;  tale  è  pure  la 
sezione  di  un  paraboloide  eqnilatno  con  ogni  piano  normale  all'asse. 

19)  In  un  iperboloide  equilat«ro  od  una  falda  oiascuna  geneia- 
trioe  è  segata  ortogonalmente  da  dne  direttrici,  ohe  formano  tra  loro 
on  angolo  retto.  La  direttrioe  e  le  due  generatrioi,  ohe  eoa  parallele  a 
quelle  tre  rette,  formano  oon  esse  uo  seilatero  aemplioe  sghembo,  i  oui 
lati  appartengono  olla  euper&oie,  ed  i  oui  angoli  sono  retti  ;  lati  opposti 
del  seilatero  sono  paralleli. 

20)  In  un  paraboloide  (rigato)  equilatero,  la  generatrice  (o  diret- 
trioe) uscente  dal  rertioe  sega  ortogonalmente  tutte  le  direttrici  (o  ge- 
neratrici). Vioeversa,  se  una  retta  di  on  paraboloide  ha  questa  pro- 
prietà, esso  è  equilatero. 

21)  Segne  che  le  perpendicolari  calate  sopra  una  retta  dai  punti 
di  una  retta  sghemba  oon  quella  formano  un  paraboloide  equilatero, 
eoi  appartengono  le  rette  date. 

22)  In  un  fascio  di  quadriche  vi  è,  in  generale,  una  sola  qoadrica 
equilatera  ;  se  ve  ne  son  due,  ogni  quadrioa  del  fascio  è  equilatera.  3e 
le  qaodriohe  del  fascio  sono  coni  equilateri  collo  stesso  veriioe,  le  quattro 
generatrici  base  del  fascio  formano  un  qoadrispìgolo,  in  coi  le  coppie 
di  faccio  opposte  sì  segano  ortogonalmeoite.  Ad  un  triedro  generico  si 
possono  ciroosorivere  infiniti  coni  equilateri;  questi  contengono  tutti 
la  retta  ove  si  segano  i  piani  condotti  por  i  tre  spigoli  perpondioolor- 
mente  alle  facce  opposte  <cfr.  n.°  260,  cs.  37)  ). 

23)  Un  cono  (od  un  iperboloide)  dioeei  diuiimetUe  eqMlat«fo,  se  è 
nullo  il  suo  invariante  quadratico  J.  Ad  un  cono  siffatto  possono  cir- 
coscriveisi  infiniti  triedri  trirettangoli  ;  e  viceversa.  Un  iperboloide  dual- 
mente equilatero  possiede  infinite  tenw  di  piani  asintotìoi  mutuamente 
perpendicolari.  La  sfera  di  Honge  (ee,  14),  15)  )  di  una  tale  iperboloide 
ha  raggio  nullo. 

24)  Il  Inogo  del  vertici  dei  coni  dualmente  equilateri,  circosori' 
ad  una  quodrica,  è  la  sfera  di  Monqs  (ee.  14)  ).  Partendo  dalla  con 
sioue  c7  =  0  ora  esposta,  si  ritrovi  l'equorione  di  questa  sfera. 

SU)  Il  luogo  di  on  punto,  da  eoi  si  possono  condurre  ad  una 
drìoa  a  centro  teme  dì  tangenti  mutuamente  perpendicolari,  o 
luogo  dei  vertici  dei  coni  equilateri  oiroosoritti  alla  quadrioa 
quadrica  concentrica  alla  data,  cogli  assi  ugualmente  diretti.  Se 
drica  primitiva  è  un  paraboloide,  il  detto   luogo  è  nn  parabc 
tondo  collo  stesso  asse. 

V.  —  26)  In  una  quadrica  a  centro  il  segmento   di   u' 
qualsiasi  compreso  fra  il  piede  ed  un  piano  principale,  mo' 
la  distonia  del  centro  dal  relativo  piano  tangente,  dà  ur 
stante  (uguale  al  quadrato  del  semiasse  perpendicolare 
oipale  considerato). 
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27)  Segue  ohe  i  Begmenti  di  una  normale,  oompresi  fra  il  piede  e 
le  intersezioni  coi  piani  principali,  hanno  rapporti  che  non  variano  al 
variare  della  normale. 

28)  Da  un  punto  generico  8  dello  spazio  si  conducano  le  normali 
ad  una  quadrìca  a  centro.  Dalle  equazioni,  cui  devono  soddisfare  le 
coordinate  dei  piedi  di  quelle,  si  deduca  che  per  questi  punti  passano 
tre  cilindri  di  secondo  ordine,  di  cui  ciascuno  contiene  uno  degli  assi, 
i  punti  airinfinito  degli  altri  due  assi,  ed  il  punto  8,  Due  di  questi  ci- 
lindri hanno  in  comune  una  retta  impropria  ed  una  curva  sghemba  dei 
30  ordine,  la  quale  contiene  i  piedi  delle  dette  normali.  Osservando  che 
i  due  cilindri  e  la  quadrìca  data  hanno  in  comune  complessivamente 
otto  punti,  si  conclude  che  «  per  un  punto  si  possono  condurre  sei 
normali  ad  una  quadrìca  a  centro,  i  cui  piedi  stanno  sopra  una  curva 
del  terzo  ordine,  che  passa  per  il  punto  dato,  per  il  centro  e  per  i 
punti  all'infinito  degli  assi». 

Per  i  sei  piedi  (e  per  quella  curva)  passano  infinite  quadrìohe,  le 
cui  equazioni  si  ottengono  combinando  linearmente  le  equazioni  dei  tre 
cilindri;  tra  queste  quadrìche  si  trova  un  cono,  col  vertice  nel  centro 
dcUa  quadrìca  data,  ed  un  cono  col  vertice  in  8.  Segue  :  «  le  sei  nor- 
mali, condotte  da  un  punto  ad  una  quadrica  a  centro,  appartengono 
ad  un  cono  (equilatero)  del  secondo  ordine  col  vertice  in  quel  punto» 
(Chasles). 

29)  Per  un  punto  generico  dello  spazio  si  possono  condurre  cinque 
normali  ad  un  paraboloide  ;  il  cono  del  secondo  ordine,  che  esse  deter- 
minano, contiene  la  parallela  all'asse  del  paraboloide  condotta  per  il 
punto. 


Capitolo  V. 

Sezioni  oircolari.  —  Quadrtehe  eontocaUL 

357.  Seiioni  circolari  di  una  quaiirlca  ;  ricerca  sintetica. 

—  Esporremo  in  quest'ultimo  Capitolo  alcxme  proprietà 
metriche,  che  mettono  in  luce  le  relazioni  di  una  quadrìca 
col  cerchio  assoluto  dello  spazio. 

Proponiamoci  anzitutto  il  problema  delle  sezioni  eiroo- 
lari:  <  data  una  quadrìca  (che  non  sia  una  sfera),  deter- 
minare i  piani  che  la  segano  lungo  cerchi,  o,  brevemente, 
i  piani  ciclici  ».  Bicordiamo  che  la  conica  £,  segata  sopra 
una  quadrica  da  un  piano  ;r,  ha  come  punti  all'infinito  le 


intersezìom  della  retta  all'infinito  ptK>  ^^'  piano  colla  conica 
all'infinito  H^  della  superficie.  Ora,  se  £  è  nn  cerchio,  qneì 
punti  all'infinito  devono  esser  i  punti  ciclici  di  t  (n.°  129, 
Obs.),  devono  adunque  trovarsi  (oltre  che  su  ^„  )  sul  cerchio 
assoluto  dello  spazio,  Q„,  che  è  il  luogo  dei  punti  ciclici  di 
tutti  i  piani  dello  spazio.  Quei  due  punti  saranno  perciò 
interaezioni  delle  coniche  H^ ,  Q^^ ,  e  la  retta  p^  del  piano  n 
richiesto  sarà  la  conginngente  di  due  tali  intersezioni. 

Ora  fa  già  notato  (n.°  310)  che  le  due  coniclie  ?„ ,  Q^^ 
si  segano  in  quattro  punti  immaginari,  i  quali  si  distribui- 
Bcono  in  dne  coppie  (3f,  M'),  (N,  N')  di  punti  immaginari  co- 
niugati. Il  quadrangolo  completo,  che  ha  quei  punti  come 
vertici,  ha  due  lati  opposti  reali  MM',  NN',  e  gli  altri 
quattro  immaginari.  È  però  reale  il  triangolo  diagonale  PBS 
del  quadrangolo,  ed  ha  come  vertici  i  punti  all'infinito  degli 
assi  della  quadrica. 

'Ricordando  che  ciascuno  dei  s^  lati  del  detto  quadran- 
golo è  retta  impropria  di  uno,  anzi  di  infiniti  piani  cioUci 
paralleli,  concludiamo  : 

Una  quadrica  è  segala  lungo  eeréhi  dai  piani  di  sei  fasd 
impropri,  dei  quali  però  dtie  soli  si  compongono  di  piani  reali. 
I  piani  di  ciascuno  dei  sei  jasoi  sono  paralleli  ad  uno  degli 
assi  deUa  quadrica,  mentre  ogni  asse  è  parallelo  ai  piani  di 
due  dei  sei  fasci.  In  particolare,  i  piani  ciclici  reali  sono  pa 
reseli  ad  uno  stesso  asse. 

Il  risultato  vale  anche  per  i  coni    (a  vertice  propri 
In  particolare,  ogni  cono  reale  ammette  dne  serie  di  sez 
circolari  reali,  e  può  quindi  riguardarsi  come  cono  cirot 
ottenuto  mediante  la  proiezione  di  un  cerchio  da  un  ' 
estemo  al  piano  di  questo. 

L'enunciato  esige  invece  qualche  avvertenza,  sr 
ritorneremo,  nel  caso  dei  paraboloidi.  Fermandoci 
qnadriche  a  centro,  possiamo  anche  dire  : 

Fra  i  piani  diametrali  di  una  quadrica  a  cen 
cui  due  reali,  segano  la  superficie  lungo  cerchi;  pr 
della  superficie  passano  due  di  quei  sei  piani;  in 
per  uno  degli  assi  passano  i  due  piani   ciclici 


» .    .''•<  '. 
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(oome  è  chiaro)  risultano   simmetrici  rispetto  ai   due  piani 
principali  seoantisi  lungo  quell'asse. 

I  piani  ciclici  di  un  fascio  segano  la  quadrica  lungo 
cerchi,  i  cui  centri  stanno  sopra  il  diametro  coniugato  con 
quei  piani,  cioè  sulla  retta  polare  della  retta  impropria  co- 
mune ai  piani  stessi  (n.°  332).  Poiché  quest'ultima  retta  passa 
per  il  punto  improprio  di  un  asse  della  quadrica,  quel  dia- 
metro giacerà  nel  piano  principale  perpendicolare  all'asse. 
In  corrispondenza  ai  sei  fasci  di  piani  ciclici,  avremo  dunque 
sei  diametri,  giacenti,  a  coppie,  nei  tre  piani  principali  della 
quadrica  ;  tra  questi  diametri,  due  soli  sono  reali,  e  stanno 
in  uno  stesso  piano  principale.  Ciascuno  dei  sei  diametri 
incontra  la  quadrica  in  due  punti,  reali  o  immaginari,  1  cui 
piani  tangenti  segano  la  superficie  lungo  cerchi  di  raggio 
nullo,  vale  a  dire  lungo  coppie  di  rette  isotrope  (n.^  48). 
Ora  un  punto  di  una  quadrica,  il  cui  piano  tangente  seghi 
la  superficie  lungo  due  rette  isotrope,  dicesi  punto  dreolare 
od  omòélioo  ;  in  esso  la  involuzione  delle  tangenti  coniugate 
(n.°  312)  è  circolare.  Concludiamo  : 

Una  quadrica  a  centro  possiede  dodici  ombelichi  ^  situati 
a  coppie  sopra  sei  diametri;  ogni  piano  principale  contiene 
quattro  di  quei  punti.  Dei  dodici  ombelichi^  quattro  al  piit 
sono  realij  e  stanno  in  uno  stesso  piano  principale  (perpen- 
dicolare all'asse  per  cui  passano  due  piani  ciclici  reali).  P3re- 
cisamente,  ricordando  le  relazioni  tra  rette  polari  esposte 
al  n.^  325,  si  dimostra  che  una  quadrica  a  purUi  éUittiei 
possiede  effettivamente  quattro  ombelichi  realij  mentre  sopra 
una  quadrica  a  punti  iperbolici  gli  ombelichi  sono  tutti  imma- 
ginari; (ciò  è  chiaro,  perchè  un  ombelico  reale  è  un  punto 
ellittico).  La  sfera  naturalmente  non  è  compresa  in  questo 
enunciato,  giacché  ogni  punto  di  essa  è  un  ombelico. 

Vediamo  ora  come  questi  risultati  si  modifichino  nel 
caso  dei  paraboloidi.  La  conica  all'infinito  H^^^  di  un  para- 
boloide si  scinde,  come  sappiamo,  in  due  rette,  reali  o  im- 
maginarie, secondo  che  il  paraboloide  è  iperbolico  od  ellit- 
tico. Queste  costituiscono  una  coppia  di  lati  opposti  del  qua- 
drangolo MM'NN'  sopra  considerato;  ma  i  piani  passsmti 


per  una  di  quelle  rette  non  segano  il  paraboloide  lungo 
cerchi  propriamente  detti,  bensì  longo  la  retta  impropria 
nominata  ed  nna  retta  propria.  Scartando  questi  piani,  ri- 
sulta ohe  «n  paraboloide  possiede  quattro  fasci  impropri  di 
pùimt  otditoi,  dei  quali  jasm  due  si  compongono  ài  piani  reali 
g«  ti  paraboloide  è  éUiUico,  e  nessuno  se  U  paraboloide  è  iper- 
bolico (*).  I  quattro  fasci  si  distribniscono  in  due  coppie,  in 
guisa  ohe  i  piani  di  ciascuna  coppia  sono  paralleli  ad  una 
delle  rette  ove  il  piano  tangente  nel  vertice  del  paraboloide 
è  segato  dai  piani  principali;  ad  una  delle  coppie  appar- 
tengono i  piani  ciclici  reali  del  paraboloide  ellittico. 

n  diametro  coniugato  ai  piani  ciclici  di  un  fascio  sega 
il  paraboloide  nel  centro  improprio  ed  in  un  punto  proprio, 
che  è  un  ombehco  della  superficie  ;  dunque  :  un  paraboloide 
possiede  quaUro  ombelichi,  situati  a  coppie  nei  due  piani  prin^ 
eipaii;  di  questi  pitnti,  due  (appartenenti  ad  uno  stesso  piano 
principale)  sono  reo!»  nd  pa/rai>oloide  eUùtico,  nessuno  nel 
pm^aboioide  iperbolico. 

Ottanrazlont.  —  Noi  abbiamo  tacitamente  supposto  che 
le  quattro  interBezioni  M,  M',  JT,  N'  della  conica  all'infinito 
R^  di  una  quadrìca  coll'assoluto  Q^  siano  distinte  tra  loro. 
Ora  fu  già    osservato  (n.°  340)  che  può  M  Tenire  a  coinci- 
dere con  N,  e  nel   tempo  Bteaso  M'  con  Jf';   allora  le  du' 
conidie  S^,  £2»  si  toccano  nei  due  punti  M~N,M''^N 
e  la  superficie  è  rotonda  intorno  ad  mi  asse,  che  passa  t 
il  jMjlo  P  della  retta  MM'  =  NN'  rispetto  alle  dette  ce 
che.  In  tal  caso,  le  due  serie  di  piani  cìclici  reali  ven.< 
a  coincidere  nell'nnico  fascio  improprio  dei  piani  par 
per  la  retta  MM'  ;  questi  piani  sono  perpendicolari  e 
di  rotazione,  e  segano  la  quadrìca  rotonda  lungo  i 
paraUeli  {n."  112).  I  punti  di  incontro  dell'asse  co 
drica  (ore  esistano)  sono  gli  ombelichi  reali  della  g 
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358.  Seiloni  circoiarl  ;  rlceroi  analitica.  —  Le  oonsidera- 
zioni  precedenti  possono  tutte  interpretarsi  col  mezzo  delle 
coordinate.  La  ricerca  analìtica  dei  piani  ciclici  di  nna  qua- 
drica  di  data  equazione,  porta^  in  sostanza,  alla  ricerca 
delle  coniche  degeneri  nel  fascio  determinato  dalla  conica 
all'infinito  jETqo  della  superficie  insieme  coll'assolnto,  porta 
dunque  a  risolvere  quell'equazione  cubica  A(A;)  =  0,  che  ab- 
biamo già  incontrato  più  volte  (n.^  336, 352).  Il  procedimento 
si  semplifica  notevolmente  se  si  parte  dall'equazione  nor- 
male della  quadrica.  Noi  lo  esporremo  nel  caso  dell'ellis- 
soide, ed  enunceremo  i  risultati  relativi  £^li  altri  casi. 

Sia  dato  un  ellissoide  non  rotondo 

i  cui  assi  possiamo  supporre  scelti  in  guisa  che  sia 
(2)  a>6>o. 

La  conica  all'infinito  H^o  dell'ellissoide  ha  (nel  piano 
t  =  0)  l'equazione 

W  ^  +  "62-  +  "?-^' 

mentre  (nello  stesso  piano)  l'assoluto  Q^o  ha  l'equazione 

(4)  x^  +  y^  +  z^  =  0. 

La  conica  generica  del  fascio  determinato  da  E  f^^Qy^ 

(gSL  aA  2^ 

ossia 


a;2 


(Ì-^)+^K^-')-*-^1^-*)  =  '' 


degenera  in  corrispondenza  ai  tre  valori  del  parametro 

,111 

1 

Essa,  ad  es.,  per  il  valore  ^  =»  -p  9  si  scinde  nelle  due  rette 


X 


\/-è-:à±*\/^-i  =  ^' 


(6)  — V/ft'  -  *=  ±  — V/J*  -  (J*  =  0, 

*  '  a  ^  e  ^  ' 

rette  che  son  reali  in  virtù  delle  (2);  agli  altri  dae  valori 
di  h  corrispondono  invece,  come  subito  ai  vede,  coppie  di 
rette  immaginarie.  La  stessa  equazione  (5),  ove  ai  faccia 
astrazione  dalla  t  =  0,  lappiesenta  i  due  piani  proiettanti 
dall'orìgine  quelle  due  rette,  rappreseìtla  i  due  ■piani  eicliei 
reali  condotti  per  U  centro  delPéUissoide.  Essi  si  segano  lungo 
l'asse  y,  che  è  Vasse  di  lungJtezza  intermedia. 

I   diametri   coniugati   ai  due  piani  (6)  hanno  le  equa- 
zioni  (n-o  330) 


e  segano  l'elIiBsoide  (1)  ld  quattro  punti,  le  cui  coordinate 
8i  ottengono  rìsolvendo  il  sistema  formato  dalle  dne  equa- 
zioni ora  scritte  (presa  la  seconda  coU'uno  o  coll'altro  segno) 
e  dall'equazione  (1).  Fatti  i  calcoli,  sì  trovano  cosi  le  coor- 
dinate dei  quattro  ombelichi  reali  deWellissoide  : 


Similmente  si  dimostra  ohe  i  •piani  ciclici  reali  condotti 
por  il  centro  di  un  iperboloide  ad  una  falda,  passano  per  il 
maggiore  dei  due  assi  trasversi;  e  gli  analoghi  piani,  rdatvvi 
alPiperboloide  a  due  falde,  passano  per  U  maggiore  dei  due 
assi  non  trasversi.  Dei  due  iperboloidi,  solo  il  secondo  ha 
quattro  ombelichi  reali,  nel  piano  principale  perpendicolare 
all'asse  nominato. 

Per  il  paraboloide  ellittico 

—  +^  =  2z, 

p     a 

con  pl>9>'0,  i  due  piani   ciclici  reali  uscenti  dal  vertice 
hanno  le  equazioni 

yyp  —  q  ±  Afq   =  0, 


r- 
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e  i  due  ombelichi  reali,  propri,  hanno  le  coordinate 

(o,    ±v/«(p-«),  -^  (?-«))  • 

Le  due  serie  di  Beadooi  oireolari  del  cono  generale  di  2^  ordine  fu- 
rono Booperte  da  Desoaktes  (1648),  mentie  Apollonio  aveva  insegnato 
a  determinare  una  delle  serie,  quando  l'altra  era  nota.  D'Aleiibert  (1780) 
dimostrò  ohe  anohe  rellissolde  possiede  due  serie  di  sezioni  circolari. 
La  ricerca  generale,  per  tutte  le  specie  di  quadriche,  fu  fatta  da  Mokge 
e  Hachettb  (1802)  ;  le  considerazioni  sintetiche  del  n.°  367  sono  dovute 
a  PONOELET  (1822). 

369.  Quadrlche  a  centro  confocali.  —  Ad  una  nnova  serie  dì 
proprietà  metriche  notevoli  deUe  quadriche  si  giunge  quando 
si  cerchi  di  estendere  a  queste  superficie  la  nozione  di  f uochi, 
che  presenta  tanto  interesse  nello  studio  delle  coniche.  Giova 
qui,  per  procedere  nel  modo  più  semplice,  partire  dal  con- 
cetto di  coniche  confocali^  e  cercare  l'equivalente  nello  spazio. 

Bicordiamo  perciò  (n.°  291)  che  quelle  coniche  formano 
una  schiera,  alla  quale  appartiene,  come  conica  inviluppo 
degenere,  la  coppia  dei  punti  ciclici.  Ora,  similmente,  pos- 
siamo formare  la  schiera  di  quadriche  (n.<>  327)  che  è  deter- 
minata da  una  quadrica  generica  assegnata  e  dal  cerchio 
assoluto,  riguardato  come  quadrica  limitey  ossia  quadrica  in- 
viluppo degenere;  tutte  le  quadriche  della  schiera  si  diranno 
confocali.  In  altre  parole:  due  quadriche  si  dicono  confocali^ 
se  ddla  schiera  che  le  contiene  fa  parte  il  cerchio  assoluto. 

Le  numerose  proprietà  delle  quadriche  confocali  si  ot- 
tengono subito,  ricordando  le  proprietà  proiettive  delle  schiere 
di  quadriche  (n.''327),  e  tenendo  conto  della  particolarità 
metrica  che  caratterizza  la  schiera  di  cui  ora  vogliamo  oc- 
cuparci. Ma  per  procedere  nel  modo  piti  completo,  comin- 
ceremo collo  stabilire  le  equazioni  delle  quadriche  confocali. 

Partiamo  dall'equazione  di  una  quadrica  in  coordinate 
di  punti;  supporremo,  per  semplicità,  ridotta  la  equazione 
a  forma  normale,  e  lascieremo  da  parte  per  il  momento  il  caso 
dei  paraboloidi.  Non  occorre  invece  distinguere  tra  le  varie 
specie  di  quadriche  a  centro,  giacché,  come  vedremo,  ogni 
schiera  di  quadriche  a  centro   confocali  contiene  ellissoidi 


ed  iperboloidi  delle  due  specie.  PoBeiamo  danque,  senza  in- 
trodoire  restrizioni,  supporre  ehe  la  auperflcie  data  sia  un 
ellissoide  reale 

i  coi  assi  riterremo  scelti  in  guisa,  ctie  sia 

(2)  a>6>c; 

(reniamo  oosl  ad  escludere  il  caso  delle  quadriche  rotonde, 
ohe  presenta  minor  interesse).  H  nostro  ellissoide,  conside- 
rato come  inviluppo  di  piani,  ha  (n."  346}  l'equazione 

(3)  oV  +  6V  +  c^  =  1. 

D'altra  parte,  l'assoluto  è  rappresentato,  in  coordinate 
di  piani,  da 


le  specie,  come  avevamo  affermato.  Infatti,  tenendo  conto 
delle  disuguaiglianze  (2),  apparisce  ohe,  ai  valori  di  k  com- 
presi negli  intervalli  qui  sotto  indicati,  corrispondono  le 
qnadriohe  nominate  di  fronte: 

—  00  <^&<^c*,  .   .   •   .  ellissoidi  reali, 

e*  <[  fc  <  ftS  ....  iperboloidi  ad  una  falda, 

ò*  <;  &  <[  «S  ....  iperboloidi  a  due  falde, 

a*  <;  fc  <"  4-  Qo ,  .   .   •   •  ellissoidi  immaginari. 

Ai  limiti  degli  intervalli  corrispondono  quadriohe  invi- 
luppi degeneri,  cioè  coniche  riguardate  come  inviluppi  di 
piani.  Ad  es.,  per  X;  =  <!^,  la  (6)  ci  dà 

che  è  (n.°  273)  l'equazione  pliickeriana  della  ellisse  reale 

-J ? s     1 


situata  nel  piano  z  —  0.  Si  può  formar  cosi  la  tabella  : 

Àj  =  A  .   .   .  ellisse  reale     -5 — :3+ti-^— s  =  l 

nel  piano  oy, 

k^V^,  .   .   .  iperbole  ^^ZT^" v^II^ ^  ^ 

nel  piano  a», 

k  =  a%  .   .   .  ellisse  immag.    ^      .^  + 1 — :5  =  —  1 

nel  piano  yzj 

Jc  =  ±^  co  y  ...  cerchio  assoluto  nel  piano  all'infinito. 

Son  queste  le  quattro  coniche  costituenti  le  quadriebe 
inviluppi  degeneri,  che  una  schiera,  come  già  sappiamo,  con- 
tiene (n.°  327,  /)  ).  Le  prime  tre  di  esse,  o  talora  solo  le 
prime  due,  che  sono  reali,  diconsi  coniche  focali  della  schiera. 
Dunque  : 

Una  schiera  di  quadriche  a  centro  &mfocali  possiede  tre 
coniche  focali  appartenenti  ai  tre  piani  principali]  due  di 
queste  coniche  sono  reali^  e  precisamente  una  ellisse^  situata 
nd  piammo  che  contiene  Vasse  maggiore  e  Vasse  medio  di  un 


q-uaìaitui  eUiisoiàe  deUa  schiera,  ed  una  iperbole,  nel  piano 
deWoBse  maggiore  e  deWasae  minore  del  detto  ellissoide. 
La  ellisse  focale 


(7) 


d''^¥-<^ 


=•1. 


ha  i  fuochi  nei  punti  (±  \/**  —  6^  >  Oj  0)»  ove  cadono  i  fuo- 
chi delle  coniche  segate  sul  piano  xy  dalle  qnadriche  confo- 
cali; gli  stessi  punti  sono  vertici  dell'asse  trasverso  nella 
iperbole  focale 

i  cui  fuochi  (±  \/a^  —  é ,  0,  0)  sono,  alla  lor  volta,  i  ver- 
tici dell'asse  maggiore  della  ellisse  (2),  e  son  pure  i  fuochi 
delle  sezioni  deUe  quadriche  confocaU  col  piano  xz.  Con- 
vifflie  ricordare  una  parte  di  questo  risultato  coti: 

La  ellisse  e  la  iperbole  focale  hanno  gU  oasi  focali  situati 
sopra  una  stessa  r^ta^  ove  sta  Vasse  maggiore  di  ogni  éRìs- 
soide  deUa  schiera;  i  fuochi  di  ciascuna  deUe  due  curve  sono 
vertioi  delPasse  focale  per  l'altra. 


Riprendendo  ora  in  esame  le  due  tabelle  precedenti,  ove 
Bon  considerate  le  variazioni  del  parametro  Jc,  noi  possiamo 
raffigurarci,  nel  seguente  modo,  un  sistema  di  quadriohe  a 
centro  confocali.  Si  attribuisca  anzitutto  a  ib  un  valore  com- 
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preso  tra  — od  e  e';  la  (6)  ci  darà  in  corrispondenza  nn 
ellissoide,  i  cui  semiassi  valgono 

e  decrescono  al  crescere  di  h.  Quando  k  raggiunge  il  valore  c^, 

il  minore  dei  tre  semiassi,  \/  (^—  kj  diretto  secondo  z,  sì 
annulla,  l'ellissoide  si  schiaccia,  e  si  riduce  ad  un  disco,  che 
ricopre  due  volte  la  regione  del  piano  xy  intema  alla  ellisse 
focale  (7).  Continuando  k  a  crescere  nell'intervallo  da  o^aft^, 
si  ottengono  iperboloidi  ad  una  falda  di  semiassi  trasversi 

decrescenti  \/  a^  —  k  ,  \/  b^  —  ky  diretti  secondo  a?,  y  ;  le 
ellissi  di  gola  di  questi  iperboloidi  cadono  tutte  nell'interno 
della  ellisse  focale.  Se  poi  k  raggiunge  il  valore  &^,  il  mi- 
nore dei  due  semiassi  trasversi,  \/b'^  —  k ,  si  annulla,  e  l'iper- 
boloide si  schiaccia  sul  piano  xzj  e  viene  a  ricoprire  dop- 
piamente la  regione  di  questo  piano  estema  alla  iperbole 
focale  (8).  Finalmente,  quando  k  cresce  da  6^  ad  a'  si 
hanno  iperboloidi  a  due  falde,  in  cui  l'unico  semiasse  tra- 
sverso, \/ a^  —  kf  va  decrescendo,  ed  è  diretto  secondo  x ; 
questi  iperboloidi  segano  il  piano  xz  lungo  iperboli  giacenti 
nella  regione  ora  nominata.  Per  k  ^  a^  sì  ha  l'ellisse  im- 
maginaria del  piano  yz,  e  per  A;>^a^  si  ottengono  quadriche 
immaginarie  (^),  (^). 

Premesse  queste  nozioni,  veniamo  a  tradurre,  pel  nostro 
caso,  le  proprietà  generali  delle  schiere  di  quadriche. 

La  proprietà  a)  del  n.^*  327  ci  dà: 

a)  Tra  le  infinite  quadriche  eanfocali  a  una  datay  ve 
n^è  una  sóla  ohe  tocca  un  piano  generico   assegnato;  quella 


(^)  Si  poBBOQo  seguile  queste  osservaziom,  e  le  suoceesive,  sulla 
flg.  6  dalla  Tavola  aonessa  al  volume,  la  qual  figura  rappresenta  tre 
quadriche  confocali,  delle  tre  specie. 

(')  Se  si  fa  invece  decrescere  A;  da  a?  a  —  ot> ,  si  ottiene  anzitutto 
un  iperboloide  a  due  falde,  che  per  k^V  viene  a  ricoprire  due  volte 
la  regione  del  piano  x  z  intema  all'iperbole  focale  (8),  poi  un  iperboloide 
ad  una  falda,  che  per  Jc~é^  si  schiaccia  sulla  regione  del  piano  isy  esterna 
all'ellisse  focale  (7),  finalmente  un  ellissoide  reale. 
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superficie  è  sempre  reale,  se  tale  è  iì  i 
risponde  a  quel  valore  di  Jc  (certo 
disfa  la  (6),  ove  siano  poste,  in  luo  < 
nate  del  piano. 

Per  una  retta  generica  r   delle 
coppie  di  piani  tangenti   alle  singo  i 
quelle  coppie  costituiscono  una  invo  i 
appartiene  la  coppia  dei  piani  passi  i 
Passoluto.  I  piani  doppi  dell4nvolu: 
armonicamente  anche  questa  coppi]  , 
lari  tra  loro  e  reali  ;  essi  d'altra  par  [ 
runa  o  l'altra  delle  due  quadriché   i 
tangenti  alla  retta.  Seguono  dunque 
b)  Le  coppie  di  picmi  tangent 
aUe  infinite  quadriché  confocali  (e   i  I 
formano  una  involuzione  simmetrica   > 
e)  Fra  le  infinite  quadriché  oon\  [ 
pre  reali,  che  toccano  una  reità  gener  • 
piani  tangenti,  passanti  per  la  retta,  soì  \ 

Il  teorema  d)  del  n.^327  ci  dà: 

d)  I  coni  circoscritti,  da  un  p  { 
zio,  alle  quadriché  confocali  formano  i 
tiene  U  cono  delle  rette  isotrope  usc&\ 
fatta  schiera  dicesi  schiera  di  coni  ci 

Per  quel  punto  passano  (n-°  327,  i 
confocali,  i  cui  piani  tangenti  nel  ]i 
triedro  autoconiugato  rispetto  alle 
coni  nominati.  Il  triedro  è  dunque  ti 
toconiugato  rispetto  al  cono  isotro]! 
piani  principali,  sempre  reali,  di  : 
(n.^340).  Dunque: 

e)  Fra  le  infinite  quadriché  cu 
sempre  reali,  che  passa/no  per  un  pu\ 
i  relativi  piani  tangenti  in  quel  punlo 
due  a  due. 

Segue  che,  se  due  quadriché  coj! 
una  curva,  i  rispettivi  piani  tangent: 
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questa,  sono  perpendicolari;  le  due  quadrìche  si  segano  or- 
togonàhnenU  lungo  la  curva.  Il  fatto  che  per  ogni  punto 
dello  spazio  passano  tre  quadrìche  confocali,  secantisi  ivi 
ortogonalmente  a  due  a  due,  si  esprime  dicendo  che  le  qua- 
drìche confocali  formano  un  (particolare)  sistema  triplo  or- 
togonale di  superficie. 

Bidimostrìamo,  e  completiamo  per  vìa  analitica,  la 
prima  parte  del  teorema  e).  Le  quadrìche  confocali  passanti 
per  un  punto  generìco  assegnato  corrispondono  a  quei  va- 
lorì  di  ÌCj  che  soddisfano  Pequazione  (6),  nella  quale  x,  y,  z 
indichino  le  coordinate  nel  punto  dato.  Liberando  da  fra- 
zioni la  (6),  si  ottiene 

(9)  (a*  — ft)  {V^—k)  (o«-  k)  —  a^{ì^—Jc)  {(^  —  k) 

-y^c*-  *)  (a*-  *)  -  z^a^—k)  {b^—k)  =  0, 
equazione  cubica  in  kj  che  ha  tre  radici  reali  iti,  i^,  ^s,  perchè 
il  primo  membro  assume  valorì  di  segni  alternati  ( + 1  — ^ 
+ ,  — ),  quando  a  X;  si  attrìbuiscano  successivamente  i  va- 
lori —  Qo ,  c^,  **,  «*.  Dagli  intervalli,  ove  vengono  a  trovarsi 
le  radici,  si  deduce  che: 

eO  Le  tre  quadriehe  confocali  reali  passarUi  per  un  punto 
generico  assegnato  sono:  un  ellissoide,  un  iperboloide  ad  una 
falda,  ed  un  iperboloide  a  due  falde  (^).  Donde  segue  che 
quadrìche  confocali  dello  stesso  nome  non  si  segano  in  punti 
reali,  mentre  si  vedrebbe  che  quadriehe  confocali  di  nome 
diverso  si  segano  lungo  curve  reali. 

Ad  ogni  pimto  P{x,  y,  z)  dello  spazio  corrispondono,  me- 


(*)  Se  le  quadriehe  ooirìspondenti  ai  yalori  h^^  k^  del  parametro 
hanno  in  comnne  il  punto  (as«,  y^,  ;0o)»  BUBSÌstono  le  relazioni 

^0 1     yo      4_    ^0         1     ^0 I     yp 1     ^%        I 

rf  —  fc,  "^  y  —  A,  "^  <3P  —  Jk,       ^'  a«  —  Jfc,  "^  6^  _  fc,  "^  oi  -  jk,  "  *' 

dalle  quali,  mediante  sottrazione  e  Boppressione  del  fattore  non  nullo 
Xfi  —  k^t  6i  ricava 

*•*  +  m f^^ r-:  +  ,"3 r^ r-i-«  0. 


(0^  -  K){<^  —  K)  ■  (&•  -  K)  (1f  ~  fc.)  ■  {if  -  k,){<f  -  k.) 

Ora  si  riconosce  esser  questa  la  condizione  di  perpendicolarità  dei 
piani  tangenti  (n.^  346)  alle  due  quadriehe  in  {x^,  y^,  eoi»  Rosta  cosi  di> 
mostrata  analiticamente  anche  la  seconda  parte  del  teorema  «). 


QUADBlOHB  OONVOGAU  607 


diante  la  (9),  tre  valori  reali  hij  hzj  kz,  appartenenti  agli  in- 
tervalli (—  00 ,  c^),  (e*,  b%  (6^  a^),  e  relativi  alle  tre  quadriche 
confocali  che  passano  per  il  ponto.  Viceversa,  dati  tre  valori 
reali  hijJdjJczj  appartenenti  a  quegli  intervalli,  si  hanno  tre  qua- 
driche confocali,  che  si  segano  in  otto  punti  P(±a!?,±y,  ±«), 
dei  quali  uno  solo  sta,  ad  es.,  nel  triedro  che  ha  come  spi- 
goli i  tre  semiassi  positivi.  In  virtù  di  questa  corrispondenza, 
si  assumono  talora  i  tre  numeri  J^i,  h^^  kz  come  coordinate 
di  un  punto  P  variabile  nello  spazio,  o  nel  triedro  suddetto. 
Il  sistema  delle  coordinate  élliUiohej  a  cui  cosi  si  perviene, 
viene  applicato  utilmente  in  alcune  questioni  di  geometria, 
di  meccanica  ecc. 

Siprendiamo  in  esame  le  proprietà  generali  delle  schiere 
di  quadriche.  I  teoremi  /),  g)  del  n.°  327  ci  condurrebbero 
alle  coniche  focali  della  nostra  schiera,  delle  quali  abbiamo 
già  discorso.  Il  teorema  h)  (n.°327)  ci  dà  invece  una  note- 
volissima proprietà  delle  dette  coniche.  Si  assuma  infatti 
sopra  una,  £,  delle  coniche  focali  un  punto  P,  e  da  esso 
si  circoscrivano  coni  alle  quadriche  confocali;  questi,  tra  cui 
si  trova  il  cono  isotropo  di  vertice  P,  hanno  in  comune, 
secondo  il  teorema  &),  due  generatrici  ed  i  piani  tangenti 
lungo  queste,  i  quali  piani  si  segano  nella  tangente  in  P 
alla  conica  K. 

Ora  sappiamo  che  un  cono,  il  quale  sia  bitangente  al 
cono  isotropo  collo  stesso  vertice,  è  rotondo,  ed  ha  come 
asse  di  rotazione  la  retta  intersezione  dei  piani  tangenti  co- 
mxmi  ai  due  coni  (n.°  340).  Dunque: 

h)  I  coni  circoscritti  alle  quadriche  eon,focalij  da  un 
punto  di  una  conica  focale^  sono  rotondi^  e  hanno  come  asse 
comune  di  rotazione  la  tangente  a  queUa  conica  in  quel  punto. 

Anzi  i  punti  delle  coniche  focali  sono  i  soli  (n.°  327,  i)  ), 
che  godano  della  proprietà  enunciata. 

360.  Pftrtbololdl  oontocall.  —  Vediamo  rapidamente  come 
queste  proprietà  si  estendano  ai  paraboloidi. 

Dato  un  paraboloide,  ad  es.  ellittico,  non  rotondo. 


(10  ^  +  J^  =  2z 

p        q 
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con  p!>9l>  0,  e  scrìttane  l'equazione  tangenziale  (n.^  350) 
(3')  pu^  H-  gt)2  —  2u>  =  0, 

si  consideri  la  schiera  determinata  da  esso  col  cerchio  asso- 
luto. La  quadrica  generica  della  schiera  ha  l'equazione  tan- 
genziale 
(50  (p  —  k)u^  +  (g  —  1c)tfl  —  {Jcw  +  2)w  =  0. 

e  l'equazione  cartesiana 

Variando  X;  da  —  od  a  +  qo  ,  si  ottengono  dunque  paraUM- 
ìmdi  elUUici  finché  %  <C  S^  paraboloidi  iperbolici  se  $  <^  i;  <[  p, 
e  di  nuovo  paraboloidi  ellittici  (coU'asse  diretto  in  senso  in- 
verso rispetto  ai  primi)  se  Ic^p.  In  corrispondenza  al  va- 
lore h  =  q^  si  ha  una  parabola  focale 

a^^{p-q){2z-q) 

nel  piano  principale  y  =  0;  e  per  J;  »  p  si  ha  una  seconda 
parabola  focale 

y^^-{p-q){^-p) 

nel  piano  principale  a?  =  0.  Le  due  parabole  hanno  gli  assi  so- 
vrapposti (sulla  retta  z)y  ma  rivolti  in  senso  opposto,  ed  hanno 
lo   stesso   parametro  p  —  q-  Il  fuoco  deUa  prima  parabola 

m 

è  vertice  della  seconda j  e  viceversa. 


(«■  ".  i) 


Alla  schiera  dei  paraboloidi  confocali  si  applicano  im- 
mutati i  teoremi  a),  b)j  c)j  d),  e)j  h)  del  ufi  precedente.  Il  teo- 
rema e^)  diviene: 

Per  un  punto  passa/no  tre  paraboloidi  confocaMj  di  cui  due 
ellittici  ed  uno  iperbolico^  secantisi  ortogonalmente  nel  punto. 

861.  Oonleht  locali  di  un  quadrica.  —  Data  una  qua- 
drica, è  perfettamente  determinata  la  schiera  di  quadriche 
confocali  a  cui  essa  appartiene  ;  son  determinate  quindi  le 
coniche  focali  della  schiera,  che  possono  dirsi  coniche  focali 
della  quadrica  primitiva.  Esse  sono  caratterizzate  dalla  pro- 
prietà seguente,  che  discende  dal  teorema  A)  del  n.''  369; 
nell'enunciato  si  tien  conto  soltanto  delle  due  coniche  reali. 


Il  luogo  dei  puntif  da  cui  si  possono  oircoacrivere  coni 
rotondi  ad  una  quadrica^  si  compone  di  due  coniche  reali 
(dette  fooidi],  giaeenti  in  due  piani  principali  ddla  quadrieat 
ed  adenti  gli  assi  focali  sHimAì  sopra  uno  stesso  asse  di  queUa. 
Precisamente,  se  la  quadrica  Ita  centro,  !*a««e  nominato  è  U 
maggiore  degli  assi  trasversi,  o  Vv/nioo  asse  trasverso;  ddle 
due  coniche  focali  una  è  ellisse,  VàUra  è  iperbole;  i  fuochi  di 
ciascuna  sorto  vertiei  delVasse  focale  per  Valtra.  Se  la  quadriea 
è  un  par<^loide,  le  due  coniche  focali  sono  parabole,  aventi 
ciascuna  il  vertice  nel  fuoco  delVaUra. 

I  coni  rotondi,  di  cni  parla  il  teorema,  sono  poi  reali 
o  immaginari,  secondo  che  i  relativi  vertici  sono  eatemi  od 
intemi  alla  quadrica. 

Le  due  coniche  focali  reali  e  la  conica  locale  immagi- 
naria di  Dna  qoadrica  a  centro  segano  la  superficie  com- 
plessivamente in  dodici  punti.  Si  dimostra,  per  via  sintetica 
o  analitica,  ohe  son  questi  i  dodici  ombelichi  della  quadrica  ('); 
sono  reali,  neirellìssoide,  gli  ombelichi  segati  dalla  iperbole 
focale,  e,  nell'ipeiboloide  a  due  falde,  quelli  segati  dall'el- 
lisse focale.  Considerazioni  analoghe  va^no  per  i  para- 
boloidi. 

362.  Oonieha  foadl  wnlugat*.  —  Le  osservazioni  del  n.° 
precedente  continuano  a  sussistere,  anche  quando  si  parta 
da  una  quadrica  inviluppo  degenere,  cioè  da  una  conica,  di- 
versa dal  cerchio  assoluto,  giacché  quella  conica,  insieme 
coll^assoluto,  determina  pienamente  una  schiera  di  quadriche 
confocali,  di  cui  essa  è  una  conica  focale.  Ciò  segue  sen- 
z'altro dalla  definizione  di  schiera,  e  risulta  pure  dal  notare 
che,  ad  es.,  la  ellisse 


(')  lafatti  il  cono  rotondo,  oìioosoiitto  da  tmo  di  quei  punti  alla 
quadrica,  degnerà,  oome  invìlappo,  in  doe  faeoi,  i  cui  asei  sono  le  rette 
isotrope  uBoenti  dal  punto  nel  piano  tangente  alla  ^nadrioa  (n.o  313). 
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appartiene  (come  conica  focale)  alla  sola  schiera  di  quadriche 
confocali 


aj«  y« 


a 


,2 


+  -5-T-r+— =  1, 


+  A        P  +  A 


dove  A  è  un  parametro;  basta,  per  assicurarsene,  identifi- 
care l'equazione  della  ellisse  alla  (7)  del  n.°  359.  Biguardando 
dunque  una  data  conica  come  conica  focale  di  una  schiera 
di  quadriche  confocali,  restano  determinate  le  altre  due  co- 
niche focali  della  schiera,  delle  quali  una  è  reale,  e  dicesi 
conica  focale  coniugata  della  primitiva  (y.  flg.  di  pag.  693). 
A  queste  coniche  focali  coniugate  si  applica  ancora  il  teo- 
rema del  n.°  precedente,  coll'avrertenza  però  che  il  cono 
circoscritto  ad  una  conica  da  un  punto  della  conica  stessa 
è  il  piano  della  curva,  contato  due  volte,  e  non  ha  quindi 
alcun  interesse,  mentre  il  cono  circoscritto  alla  conica  da 
un  punto  generico  della  conica  focale  è  il  cono  proiettante 
quella  curva  da  questo  punto. 

Tenendo  conto  solo  di  questi  ultimi  coni,  si  giunge  al 
seguente  notevolissimo  teorema: 

Il  luogo  dei  punti^  da  cui  una  conica  reale  è  proieUata 
mediante  coni  rotondi^  è  una  seconda  conica  reaUe,  la  quale^ 
a  sua  votta^  è  proiettata  mediante  coni  rotondi  dai  punii  della 
conica  primitiva.  I  piani  delle  due  coniche  si  segarlo  ortogo- 
nalmente lungo  Vasse  focale  comune  aUe  due  curve^  ed  i  fuochi 
di  ciascuna  sono  vertici  deWasse  focale  per  VaUra.  8e  la  co- 
nica primitiva  è  una  eUisse,  VaUra  è  una  iperbole^  e  vice^ 
versa;  se  quella  è  una  parabola^  sarà  una  parabola  anche  la 
seconda. 

Bisulta  da  questo  teorema  che  per  una  conica  qualsiasi 
passano  infiniti  coni  rotondi.  Per  conseguenza,  la  definizione, 
che  i  geometri  greci  anteriori  ad  Apollonio  davano  delle  coni- 
che come  sezioni  di  coni  rotondi^  non  introduceva  in  realtà 
alcuna  restrizione. 

Sebbene  gli  eUissoidi  confocali  si  presentino  in  una  ricerca  di  mec- 
canica celeste  fatta  da  Laplacs  (1799),  si  può  affermare  che  la  teoria  delle 
quadriche  confocali  fu  fissata  nelle  sue  linee  principali  da  Dupik  (1813), 
il  quale  scoprì  le  coniche  focali,  e  dimostrò  (contemporaneam^ite  a 
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Butbt)  ohe  le  dette  qnadriohe  formano  un  sistema  triplo  ortogonale. 
Però  l'osservazione  (presa  qui  come  definizione)  ohe  qu^e  quadriche 
oostitnisoono  nna  partioolare  schiera  è  dovuta  a  Chasles  (1837). 

Che  le  coniche  focali  siano  luoghi  di  vertici  di  coni  rotondi,  cir- 
ooacritti  alle  quadriche  confocali,  fu  dimostrato  da  Stbinbr  (1826)» 
mentre  il  caso  particolare,  relativo  ai  coni  rotondi  passanti  per  una 
data  conica,  era  già  noto  a  Dupin  (1813). 

Etercill.  I.  —  1)  Un  cono  quadrico  di  vertice  O,  ed  il  cono  iso- 
troxM)  avente  lo  stesso  vertice  determinano  un  fctseio  di  cani  conciclioi 
ed  tma  schiera  di  coni  confocali,  fascio,  o  schiera,  ottenuti  proiettando 
da  O  il  fascio  o,  rispettivamente,  la  schiera  di  coniche,  determinati, 
sul  piano  all'infinito,  dalle  coniche  all'infinito  dei  due  coni.  I  coni  del 
fascio,  o  della  schiera,  hanno  i  piani  principali  e  gli  assi  in  comune 
(piani  principali  ed  assi  del  fascio  o  deUa  schiera).  La  polarità  ortogo- 
nale neUa  stella  O  muta  i  coni  conciclici  in  coni  confocali,  e  viceversa. 

2)  Nel  fascio  di  coni  conciclici  vi  sono  tre  coni  che  degenerano  in 
coppie  di  piani  ciclici,  secantisi  lungo  i  tre  assi  del  fascio;  di  queste 
coppie  una  sola  si  compone  di  piani  reali.  Ogni  piano  parallelo  ad  uno 
dei  piani  ciclici  sega  ciascun  cono  del  fascio  lungo  im  cerchio.  Due 
piani  paralleli  a  due  piani  ciclici  costituenti  una  delle  dette  coppie  si 
chiamano  antvparailéli  ;  essi  segano  ciascun  cono  lungo  due  cerchi  che 
appartengono  ad  una  sfera.  Una  sfera  condotta  per  O,  in  guisa  da  toc- 
care ivi  uno  dei  piani  ciclici,  sega  tutti  i  coni  del  fascio  lungo  cerchi, 
i  cui  piani  sono  paralleli  tra  loro  ed  antiparalleli  a  quel  piano  ciclico. 

3)  Un  piano  generico  condotto  per  O  tocca  due  coni  del  fascio 
lungo  due  generatrici,  che  risultano  perpendicolari  tra  loro. 

4)  Se h  -^  H aas  0,  con  a  >  p  >  7,  è  Tequazione  cartesiana 

ortogonale  di  un  cono,  e  quindi  au'  -|-  pt;*  +  ^tr*  ««  0  è  l'equazione  plù- 
ckerìana  del  cono  (o  meglio  della  sua  conica  all'infinito),  i  coni  confo- 
cali con  esso  sono  rappresentati  dall'una  o  dall'altra  delle  due  equazioni: 

(a  -f  X)tt«  +  (P  +  x)t7«  -K7  -h  x)w«  =  0, 


»*  1/*  «■  ^ 


a  +  X     '     p-f-X  -Y-f-X 

dove  X  è  un  parametro.  Si  esamini  la  posizione  e  la  natura  dei  coni 
che  corrispondono  ai  valori  di  x  compresi  negli  intervalli  aventi  per 
estremi  ( —  00 ,  —  a,  —  p,  —  7,  +  co  ). 

6)  Alla  schiera  dei  coni  confocali  appartengono  tre  coni  di  cui 
ciascuno  degenera  in  due  fasci  di  piani;  gli  assi  di  tali  fasci  escono 
da  0,  e  si  trovano  distribuiti  a  coppie  sui  tre  piani  principali  della 
schiera.  Una  sola  di  queste  coppie  si  compone  di  rette  reali 


\. 
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A  queste  rette  (e  talvolta  aache  alle  rimanenti  quattro)  si  dà  il  nome 
di  reUe  foeàU  della  schiera,  o  di  ciascun  cono  componente  la  sohiera 
(Maonus). 

6)  Dato  un  cono»  le  sue  rette  focali  sono  completamente  determi- 
nate, e  possono  definirsi  direttamente  mediante  una  delle  seguenti  pro- 
prietà :  a)  ì  piani  tangenti  ad  un  cono  condotti  per  una  retta  focale 
toccano  il  cerchio  assoluto  ;  b)  per  una  retta  focale  passano  Infinite 
coppie  di  piani  coniugati  rispetto  al  cono  e  perpendicolari  tra  loro 
(Chaslbs). 

7)  Dalla  proprietà  b)  segue  che  un  piano,  perpendicolare  ad  una 
retta  focale  di  un  cono,  s^a  questo  lungo  una  conica  avente  un  fuoco 
su  quella  retta. 

8)  Le  coppie  di  piani  tangenti,  che  si  possono  condurre  ai  coni 
confocali  da  una  retta  p  passante  per  O,  formano  una  involuzione  sim- 
metrìca,  cui  appartiene  la  coppia  oongiungente  p  coi  due  raggi  focali 
(reali)  della  schiera.  I  piani  doppi,  perpendicolari  tra  loro»  della  invo- 
luzione sono  tangenti,  lungo  p,  ai  due  coni  della  schiera  passanti  per  p. 

9)  Segue  che  il  piano  tangente  ad  un  cono  lungo  una  generatrice 
biseca  il  diedro  dei  piani  congiungenti  quella  generatrice  colle  rette 
focali  del  cono. 

10)  Segue  ancora  che  due  coni  confocali,  aventi  una  generatrice 
in  comune,  si  segano  ortogonalmente  lungo  quella. 

11)  Le  rette  simmetriche  di  una  retta  focale  di  un  cono,  rispetto 
ai  piani  tangenti  al  cono,  formano  un  cono  rotondo,  che  ha  per  asse 
l'altra  retta  focale  del  cono  primitivo. 

12)  Segue  :  i  è  costante  la  somma  o  la  differeziza  degli  angoli  che 
una  generatrice  qualsiasi  di  un  cono  forma  colle  due  rette  focali  • 
(Maonub);  comparisce  la  somma  o  la  differenza,  secondo  che  si  ado- 
perano certi  angoli  o  gli  angoli  adiacenti. 

13)  L'ultimo  teorema  si  dimostra  per  via  analitica,  cercando  il 
luogo  di  una  retta  per  O,  che  formi  con  due  rette  fisse,  uscenti  da  0, 
angoli  aventi  ima  somma  o  differenza  costante.  Posto  che  le  rette  fisse  si 
trovino  nel  piano  y  =  0,  e  formino  coll'asse  x  gli  angoli  <{>,  « — <p,  posto 
inoltre  che  la  somma  o  differenza  costante  sia  u,  Tequazione  del  luogo 
risulta 

_-.^__«_^«  J ?L L  —  Q  * 

COS  CD  —  1         COSo-fCOS29^  COS  w  +  1  ' 

si  tratta  effettivamente  di  un  cono,  il  quale,  al  variare  di  «»,  derorive 
una  schiera  di  coni  confocali. 

14)  I  teoremi  sulle  rette  focali  si  trasformano,  mediante  la  pola- 
rità ortogonale  nella  stella  O  (es.  1)  ),  in  teoremi  sui  piani  ciclici.  Si  di- 
mostri per  questa  via  che  «  è  costante  la  somma  o  la  differenza  dei 
diedri  formati  da  un  piano  variabile  tangente  ad  un  cono  coi  due  piani 
ciclici  reali  •  (Chaslbb). 


II.  —  15)  Il  luogo  dei  polì  di  nn  piamo  n,  rispetto  ad  una  schiera 
di  qoadriohe  ooniooali,  è  una  retta  p  normale  al  piano  ir  nel  punto 
ove  1  6  toccato  da  una  qnadiioa  della  «ohiera  ;  p  è  dnnqao  normale  a 
qneeta  qoadrioa  in  quel  ponto.  La  retta  p  contiene,  in  partioolare,  i 
poli  delle  rette  sezioni  di  ic  eoi  piaid  principali,  rispetta  alle  coniche 
focali  appartenenti  a  quei  piani  (n.°  327,  es.  28)  ). 

16)  Segue  :  i  sopra  un  piano  principale  dì  nna  qoadrioa  rimane  de- 
terminata una  polarità,  in  coi  sì  oorrìspondono  le  tracce  dì  ogni  piano  s 
e  della  retta  p  perpendicolwe  e  coniugata  con  i:  rispetto  alla  quadiica; 
la  curva  fondamentale  della  polarità  piana  è  la  oonioa  focale  giacente 
su  quel  piano  principale  ■  (Chables,  Rete  ;  cfr.  n."  283). 

17)  Segue  pure  dal  teorema  IS)  :  t  due  piani  perpendicolari  e  co- 
niugati rispetto  ad  una  quadrioa,  sono  conìngatì  rispetto  ad  ogni  qua- 
drioa  confocale  ;  essi  segano  sopra  un  piano  principale  coppie  di  rette 
eooiugate  rispetto  alla  rdativa  conica  focale  >. 

18)  Un  triedro  trirettangclo,  autooooìngato  rispetto  ad  una  qoa- 
drioa, è  pure  antoooningato  rispetto  alle  qnadriohe  confocali.  Ogni  punto 
generico  S  dello  spasio  è  vertice  di  un  sitlatto  triedro  ;  esso  è  formato 
d^  piani  principali  del  cono  oiroosoritto  da  3  ad  una  (qualsiasi)  qua- 
drioa della  schiera,  o  dai  piani  taogenti  alle  tre  quadriche  della  schiera 
passanti  per  8.  Se  però  8  appartieaie  ad  una  oonioa  focale,  esistono  in- 
finiti triedri  siffatti  di  vertioe  8,  aventi,  come  spigolo  comune,  la  tan- 
gento  a  quella  conica  in  8. 

19)  Una  retta,  per  cui  paaaìno  (due  e  qnindi)  infinite  coppie  dì 
piani  perpendicolari  coniugati  rispetto  ad  una  qnadrìoa,  dice«i  atse  fo- 
oah  di  quella  qnadrica  (e  di  ogni  quadrioa  confocale).  Le  tangenti  alle 
coniche  focali  sono,  ad  es.,  assi  focali  (FLt^OKsK).  Un  asse  focale  è  retta 
focale  per  il  oono  oircoscritto  da  nn  suo  punto  ad  una  qualsiasi  qua- 
drioa della  schiera;  e  viceversa. 

20)  Per  ogni  punto  generico  8  dello  spasìo  passano  sei  assi  focali, 
tra  cui  due  soli  reali,  ohe  sono  le  rette  focali  dei  coni  confocali  droo- 
sorittì  da  8  alle  quadriche  della  schiera. 

21Ì  Gli  assi  foc^  reali  di  una  schiera  dì  aoadrìohe  confocali  sono 


4« 
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xiioa  focale  coi  F  appartiene.  Qaesto  piano  sega  la  qnadrioa  lungo  nna 
conica»  di  cni  F  è  un  fuoco  ed  /  è  la  relativa  direttrice»  (Chaslss). 

23)  Il  cono  isotropo  di  vertice  F  sega  la  quadrioa  lungo  due  co- 
niche (n.®  327,  es.  16)  )  (cerchi  immaginari)  appartenenti  ai  due  piani 
ciclici  passanti  per  la  direttrice  /.  Indicando  brevemente  le  equasioni 
di  questi  due  piani  con  27  =  0,  F  »  0,  se  sono  reali,  o  con  U^  =b  t  F  =  0, 
se  sono  immaginari,  e  scegliendo  come  origine  il  fuoco  P,  si  conclude  : 
«  la  equazione  di  una  quadrica  avente  un  fuoco  nella  origine  può  scri- 
versi sotto  una  delle  forme: 

(«)  ar»  +  y* -f- «*  «  I7F, 

(P)  aj«  +  y«  +  ««  =  l7«+F% 

dove  ^  e  F  sono  polinomi  reali  lineari  'va  x,y,e  •.  La  (a),  o  la  (9),  cor- 
rispondono alle  ipotesi  che  Porigìne  appartenga  ad  una  conica  focale 
secante  la  superficie  in  ombelichi  reali,  o  rispettivamente  immaginali; 
ad  es.,  nell'ellissoide  la  (a)  si  riferisce  alla  iperbole  focale,  la  (?)  alla 
ellisse  focale. 

24)  L'equazione  (a),  nel  caso  di  un  ellissoide,  esprime  ohe  <  il  qua- 
drato della  distanza  di  un  punto  generico  di  un  ellissoide  da  un  fuoco 
appartenente  all'iperbole  focàie  sta  in  un  rapporto  costante  col  pro- 
dotto deUe  distanze  di  quel  punto  dai  due  piani  ciclici  condotti  per 
la  direttrice  corrispondente  al  fuoco  ».  (Salmon,  Amiot).   Il  rapporto 

valeb*|— I ^|,  e  non  dipende  quindi  dal  fuoco  ohe  si  fìssa  sulla 

iperbole  focàie.  Proprietà  analoghe  valgono  per  le  altre  quadrìche. 

26)  L'equazione  (^),  nel  caso  dell'ellissoide,  può  interpretarsi  così: 
«  la  distanza  di  un  punto  variabile  di  un  elh'ssoide  da  un  fuoco  preso 
sulla  ellisse  focale  sta  in  rapporto  costante  colla  distanza  del  punto 
dalla  direttrice  corrispondente  a  quel  fuoco,  purché  questa  distanza 
venga  valutata  parallelamente  ad  un  piano  ciclico  »  (si  intenda  cioè  la 
distanza  tra  il  punto  nominato  e  la  intersezione  della  direttrice  con  un 
piano  ciclico  reale  condotto  per  il  punto).  Analogamente  per  le  altre 
quadrìche.  (Mac  Gullagh).  I  teoremi  24),  26)  conducono,  invertiti,  a 
generazioni  delle  quadrìche,  analoghe  alla  nota  generazione  di  una  co- 
nica mediante  un  fuoco  e  la  direttrìce  (n.°  63,  h)  ). 

IV.  —  26)  Sopra  due  ellissoidi  confocali  — ^  +  -^  +  t"  ==  1» 

-Z*       p«        ^« 

-^  +-55"  +75r  =  1»  sì   dicono  corris'pondenii  due  punti  P(«,  y,  «), 

P'  (X,  r,  Z),  tali  che 

a  ^  A*     h   "  B'     e   "   O' 
I  punti  P,  P'  si  corrispondono   effettivamente  in  una  affinità,  che  tra* 
sforma  un  ellissoide  nell'altro.    Ora  si  dimostrì  ohe  le  due  quadrìche 
confocali  all'ellissoide,  che  passano  per  P,  passano  anche  per  P'.  Se 
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dunque  0  seoondo  eUJBsoide  si  porta,  variando,  angli  infiniti  ellissoidi 
oonlooali  col  primo,  il  luogo  del  punto  P'  è  un  tratto  della  curva  in- 
tenenone  dei  due  iperboloidi  confocali  passanti  per  P,  Definizioni  e 
proprietà  analoghe  valgono  per  due  iperboloidi  confocali  dello  stesso 
nome. 

27)  Se  (P,  F*,)  e  {Q,  Q*)  sono  due  coppie  di  punti  corrispondenti  di 
due  ellissoidi  confocali,  vaiola  reladone  PQ' =  P'Q  (Ivobt). 

28)  Se  P,  Q  sono  due  punti  di  una  generatrice  di  un  iperboloide 
rigato,  e  P',  Q'  sono  i  due  punti  corrispondenti  di  una  g^ieratrìce  di 
un  iperboloide  rigato  confocale,  vale  pure  la  relazione  PQ  =:  P'Q'; 
in  altre  parole,  l'affinità  sopra  nominata,  che  muta  Tuna  superficie  nel- 
l'altra, stabilisce  una  uguaglianza  sopra  le  generatrici  corrispondenti 
(cfr.  n.®  224,  es.  9)  ).  Od  anche  :  sono  uguali  i  segmenti  di  due  genera-  | 
trìci  coirispondenti  dei  due  iperboloidi,  compresi  tra  due  ellissoidi  con-  I 
focali  con  quelli.  i 

29)  Segue  che,  se  con  due  generatrici  e  due  direttrici  di  un  iper- 
boloide rigato  si  forma  un  quadrilatero  semplice  sghembo  PQB8,  i  lati 
di  questo  rÌBultano  uguali  ai  lati  del  quadrilatero  P'Q'B'  8'  corrispon- 
dente sopra  un  iperboloide  confocale.  Se  si  suppone  che  i  due  iperbo- 
loidi corrispondano  a  due  valori  vicinissimi  del  parametro  >.,  che  entra 
nell'equazioni  delle  quadriche  confocali,  i  due  quadrilateri  possono  ri« 

guardarsi  come  due  configurazioni  successive  assunte  da  uno  stesso  I 

quadrilatero,  formato  da  quattro  aste  rigide  articolate  nei  vertici.  Esten- 
dendo questa  considerazione  a  tutta  la  superficie,  risulta  che  «  un  iper- 
boloide rigato,  il  quale  si  immagini  costituito  da  due  serie  di  aste  rì- 
gide, articolate  nei  punti  ove  si  segano,  può  deformarsi  con  continuità, 
assumendo  la  posizione  e  la  forma  degli  infiniti  iperboloidi  rigati  con- 
focali con  essoB  (Hbnbici).  Le  due  configurazioni  estreme  sono  costi- 
tuite dagli  inviluppi  delle  tangenti  alla  ellisse  ed  alla  iperlole  focale.  . 

V.  —  30)  Se  due  quadriche  si  toccano  lungo  una  conica,  il  piano^^^^  /*/<    ^^ 
tangente  ad  una  di  esse  in  un  ombelico  sega  l'altra  quadrica  in  una     "'^c^^t^'      i'  -  ^  ■ 
conica  che  ha  un  fuoco  nell'ombelico  e  la  corrispondente  direttrice  sul  Z^^// 

piano  della  conica.^ 

31)  In  particolare  :  se  una  quadrica  (rotonda;  n.  339,  es.  11)  )  tocca 
una  sfera  lungo  un  cerchio,  ogni  piano  tangente  a  questa  sega  quella 
lungo  una  conica,  che  ha  un  fuoco  nel  punto  di  contatto. 

32)  La  conica,  lungo  cui  un  cono  rotondo  è  segato  da  un  piano,  ha  i 
fuochi  nei  punti  ove  il  piano  è  toccato  da  sfere  iscritte  nel  cono  (DÀx- 
i>£LIN).  Esistono  due  sfere  siffatte,  come  si  vede  segando  la  figura  so- 
lida col  piano  di  simmetria  condotto  per  l'asse  del  cono  normalmente 
al  piano  della  conica.  Nel  caso  della  ellisse,  una  delle  due  sfere  sta 
dalla  banda  del  vertice  rispetto  al  piano  della  conica,  e  l'altra  dalla 
banda  opposta.  Nel  caso  della  iperbole,  le  sfere  stanno  dalla  banda  del 
vertice.  E  nel  caso  della  parabola  t 

45 
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83)  La  definisione  elementare  di  fuoco  di  un  lesioiie  del  cono  io- 
tondo,  ohe  di  qua  si  ricava,  condnce  (in  base  alle  note  proprietà  deUe 
tangenti  condotte  da  on  punto  ad  una  sfera)  a  stabUize,  per  via  ele- 
mentare» le  principali  proprietà  dei  fuochi  di  una  conica.  Ma  le  stesse 
considerasioni  conducono  pure  a  proprietà  notevoli  delle  coniche  mu- 
tuamente focali.  Supposto  infatti,  ad  es.,  che  la  sesione  del  cono  di 
vertice  8  sia  una  éULue,  di  fuochi  F,  JP".  e  presi  sulla  curva  due  punti 
arbitrari  M,  N,  segue  facilmente  che  8M ^8N  =  FM--FN.  Di  qua, 
nella  ipotesi  che  M,  N  coincidano  coi  vertici  déll'aase  focale  della  el» 
lisse,  tt  deduce  il  risultato  noto  (nfi  362)  :  e  il  luogo  dei  vertici  dei  coni 
rotondi  proiettanti  una  ellisse  data  è  una  iperbole  (focale),  che  ha  per 
vertici  e  fuochi  i  fuochi  ed  i  vertici  ddUasse  focale  della  ellisse,  e  che 
sta  in  un  piano  normale  al  piano  di  questa  ». 

34)  Si  deduce  pure  che  i  è  costante  la  diilerensa  delle  distanse  di  un 
punto  variabile  della  iperbole  focale  da  due  punti  fissi  (arbitrari)  della 
elliase  focale».  Ed  analogamente  si  dimostra  che  ce  costante  la  somma, 
o  la  differenza,  delle  distarne  di  un  punto  variabile  lungo  la  eUiBse  fo- 
cale da  due  punti  fiasi  della  iperbole  focale,  situati  sopra  rami  diverai, 
o  sopra  uno  stesso  ramo»  (Dupik). 

28)  Rappresentando  parametricamente  i  punti  della  ellisse  mediante 
le  formolo 

op  =  a  cos  f ,    y  M  p  cos  f .     0  =  0, 

ed  i  punti  della  iperbole  focale  mediante  le  formolo 


dove  9  e  4^  sono  due  parametri,  si  calcoli  la  distansa  tra  i  due  punti 
(^»  y>  ^).  (^»  y'»  ^)t  ®  u  dimostrino  analiticamente  le  proprietà  sopra 
^unciate. 

VI.  —  36)  Dicesi  tangente  di  ewrvaktra  ad  una  quadrica,  in  un 
punto,  una  tangente  che  sia  perpendicolare  alla  tangente  coniugata 
(n.^  312).  Ogni  punto  generico  di  una  quadrica  possiede  due  determinate 
tangenti  di  curvatura,  reali,  le  quali  sono  parallele  agli  assi  di  una  se- 
sione  della  quadrica  con  un  piano  parallelo  al  piano  tangente  in  quei 
punto.  Ma,  se  il  punto  ò  un  ombelico,  ogni  tangente  in  esso  è  tangente 
di  curvatura. 

37)  Preso  sopra  una  quadrica  un  punto  P,  le  due  quadriche  con- 
focali con  essa,  passanti  per  P,  hanno  ivi  i  piani  tangenti  ohe  conten- 
gono le  tangenti  di  curvatura  alla  prima  quadrica  in  P.  In  altre  pa^ 
role  :  la  curva  intersezione  di  due  quadriche  confocali  ha  come  tangente, 
in  ogni  suo  pimto,  una  tangente  di  curvatura  di  ciascuna  delle  due 
quadriche  {n.^  327,  es.  32)  ).  Una  curva  siffatta  dicesi  Unea  di  curvatura 
deUa  superficie  cui  appartiene.  Dunque:  i  la  intersezione  di  due  qua- 
driche confocali  ò  linea  di  curvatura  per  ambedue  »  (Mokoe). 


APPENDICE 


l. 

Sui  problemi  geometrici  0. 

36S.  daitlflcaiioM  M  problemi  gMinetrlel.  —  Più  volte 
ci  è  accaduto  di  riBOlycre,  nel  corso  delle  nostre  lezioni, 
problemi  di  geometria  piana,  sia  col  metodo  analitico,  sia 
mediante  effettive  costruzioni.  Alcuni  di  quei  problemi, 
trattati  analiticamente,  ci  hanno  condotto  ad  equazioni 
lineari  ;  e  noi  siamo  riusciti  a  risolverli  graficamente  facendo 
uso  di  sole  linee  rette,  cioè  colla  sola  riga.  Tale  è  ad  es.  il 
problema  di  costruire  l'elemento  quarto  armonico  dopo  tre 
elementi  dati  {nP  149,  160). 

Altri  problemi,  trattati  analiticamente,  ci  hanno  con- 
dotto ad  equazioni  quadratiche;  mentre  per  la  loro  risolu- 
zione grafica  si  è  dovuto  far  uso  di  circonferenze  (cioè  del 
compasso)  oltre  che  di  rette.  Basti  qui  ricordare  la  costru- 
zione d^li  elementi  uniti  di  una  proiettività  tra  due  forme 
di  prima  si>ecie  sovrapposte  (n.^  178). 

Finalmente  abbiamo  accennato  a  due  celebri  problemi 
(n.''  64,  65),  la  cui  risoluzione  esige  l'uso  di  curve  diverse 
dalla  retta  e  dal  cerchio. 

Lo  studio  sistematico  dei  problemi  geometrici  e  degli 
strumenti  impiegati  a  risolverli  forma  l'oggetto  di  una  teoria 
che  costituisce  forse  la  più  notevole  applicazione  dei  me- 
todi analitici  nel  campo  della  Geometria  elementare.  Vale 
quindi  la  pena  di  pome  in  luce  brevemente  i  concetti   ge- 


(^)  Questo  articolo  è,  salvo  alcuoe  modifioasioiii  di  forma  e  qual- 
che ampliamento,  uua  riproduzione  di  un  mio  scritto  •  Sulla  risolubi- 
lità dei  problemi  geometrici...  »,  redatto  per  il  volume  pubblicato  dal 
Sig.  Enriques  sopra  alcune  «  Questioni  riguardanti  la  geometria  eie* 
mentare  »  (Bologna,  Zanichelli,  1900). 
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neraliy  rimandando,  per  i  risultati  algebrici  e  per  lo  stadio 
di  particolari  problemi,  ad  opere  che  il  lettore  potrà  facil- 
mente consultare. 

Dne  questioni  noi  ci  proponiamo.  Vogliamo  in  primo 
luogo  stabilire  una  classificazione  razionale  dei  problemi 
geometrici.  Ed  in  secondo  luogo  vogliamo  esaminare  quali 
classi  di  problemi  siano  risolubili  con  determinati  stru- 
menti. 

ABsegnare  un  problema  di  geometria  piana  vuol  dire 
assegnare  nel  piano,  su  cui  hì  opera,  un  certo  numero  finito 
di  punti,  rette,  curve...,  e  chiedere  nuovi  punti,  nuove  rette, 
nuove  curve...,  che  siano  in  determinate  relazioni  cogli  enti 
dati.  Possiamo  supporre  però  che  gli  enti  richiesti  siano 
sempre  punti;  infatti,  se  fosse  domandata  una  retta»  baste- 
rebbe costruirne  due  punti  (ad  es.  le  intersezioni  oon  due 
rette  prefisse),  giacché  la  retta  potrebbe  poi  tracciarsi  collo 
strumento  riga^  di  cui  riterremo  permesso  Puso;  ed  una 
osservazione  analoga  si  farebbe  quando  fosse  richiesto  un 
cerchio,  e  si  disponesse  del  compasso.  Ma,  in  generale,  se 
non  si  possiede  uno  strumento  atto  a  tracciare  d'un  tratto 
continuo  una  curva  che  venga  richiesta,  si  intenderà  che  la 
curva  deve  esser  costruita  per  punti^  e  si  riguarderanno 
come  altrettanti  problemi  staccati  la  determinazione  di 
singoli   suoi  punti,   ad  es.  dei  punti  che  si  trovano  sopra 

rette,   cerchi ,    condotti,   sia   ad   arbitrio,   sia   in    modo 

prefisso. 

Considerazioni  analoghe  possiamo  applicare  ai  dati  del 
problema.  Alle  rette,  ai  cerchi  e,  sotto  ipotesi  molto  larghe, 
alle  curve  che  comparissero  fra  i  dati,  possiamo  sostituire 
un  numero  fiuaito  di  punti  atti  ad  individuare  quelle  linee  (^). 


(')  Si  intende  che  ì  punti,  a  cui  bì  allnde,  possono  appartenere 
alla  curva;  ma  non  è  necesaario  che  così  aia,  bastando  che  la  loro  co- 
noscenza permetta  di  determinare  la  curva.  Così,  se  una  curva  alge- 
brica fosse  riferita  ad  assi  cartesiani,  e  si  conoscessero  più  punti  aventi 
come  coordinate  i  coefficienti  delia  equazione  della  curva  si  potrebbe 
dire  che  quei  punti  permettono  di  individuare  la  curva. 
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finito  dai  éMi.  Insieme  ai  dati  dobbiamo  pur  oonsiderare 
il  punto  incognito,  il  quale  avrà  come  coordinate  certi 
numeri  incogniti  x^  y.  I  legami  espressi  nell'enunciato  del 
problema  fra  i  punti  dati  ed  il  punto  incognitO|  si  tradur- 
ranno in  certe  relazioni  analitiche  fra  le  quantità  note  e  le 
incognite  x,  y.  Operando  su  queste  relazioni  mediante  i 
processi  di  diminazione  fomiti  dall'analisi,  arriveremo  in 
finci  se  il  problema  è  determinato,  a  due  equazioni,  una 
contenente  la  sola  incognita  x, 

(1)  f{x)  =  0, 

l'altra  la  sola  y.  Ed  il  problema  si  spezzerà  in  due:  uno, 
dipendente  dalla  equazione  (1),  per  determinare  la  coordi- 
nata X  del  punto  incognito,  o,  se  si  vuole,  per  determinare 
il  punto  (x,  0)  sopra  una  retta  assegnata  {y  »  0);  l'altro 
problema  per  determinare  la  coordinata  y,  ossia  il  punto 
{^j  y)j  quando  sia  nota  la  x. 

In  seguito  a  questa  osservazione,  possiamo  limitarci  a 
considerare  i  problemi  dipendenti  da  una  sola  equazione 
con  una  sola  incògnita.  Essi  possono  dassiflcarsi  a  seconda 
dell'equazione  nominata.  Precisamente: 

Un  problema  si  dice  algebrico^  se  la  equazione  da  cui 
esso  dipende  ò  algebrica,  e  quindi  può  porsi  sotto  la  forma 
{razionaUj  intera) 

(2)  a?»  +  Aiaf''-^+  A2^-^  +  ...  +  il*  =  0, 

dove  si  suppone  precisamente  ohe  Ai,  A2. . .  A«  siano  quantità 
appartenenti  al  campo  di  razionalità  definito  dai  dati. 

Ogni  problema  che  non  rientri  in  questa  categoria  di- 
cesi trascendente. 

Quanto  ai  problemi  algebrici,  essi  possono  suddividersi 
ulteriormente  a  seconda  del  grado  n  della  equazione  (2),  da 
cui  dipendono.  Avremo  dunque  problemi  di  primo  grado, 
dipendenti  da  una  equazione  lineare;  problemi  di  secondo 
gradoy  dipendenti  da  una  equazione  quadratica,  ecc. 

Qui  però  va  fatta  un'avvertenza,  nel  caso  che  la  equa- 
zione (2)  sia  riducibile  entro  al  campo  di  rasdonaUfà  K,  vale 
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a  dire  nel  caso  ohe  il  polinomio  (2)  sia  il  prodotto  di  due 
o  più  polinomi  (Pi{x)j  (Pi{w) .,.,  i  cui  coefficienti  apparten- 
gano ancora  al  campo  K  (^).  Supponiamo  infatti,  ad  es., 
che  l'equazione  (2)  possa  scriversi  sotto  la  forma 

dove  (Pu  ^2  sono  due  polinomi  della  natura  indicata  e  di 
grado  niy  nt  (con  ni  +  n2  =  n)  ;  l'equazione,  in  tal  caso,  si 
scinde  nelle  due 

?i(»)  =  0,       ^{x)  =  0. 

Allora,  o  le  radici  di  una  di  queste  due  equazioni,  ad  es. 
della  prima,  soddisfano  al  problema  proposto,  e  forniscono 
anzi  tutte  quelle  radici  della  (2)  che  raddisfano  al  problema 
stesso,  e  in  tal  caso  il  problema  non  è  veramente  di  grado  », 
ma  di  grado  ni  <  n;  oppure  le  radici,  sia  di  ^i  ==  0,  che  di 
f s  »  0,  soddisfano  al  problema,  ed  in  tal  caso  il  problema 
è  riducibile,  e  si  scinde  in  due  problemi,  uno  di  grado  ni, 
l'altro  di  grado  n2.  Perciò,  parlando  nel  seguito  di  un  pro- 
blema di  grado  n,  supporremo  comunemente  irridueibile  la 
relativa  equazione.  Oli  esempi  di  problemi  che  porteremo 
fra  poco  renderanno  evidenti  queste  considerazioni. 

OiitnraiiDM.  —  Se  ai  punti  daiij  aventi  le  coordinate 
1,  a,  &,  e. . . ,  si  aggiungono  nuovi  punti  di  coordinate  p,  9. . . , 
che  si  riguardano  pure  come  dati,  il  campo  di  razionalità 
£  »  [  1,  a,  6,  e.  •  •  ],  si  muta  nel  campo  di  razionalità 
K'  ==  [1,  a,  bj  0,...,  p,  q>>.]j  il  quale  può  differire  da  E, 
(esser  più  ampio  di  JST).  In  questa  ultima  ipotesi  può  acca- 
dere che  una  equazione  algebrica,  irridueibile  nel  campo  £, 
sìa  invece  ridueibile  rispetto  al  nuovo  campo  E^  (').  Può 
accadere  dunque  che  un  problema,  il  quale  sia  irriducibile 
di  grado  n,  quando  certi  punti  si  riguardano  come  dati,  si 


(^)  Per  qaesta  nodone  al  veda  Capiblu»  1.  o.,  pag.  660,  081. 
n  Vedi  Catxlu,  1.  0.,  pag.  631. 


712  AFPBNDIOB 

scinda  in  problemi  di  grado  inferiore,  quando  il  grappo  dei 
puDti  dati  si  ampli  colPintrodume  dei  nuovi  (^). 

Va  però  notato  che  questo  fatto  non  si  presenta  se 
i  nuovi  punti,  che  si  aggiungono,  sono  interamenie  arbi- 
trari. Se  infatti  accadesse  che  una  equazione  irriducibile 
nel  campo  K  =  [1^  a^  b,  e.  .]y  divenisse  riducibile  nel  campo 
K^  =  [1,  a,  b,  e,. . .,  p,  9. . .]»  ^  <^^à  comunque  fossero  scelti 
i  numeri  p,  g. . .  (coordinate  dei  punti  aggiunti),  l'equazione 
sarebbe  riducibile  anche  se  a  p,  g. . .  sì  attribuissero  valori 
appartenenti  al  campo  K.  Ma  allora  il  campo  K^  verrebbe  a 
coincidere  col  campo  K]  l'equazione  nominata  sarebbe  dunque, 
nel  tempo  stesso,  irriducìbile  e  riducìbile  in  £,  il  che  è  assurdo. 

Queste  considerazioni  possono  applicarsi  a  giustificare 
certe  avvertenze,  di  cui  abbiamo  parlato,  nella  scelta  del 
particolare  sistema  di  coordinate  proiettive  (0  cartesiane)  a 
cui  il  problema  vien  riferito.  Sì  è  già  detto  che  gli  elementi 
fondamentali  di  quel  sistema  vanno  aggiunti  ai  dati  primi- 
tivi, quando  non  vi  siano  già  inclusi.  Segue  che,  mutando 
il  sistema  delle  coordinate  proiettive,  muterà  generalmente 
il  campo  dì  razionalità  definito  dai  dati.  L'equazione  da  oui 
il  problema  dipende  non  muterà  grado  per  questo,  giacché 
le  relazioni  fra  le  antiche  coordinate  e  le  nuove  sono  lineari  ; 
ma  l'equazione  stessa  potrà  da  irriducìbile  divenir  riducìbile, 
o  viceversa.  Dunque  un  problema  irriducibile,  di  un  certo 
grado,  rispetto  ad  un  primo  sistema  di  coordinate  proiet- 
tive (0  cartesiane),  può  scindersi  in  problemi  dì  grado  in- 
feriore, quando  esso  venga  riferito  ad  un  nuovo  sistema  di 
coordinate  proiettive  (0  cartesiane)  (^). 

(^)  Così,  mentre  il  problema  di  bisecare  un  angolo  retto,  dati  i 
punti  ciclici,  è  di  secondo  grado  (e  consiste  nel  costruire  le  rette  doppie 
dì  una  involuzione  determinata  dai  due  lati  dell*  angolo  e  dalle  due 
rette  isotrope  uscenti  dal  vertice),  quel  problema  si  scinde  in  due 
problemi  di  primo  grado  quando  si  suppongano  dati  i  vertici  di  un 
quadrato  (Cfr.  n.»  193,  ea.  24)). 

(*)  Ad  es.,  d'accordo  colla  nota  precedente,  si  troverà  che  il  pro- 
blema di  secondo  grado  della  bisezione  di  un  angolo  retto,  si  scinde 
in  due  problemi  di  primo  grado,  quando  si  riferisca  la  figura  ad  un 
sistema  cartesiano  ortogonale  con  ima  sola  wntà  di  Iwnghetga. 


Booo  perchè,  rolendo  evitare  che  la.  scelta  del  aUtema 
di  rilerimento  alteri  artiflcialmente  le  condizìoDi  del  pro- 
blema, converrà  scegliere  gli  elementi  fondamentali  fra  i 
punti  inizialmente  dati  (con  che  il  campo  di  razionalità  E 
sarà  ristretto,  quanto  è  possibile,  rapporto  al  problema),  o, 
quando  ciò  non  si  possa  fare,  in  ponti  affatto  arbitrari  del 
piano,  da  agginngersi  ai  dati  (ohe  questa  scelta,  pur  am- 
pliando il  campo  £,  non  rende  riducibile  un  problema,  per 
sua  natura  irriducibile). 

8M.  SiilM  eottricrionl  cht  pottono  nttulnl  colto  rifa.  — 
Fassaodo  ora  alla  seconda  parte  della  nostra  trattazione, 
vogliamo  esaminare  quali  claaai  di  problemi  siano  risolubili 
con  determinati  strumenti.  Dovremo  perciò  precisare  le  ope- 
razioni grafiche  che  possono  compiersi  con  un  dato  stru- 
mento, e  trovarne,  col  mezzo  delle  coordinate,  te  equivalenti 
operazioni  analitiche. 

Sì  tratti  anzitutto  della  riga.  La  riga  permette  di  ese- 
guire le  seguenti  due  operazioni: 

1)  tracciare  la  retta  che  passa  per  due  punti  assegnati; 

2)  determinare  la  intersezione  di  due  rette,  che  possono 
esser  definite  ciascuna  da  una  coppia  dì  punti. 

Queste  operazioni  noi  riteniamo  sempre  eseguibili,  anche 
quando  i  ponti  o  le  rette  nominate  cadano  fuori  del  foglio 
del  disegno,  o  siano  improprie,  purché  ciascuno  di  quei 
punti  sia  determinato  come  intersezione  di  due  rette  trac- 
ciate in  parte  nel  foglio,  e  ciascuna  di  quelle  rette  come 
congiungente  due  punti  assegnati  nel  modo  ora  indicato 
(ofr.  n.o  126,  es.  22),  23),  24),  26)). 

Ciò  posto,  supponiamo  dati  più  pimti,  in  numero  finito, 
i  quali,  rispetto  ad  un  sistema  di  coordinate  proiettive  non 
omogenee  (i  cui  punti  fondamentali  trovansi  fra  i  dati),  ab- 
biano, promiscuamente,  le  coordinate  1,  a,  6,  o. . .,  definenti 
il  solito  campo  di  razionalità 

K  =  [1,  a,  b,  e...}. 

La  operazione  grafica  1)  ci  dà  una  retta,  la  cui  equa- 
zione ha  coefficienti  ohe  si  ottengono  eseguendo  operazioni 
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ra'^ionali  sulle  coordinate  dei  dae  punti;  quei  ooeffloienti 
appartengono  dunqae  al  campo  K.  La  operazione  grafica  2) 
ci  dà  un  punto,  le  cui  coordinate  si  ottengono  con  opera- 
zioni razionali  eseguite  sui  coeffldentì  delle  equazioni  delle 
due  rette;  quelle  coordinate  appartengono  dunque  ancora 
al  campo  BL.  Segue  di  qua  che,  per  quante  volte  si  ripe- 
tano costruzioni  grafiche  della  natura  indicata,  partendo  dai 
punti  dati,  ai  quali  vanno  aggiunti  via  via  qudli  già  co- 
struiti, si  otterranno  sempre  punti  le  cui  coordinate  appar- 
terranno al  campo  JST;  da  questo  non  sarà  possibile  uscire, 
finché  si  operi  colla  sola  riga  nel  modo  indicato. 

Bimane  però  da  esaminare  la  questione  inversa  :  se  ogni 
punto,  le  cui  coordinate  appartengano  al  campo  JT,  possa 
ottenersi  mediante  un  numero  finito  di  costruzioni  esegui- 
bili colla  sola  riga. 

Una  questione  siffatta  ebbe  già  risposta  affermativa 
nella  ipotesi  che  i  punti  dati  appartenessero  ad  una  stessa 
retta  (n.^  179,  es.  29)).  Noi  potremo  sempre  ridurci  a  quel 
caso  mediante  la  considerazione  seguente. 

Biprendiamo  il  triangolo  fondamentale  XYZ  del  sistema 
di  coordinate,  il  pimto  unità  ^  (1,  1),  e  gli  altri  punti  dati, 
aventi,  promiscuamente,  le  coordinate  a,  6,  o. . .  Partendo 
da  questi  e  valendoci  di  costruzioni  eseguibili  colla  sola  riga, 
I>ossiamo  anzitutto  procurarci  sopra  una  delle  rette  fonda- 
mentali, ad  es.  ZZ,  punti  aventi  la  prima  coordinata  uguale 
rispettivamente  ad  1,  a,  6,  e. . .  (la  seconda  coordinata  essendo 
nulla).  Infatti  uno  qualsiasi  di  questi  numeri,  ad  es.  a,  sarà 
la  prima,  o  la  seconda  coordinata  di  uno,  P,  fra  i  punti  dati. 
Nel  primo  caso  la  proiezione  di  P  su  ZX  da  Y  sarà  il  punto 
richiesto  (a,  0)  ;  nel  secondo  caso  conduciamo  la  retta  JP, 
che  ha  Pequazione  y  »  a,  e  seghiamola  eolla  retta  Z'E  avente 
la  equazione  a?  =  y;  otterremo  il  punto  (a,  a),  il  quale,  proiet- 
tato da  r  su  ZZ,  ci  darà  il  punto  desiderato  (a,  0).  Otte- 
nuti così  i  punti  a;  =  1,  a,  6,  o. . .  sopra  ZZ,  ed  operando 
su  questi  e  su  Z  (a;  =  0)  ed  Z  (a:  ==  ±  oo  ),  mediante  co- 
struzioni eseguibili  colla  sola  riga,  noi  sappiamo  costruire 
(n.o  179,  es.  29))  sulla  retta  stessa  ogni  punto   Jf ,  la  cui 
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prima  coordinata  w  =^in  appartenga  al  campo  di  razionalità 
X  ^[Ij  a,  &|  0. .  .]•  ^^  modo  perfettamente  analogo  potremo 
costruire  snlla  retta  ZY  un  pnnto  N^  la  cni  seconda  coor- 
dinata y  »  n  appartenga  al  campo  stesBO.  E  finalmente  nella 
intersezione  delle  due  rette  YM^  XN  avremo  un  punto,  le 
cui  coordinate  m,  n  sono  due  numeri  arbitrari  del  campo  E» 
In  conclusione: 

Dati  piò  punti  in  un  piano  (riferiti  ad  un  sistema  di 
coordinate  proiettive,  i  cui  punti  fondamentali  ed  unità  sono 
compresi  fra  i  dati),  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  un  nuovo  punto  possa  ottenersi  da  queOi  mediante  un 
numero  finito  di  costruzioni  eseguibili  colla  sola  riga^  i  che  le 
coordinate  di  questo  punto  appartengano  al  campo  di  razio- 
nalità definito  dai  dati. 

Il  risultato  stesso  può  anche  esser  presentato  sotto  la 
forma  seguente,  che  ne  mette  in  rilievo  tutta  l'importanza: 

«  Siano  dati  in  un  piano  più  punti,  in  numero  finito; 
«  si  congiungano  questi  a  due  a  due,  si  determinino  le  in- 
«  tersezioni  delle  rette  cosi  ottenute,  si  estenda  il  gruppo 
«  dei  punti  primitivi  aggregandovi  i  nuovi  punti  trovati,  si 
«  operi  sul  nuovo  gruppo  come  sull'antico,  e  così  si  con- 
«  tinui  all'infinito.  Si  otterrà  in  tal  guisa  una  classe  di  in- 
«  finiti  punti  (eccettuato  il  caso  che  i  punti  primitivi  siano 
«  tutti,  o  tutti  meno  uno,  allineati).  Si  domanda  di  carat- 
«  terizzare  in  qualche  modo  la  classe  dei  punti  così  otte- 
«  nuti,  la  quale,  come  subito  si  verifica,  non  comprende 
«  tutti  i  punti  del  piano  ».  La  risposta  è  data  dall'ultima 
proposizione: 

e  Se  tra  i  punti  dati  si  scelgono  quattro,  che  siano  ver- 
a  tici  di  un  quadrangolo,  come  punti  fondamentali  ed  imita 
«  di  un  sistema  di  coordinate  proiettive,  e  si  chiamano 
«  a,  6,  0.  • .  le  coordinate  degli  altri  punti  dati,  ove  esistano, 
•  la  nostra  classe  di  punti  si  compone  di  tutti  quei  punti, 
ff  le  cui  coordinate  appartengono  al  campo  di  razionalità 
e  [1,  a,  &,  e. . .]  ». 

Le  operazioni  geometriche,  che  conducono  alla  costru- 
zione di  una  siffatta  classe  di  punti,  trovano   dunque  ri* 
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scontro  nelle  operazioni  aritmetiche^  che  conducono  alla 
costruzione  di  un  campo  di  razionalità,  partendo  da  quantità 
date  in  numero  finito.  Il  caso  più  semplice  di  quattro  soli 
punti,  il  quale  conduce  alla  classe  di  tutti  i  punti  aventi  le 
due  coordinate  razionali»  fu  considerato  la  prima  volta  dal 
MoBiuSy  che  chiamò  rete  quella  classe. 

366.  8ui  problemi  risolubili  eolla  sola  riga.  —  La  pro- 
posizione del  nP  precedente  ci  permette  di  risponder  subito 
ad  una  delle  questioni  che  ci  siamo  proposte:  quaU  siano 
i  problemi  risolubili  coUa  sola  riga. 

Supposto  al  solito  (n.o  363)  che  il  problema  si  riduca 
alla  ricerca  di  xm  punto,  affinchè  questo  sia  costruibile 
colla  sola  riga,  dovranno  le  sue  coordinate  a?,  y  appartenere 
al  campo  di  razionalità  K  definito  dai  dati.  Ma  allora  le 
equazioni  irriducibili,  da  cui  dipendono  Xj  y,  saranno  per 
forza  di  primo  grado;  e  viceversa.  Dunque: 

Mediante  Vuso  della  sóla  riga  si  possono  risòlvere  i  pro- 
blemi di  primo  gradOy  e  questi  soltanto. 

Oiitrvailoiio.  —  S'intende  però  che  devono  esser  dati 
graficamente  tutti  quegli  elementi,  ad  es.  punti,  che  sono 
necessari  perchè  il  problema  sia  determinato  (e  possa  esser 
posto  in  equazione).  Ora,  se  il  problema  è  di  natura  grafica, 
i  punti  in  questione  saranno  generalmente  quelli  soltanto, 
che  compariscono  esplicitamente  nell'enunciato.  Se  invece  il 
problema  è  di  natura  metrica,  converrà  aggiungere  ai  punti 
esplicitamente  nominati,  quei  punti  (ad  es.  impropri,  o,  in 
particolare,  ciclici)  che  occorrono  per  tradurre  graficamente 
(n.°  190,  Oss.)  le  relazioni  metriche  contemplate  nel  pro- 
blema proposto.  Cosi,  se  è  richiesta  la  parallela  per  un  punto 
ad  una  retta  assegnata  r,  o  il  punto  medio  di  un  segmento 
giacente  su  r  . . . ,  deve  esser  dato  graficamente  il  punto  al- 
l'infinito di  r,  ad  es.  mediante  una  retta  parallela  ad  r, 
tracciata  nella  figura.  E  se  nel  problema  figurano  due  o  più 
direzioni  distinte,  deve  esser  compresa  fra  i  dati  la  retta 
all'infinito;  il  che  si  ottiene,  ad  es.,  assegnando  un  paral- 
lelogramma. Per  risolvere  colla  riga  problemi  in  cui  com- 
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parisoano  relazioni  di  ortogonalità,  b  i 
inoltre  la  involuzione  circolare  inton  ; 
segnarne  due  coppie;  basta  perciò   8 
dratOy  del  quale  le  direzioni  dei  lati, 
nali  fissano  la  involuzione  circolare  8  : 
Il  lettore,  che  volesse  veder  coni  : 
zioni  generali  sopra  esempi   concreti, 
vari  problemi  metrici  di  primo  gradi 
proposti  nel   corso;    (ad  es.  nP  126, 
es.  34),  35);  n.o  193,  es.  22)-27)).  Eg] 
priori  la  ragione   per  la  quale  quei 
solversi  coi  mezzi  indicati. 

866.  Sulla  costruzioni  tiogulMII  >  ! 
pasto.  —  Esaminiamo  ora  quale  con 
compasso,  aggiunto  alla  riga.  H  comi 
guire  le  seguenti  operazioni  (da  aggii 
lative  alla  riga,  menzionate  nel  n.°  3: 

3)  descrivere  il  cerchio,  che  ha  pe  * 
e  per  raggio  la  distanza  di  due  punì: 

4)  determinare  le  intersezioni  di 
retta  nota; 

5)  determinare  le  intersezioni  di  • 
Per  tradurre  analiticamente  quest 

i  punti  dati  ad  un  sistema  di  coordini 
porre  ormai  sia  eartesiano  ortogonale  e 
lunghezza,  visto  che  il  compasso  peni 
angolo  retto,  e  di  trasportare  un  segn 
lato  dell'angolo.  Comprendendo  fra  i 
unità,  indichiamo  al  solito  con  1,  a, 
dei  punti  dati,  e  con  K  il  campo  di 
determinano. 

Ciò  posto,  il  cerchio  di  cui  parla 
plicata  ai  punti  primitivamente  dati,  ha 

(a:-^)^+(y-P)*  = 

neUa  quale  a,  ^,  r^,  e  quindi  i  coefflcient 
tenenti  al  campo  K.  Per  trovare  ana 
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zioni  di  questo  ceroMo  con  un  retta  congiungente  due  punti 
dati  (operazione  4)),  o  con  un  altro  cerchio  definito  come 
il  primo  (operazione  5)),  noi  dobbiamo  OBeguire  (nJ  66,  57) 
la  risoluzione  di  una  equazione  dì  secondo  grado,  i  cui  coeffi- 
cienti dipendono  razionalmente  da  quelli  delle  linee  interse- 
cantisi,  e  quindi  appartengono  al  campo  K.  Le  radici  di 
quella  equazione,  e,  per  conseguenza,  le  coordinate  dei  punti 
richiesti,  si  otterranno  adunque  eseguendo,  oltre  ad  opera- 
zioni razionali,  una  estrazione  di  radice  quadrata  sopra  un 
numero  del  campo  K.  Queste  coordinate  appartengono  per- 
ciò a  quel  campo  di  razionalità  K\  che  si  ottiene  dai 
campo  Kj  aggiungendovi  le  radici  quadrate  di  tutti  i  numeri 
positivi  (se  vogliamo  limitarci  ad  enti  reali)  contenuti  in  K. 

Viceversa,  ogni  punto,  le  cui  coordinate  a;,  y  appar- 
tengano a  K%  può  ottenersi  dai  punti  dati  mediante  co- 
struzioni eseguibili  con  riga  e  compasso.  La  ipotesi  è  infatti 
che  il  numero  x  (od  y)  possa  ottenersi  mediante  un  numero 
finito  di  operazioni  razionali  eseguite  sui  numeri  di  £  e  sulle 
loro  radici  quadrate;  ma  poiché  le  operazioni  razionali  si 
traducono,  come  già  sappiamo,  in  costruzioni  eseguibili  colla 
riga,  possiamo  supporre  che  la  stessa  x  sia  la  radice  qua- 
drata di  un  numero  fc  di  £.  In  tal  caso  però  x  =  \/  fc  •  1 
è  il  valore  del  segmento  medio  proporzionale  fra  due  seg- 
menti noti,  aventi  i  valori  1  e  fc;  quel  segmento  è  adunque 
costruibile  con  riga  e  compasso,  come  si  era  affermato. 

Noi  finora  abbiamo  applicato  le  costruzioni  3),  4)  e  5) 
immediatamente  ai  punti  primitivi,  o,  ciò  che  conduce  alle 
stesse  conseguenze,  a  punti  le  cui  coordinate  appartengono 
al  campo  K.  Quelle  costruzioni  ci  hanno  fornito  nuovi  punti, 
le  cui  coordinate  appartengono  ad  un  campo  più  esteso  K\  Ma 
sui  nuovi  punti,  che  vengono  aggiunti  ai  primitivi,  e  su 
questi,  possiamo  ancora  operare  mediante  le  dette  costru- 
zioni. Arriveremo  cosi  ad  ottenere  ulteriori  punti,  le  cui 
coordinate  apparterranno  a  quel  campo  di  razionalità  K*\ 
che  proviene  da  K  (colPaggiunta  delle  radici  quadrate  dei 
numeri  di  K')  come  £'  proveniva  da  K.  Si  può  proseguile 
in  tal  guisa;  ed  è  chiaro  che  si  giungerà  al  seguente  risultato  : 
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8i  parta  da  un  numero  finito  di  punti  aventi  le  coordinate 
ortogonali  1,  a,  b,  o. . .,  «  su  questi^  e  eui  punti  che  ma  via 
H  ottengono,  si  operi  mediante  costruzioni  determinale  da  ese- 
guirsi eoUa  riga  e  cól  compasso.  Ogni  punto j  a  cui  si  perverrà 
in  tal  guisa  {dopo  un  n/umero  finito  di  costruzioni)^  avrà  coor^ 
dinaie  ohe  potranno  calcolarsi,  partendo  dai  numeri  dati,  me- 
diante un  numero  finito  di  operazioni  razionali  e  di  estraaioni 
di  radici  quadrate;  e  viceversa,  ogni  punto  avente  coordinate 
di  tal  natura  potrà  costruirsi  mediante  la  riga  ed  il  compasso. 

Od  anche,  se  chiamiamo  campo  euclideo  determinato 
dai  numeri  dati  1,  a,  b,  e...,  l'insieme  dei  numeri  reali  che 
si  ottengono  da  questi  mediante  im  numero  finito  di  ope- 
razioni razionali  ed  estrazioni  di  radici  quadrate,  potremo  dire: 

Condizions  necessaria  e  sufficiente  affinchè,  partendo  da 
eerti  punti  dati,  si  possa  costruire  un  nuovo  punto  mediante 
riga  e  compasso,  ò  che  le  coordinate  ortogonali  di  questo  punto 
appartengano  al  campo  euclideo  determinato  dalle  coordinate 
dei  punti  dati. 

Siccome  poi  la  estrazione  di  radice  quadrata  è  equiva- 
lente aJla  risoluzione  di  una  equazione  di  secondo  grado, 
un  numero  generico  del  campo  euclideo  sopra  nominato 
può  anche  definirsi  nel  modo  seguente.  Si  formi  una  prima 
equazione  quadratica,  i  cui  coefficienti  appartengano  al 
campo  di  razionalità  K=[l,  ajb,  e...]  definito  dai  numeri 
dati,  e  sì  aggiungano  le  radici  di  questa  al  campo  K,  otte- 
nendo un  campo  (generalmente)  più  ampio  £,;  si  costniisca 
poi  una  seconda  equazione  quadratica,  i  cui  coefficienti  ap- 
partengono al  campo  Ki,  e  si  aggiungano  a  Ki  le  radici 
di  questa  equazione,  ottenendo  un  nuovo  campo  £2;  e  cosi 
si  continui.  Tutte  le  equazioni  quadratiche,  che  in  tal  guisa 
si  possono  formare,  hanno  per  radici  reali  numeri  del  campo 
euclideo;  e  viceversa,  ogni  numero  di  questo  campo  è  radice 
di  una  equazione  costruibile  nel  modo  detto. 

S67.  Sui  problemi  risolubili  modlante  la  riga  •  Il  eom- 
paito.  —  Le  considerazioni  precedenti,  quando  si  ricordino 
le  convenzioni  fatte  per  classificare  i  problemi  geometrici, 
ci  conducono  al  risultato  fondamentale  che  segue  : 
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Condizione  necessaria  e  suffloienUy  perchè  un  problema 
geometrico  possa  risolversi  colla  riga  e  col  compasso^  è  ohe  la 
equazione  da  cui  il  problema  dipende  abbia  le  radici  appc^- 
tenerUi  al  campo  eudideo  determinato  dai  doli;  od,  in  aJtre  parole, 
che  quella  equazione  possa  risolversi  mediante  un  numero  finito 
di  operazioni  razùmali  e  di  estrazioni  di  radici  quadrate  ese- 
guite partendo  dai  num^eri  dati. 

Potremo  dire  ancora  : 

8ono  risoMnli  colla  riga  e  col  compasso  tutti  i  problemi 
di  primo  e  di  secondo  grado;  e^  fra  i  problemi  (algd^rici)  di 
grado  superiore^  quelli  soltanto  che  conducono  ad  equazionij 
la  cui  risoluzione  può  farsi  dipendere  dalla  risoluzione  di  un 
numero  finito  di  equazioni  quadratichCj  formate  nel  modo 
sopra  indicato.  Questi  ultimi  problemi  si  risolvono  mediante 
la  successiva  risoluzione  di  più  problemi  di  secondo  grado. 

In  base  a  questo  teorema,  la  questione  geometrica  di 
decidere  se  un  determinato  problema  possa  risolversi  colla 
riga  e  col  compasso,  si  riduce  (quando  si  riesca  a  scrìvere 
la  equazione  del  problema)  alla  questione  algebrica  di  de- 
cidere se  una  data  equazione  possa  risolversi  mediante  ope- 
razioni razionali  ed  estrazioni  di  radici  quadrate.  Ora  Pai- 
gebra  possiede  oggi  metodi  generali  per  affrontare  questioni 
siffatte.  Essa  quindi  ha  potuto,  nel  secolo  xix,  portare  una 
risposta  definitiva  a  domande  che  i  geometri  greci  avevano 
posto,  e  che  per  oltre  venti  secoli  erano  rimaste  insolute. 

Non  possiamo  qui  trattenerci  sulla  teoria  algebrica  delle 
equazioni  risolubili  mediante  radicali  quadratici.  Oi  limi- 
tiamo ad  enunciare  un  teorema  fondamentale  in  quella 
teoria,  rimandando,  per  la  dimostrazione  e  per  altre  nozioni, 
agli  autori  che  si  occuparono  in  particolare  di  questo  argo- 
mento (^): 


(*)  Petersen,  Teoria  deUs  equasfioni  (trad.  Rozzolino  e  Sforza); 
Elein,  Oanf&renee  aopra  alcune  questioni  di  Chomeiria  eìemenlare  (trad. 
GriUDicE)  pp.  5-11  (Torino,  1896);  Enriques,  Sulle  eqiuuioni  algebriche 
risolubili  per  radicali  quadratici . . .,  nelyolame  citato  «  Questioni  riguar- 
danti la  Geometrìa  elementare  »  pp.  357-368. 
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Candiaione  neeessaHa,  non  sufficiente^  affmehè  una  equa- 
zione algebrica  irriducibile  (in  un  campo  di  razionalità  cui 
appartengano  i  suoi  coefficienti)  possa  risolversi  mediante  un 
numero  finito  di  operazioni  ragionali  ed  estrazioni  di  radici 
quadrate j  è  che  il  grado  della  equazùme  sia  una  potenza  di  2. 

368.  Etampi  di  problemi  di  secondo  grado,  o  di  grado 
superiore,  risolubili  con  mezzi  elementari.  —  Euclide  ha 
insegnato  a  risolTere  colla  riga  e  col  compasso  i  problemi 
di  secondo  grado  (^);  tali  sono,  ad  es.,  la  costruzione  di  un 
segmento  medio  proporzionale  fra  due  segmenti  dati,  la 
bisezione  di  un  dato  angolo,  la  divisione  di  un  segmento 
in  media  ed  estrema  ragione,  ecc. 

Molti  problemi  grafici  di  secondo  grado  si  incontrano, 
come  vedemmo,  nella  Geometria  proiettiva  (n.^  193,  es.  28) 
e  seg.);  fondamentale^  tra  questi,  la  determinazione  dei  punti 
uniti  in  una  proiettività  od  involuzione  tra  punteggiate 
sovrapposte,  al  quale  problema  mostreremo  fra  poco  potersi 
ricondurre  ogni  altro  problema  di  secondo  grado. 

Fra  i  problemi  di  grado  superiore  al  secondo,  che  pos- 
sono risolversi  tuttavia  con  riga  e  compasso,  citiamo  anzi- 
tutto la  costruzione  di  un  cerchio  che  tocchi  tre  rette  date, 
lati  di  un  triangolo,  problema  di  quarto  grado,  la  cui  riso- 
luzione dipende  dalla  bisezione  di  due  angoli  del  triangolo, 
cioè  da  due  problemi  di  secondo  grado.  Sotto  Faspetto 
proiettivo  quel  problema  rientra  nel  seguente,  che  abbiamo 
imparato  a  risolvere  (n.<>  260,  es.  9),  10)):  costruire  una  conica 
di  cui  siano  date  tre  tangenti  e  due  punti,  o  tre  punti  e 
due  tangenti;  qui  della  curva  si  domandano  tali  ulteriori 
elementi,  che  si  possa  applicare  una  delle  note  costruzioni 
lineari  per  punti  o  per  tangenti. 

Pure  di  quarto  grado,  ma  risolubile  con  mezzi  elemen- 
tari, è  il  problema  di  costruire  le  quattro  tangenti  comuni 
a  due  cerchi,  o,  in  generale,  a  due  coniche  di  cui  si  cono- 


(')  Tale   rìflolnzione  era  già  nota  alla  Scuola  Pitagorica  del  v  se- 
colo av.  Cr. 
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scano  già  due  intersezioni  (n.''  260,  es.  3));  ed  il  problema 
duale  di  oostruire  le  intersezioni  di  due  coniche  conoscendo 
due  tangenti  comuni,  ad  es.  di  due  coniche  aventi  un  fuoco 
comune  (n.<>  291,  es.  9)). 

Oitiamo  finalmente  un  celebre  problema  di  ottavo  grado, 
che  Apollonio  ha  insegnato  a  risolvere  coi  mezzi  euclidei: 
la  determinazione  di  un  cerchio  tangente  a  tre  cerchi  asse- 
gnati. Delle  numerose  risoluzioni  proposte,  una,  dovuta  a 
Newton,  trovasi  accennata  néll'es.  10)  del  n.°  291.  Quanto 
al  problema  dei  poligoni  regolari,  si  veda  il  n.^  372. 

369.  Sopra  ateunl  strumenti  atti  a  sottituira  II  comiNitso 
nalla  eattrmionl  alemantarl.  —  La  ricerca  generale  che  pre- 
cede, sui  problemi  risolubili  mediante  riga  e  compasso,  può 
estendersi  in  due  direzioni.  Si  può  infatti  domandare  se  esi- 
stano strumenti  atti  a  sostituire,  in  parte  o  interamente,  la 
riga  0  il  compasso  nella  risoluzione  dei  detti  problemi.  Op- 
pure si  può  esaminare  quali  strumenti  convenga  aggiungere 
alla  riga  ed  al  compasso,  per  risolvere  nuove  classi  di  pro- 
blemi geometrici. 

Per  quanto  riguarda  la  prima  domanda,  ricordiamo  an- 
zitutto che  Poperazione  essenziale  risoluta  dal  compasso 
(quando  sia  associato  alla  riga)  è  la  seguente:  noto  un  seg- 
mento, la  cui  lunghezza  sia  a  rispetto  ad  una  data  unità 
di  lunghezza,  costruire  un  nuovo  segmento,  la  cui  lunghezza 

sia  \/a.  Ogni  altro  strumento  che  permetta  di  eseguire  la 
stessa  costruzione  (qualunque  sia  a  >>  0),  può  essere  sosti- 
tuito al  compasso. 

Notiamo,  in  secondo  luogo,  che  quella  costruzione  può 
compiersi  mediante  uno  strumento  il  quale  permetta,  dati 
i  segmenti  1  e  %  <^  1,  di  costruire  il   segmento  di   valore 

S/  l  —  h^.  Sia  infatti  a  la  lunghezza  di  un  dato  segmento. 
Noi  possiamo  costruire  colla  sola  riga  (n.°  364)  un  segmento 
avente  la  lunghezza 

,      1  —  a 
1  +  a' 
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poi,  collo  strumento  in  disoorso,  il  segmento 

e  finalmente  il  segmento 

va  =  — 2"-*. 

Applichiamo  queste  considerazioni  a  dne  esempi: 

I.  Sia  tracciato  (con  nno  strumento  qualsiasi)  un  cer- 
chio in  una  determinata  posizione  nel  piano  ;  e  ne  sia  noto 
il  centro  0.  È  chiaro  intanto  che  si  potranno  condurre,  colla 
sola  riga,  due  rette  perpendicolari  x^  y  per  0,  giacché  ba- 
sterà iscrivere  nel  cerchio  un  rettangolo,  di  cui  due  dia- 
metri arbitrari  possono  esser  assunti  come  diagonali,  e  co- 
struir poi  le  mediane  del  rettangolo.  Assumendo  il  raggio 
del  cerchio  come  unità,  abbiamo  un  sistema  di  coordinate 
ortogonali,  a  cui  riferiremo  i  dati,  n  cerchio  avrà  l'equa- 
zione 

»*  +  y*  =  1,  •  ossia     y  =  ±  V/ 1  —  »*. 

Ora  questa  ci  mostra  che,  noto  il  segmento  x  <^  1,  si  può 

costruire  il  segqiento  \/l—'Ofij  ordinata  del  punto  che  ha 
l'ascissa  x.  Bicaviamo,  in  base  alla  considerazione  prece- 
dente, il  teorema  di  Ponoelet  (1822)  e  Steiner  (1833): 
ogni  problema  risolubile  coUa  riga  e  eoi  compasso^  può  pure 
risolverai  colla  sóla  riga^  puraiiè  sul  foglio  del  disegno  sia  se- 
gruOo  un  cerchio  fisso.  Il  centro  del  cerchio  si  adopera  sol- 
tanto nei  problemi  d'indole  metrica  (^). 

II.  Sia  data  una  riga  a  due  orli  parallèli^  vale  a  dire 
una  riga  ordinaria,  di  cui  si  adoperano  insieme  i  due  orli, 
in  guisa  da  poter  condurre  due  rette  parallele  distanti  quanto 
la  larghezza  (od  altezza)  della  riga,  che  assumeremo  come 
unità  lineare. 


(')  Per  la  eseouzione  effettiva  di  siffatte  costrazioni  si  veda  Topa- 
scolo  di  SxBiNBB,  Die  geofMftrisohen  OoiMtrueUonen.,.,  riprodotto  in 
Stbinbb'  8  Oesammette  Werhe,  Voi.  I,  pag.  461  ;  od  anohe  Tartioolo  di 
GiAOOMiKi,  8uUa  risoìueione  dei  problemi  geometrici. .  • ,  nel  oitato  vo- 
lume di  Enbiqubs,  pag.  279. 
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Osnerviamo  subito  che  questa  riga  può  adoperarsi  in 
due  modi  diversi.  Un  primo  modo  consiste  nel  far  comba- 
ciare un  orlo  di  essa  con  una  retta  data,  e  costruire  le  pa- 
rallele a  questa,  distanti  da  essa  dell'unità  di  lunghezza. 
Cosi  procedendo,  possiamo,  dati  i  due  lati  di  un  angolo, 
costruire  un  parallelogramma  equilatero  avente,  come  uno 
degli  angoli,  Pangolo  dato;  possiamo  adunque  bisecare  ran- 
gole, ottenendo  due  rette  perpendicolari  x,  y,  sulle  quali 
potremo  costruire  xm  quadrato  avente  per  lato  Punita  li- 
neare. Possiamo  ancora,  servendoci  di  parallele  alle  nomi- 
nate bisettrici,  costruire  sopra  un  lato  dell'angolo  un  seg- 
mento uguale  ad  un  segmento  dato  sopra  l'altro  lato.  Ora 
i  due  problemi  di  «  bisecare  un  angolo  dato  »,  e  «  trasportare 
un  dato  segmento  da  una  retta  ad  un'altra  »  sono  di  se- 
condo grado;  ma  non  si  deve  credere  che  ogni  problema  di 
secondo  grado  possa  ricondursi  a  questi.  Ciò  fu  dimostrato  (^) 
a  proposito  di  uno  strumento,  detto  innspartaiare  di  segmetUi, 
il  quale  permette  appunto  di  risolvere  il  secondo  (e  quindi 
il  primo)  problema.  A  questo  strumento  è  equivalente  la 
riga  a  due  orli  adoperata  nel  modo  ora  esposto;  essa 
adunque  non  può  sostituire  interamente  il  compasso,  finché 
si  limiti  la  sua  azione  alle  operazioni  indicate. 

Ma  vi  è  un  secondo  modo  di  adoperare  la  riga  a  due 
orli,  che  consiste  nell'adagiar  la  riga  in  modo  che  i  suoi  due 
orli  passino  rispettivamente  per  due  punti,  la  cui  distanza 
superi  od  uguagli  l'altezza  della  riga,  tracciando  le  rette 
cosi  determinate.  In  tal  guisa  si  riesce  a  risolvere  ogni  pro- 
blema che  sia  risolubile  colla  riga  e  col  compasso. 

Per  veder  ciò,  partiamo  da  un  segmento  OA  =  p  >  1, 
posto  sopra  l'asse  delle  tr,  segmento  che  riguardiamo  come 
noto.  Collocata  la  riga  in  guisa  che  un  orlo  passi  per  0,  e 


(*)  Hilbert,  Qrundloffen  der  Geometrie,  Gap.  VII  (Leipsig.  1S99); 
memoria  pubblicata  in  un  volume  dal  Teubner,  e  tradotta  poi  in  varie 
lingue,  ad  ee,  in  francese  nel  periodico  e  Annalea  de  V  École  normale 
supérieure  b  (1900).  Un  cenno  sul  detto  etrumento  ai  trova  pure  nel 
mio  articolo  citato,  inserito  nella  Raccolta  di  Enriques  pp.  34S,  34S. 


l'altro  per  ^1,  tracciamo,  seguendo  quest'ultimo  orlo,  la  retta 
AB,  (die  incontrerà  in  B  l'asse  y  ;  sia  OB  =  9  il  segmento 
ohe  cosi  si  costroisce.  Per  calcolare  q,  notiamo  ohe  la  retta 
indefinita  AB  ha  l'eqaazìone 

r     « 

e  dista  dell'amtà  dall'origine  O;   ricaviamo  di  qua  la  lela- 


P' 
donde  (in  valore  assolato) 


V  F  +  F 


T=V^ 


Questa  ci  mostra  ohe,  data  la  riga  a  due  orli,   e  noto 

V  ' 

si  può  costruire  l'espressione  \/ 1  —  fc^.  E  tanto  a  noi  basta 
per  afEermare  : 

Ogni  problema  ritolubile  coUa  riga  e  eoi  compasso  può 
cmche  riaolverai  usando  la  sola  riga  a  due  orli  paràUéli  ('), 

I  risultati  precedenti  si  confermano  per  via  sintetica, 
purché  sì  ricordi  che  il  problema  di  secondo  grado  consi- 
stente nella  determinazione  dei  punti  uniti  dì  una  proiet- 
tività  od  involuzione  fra  puut^giate  sovrapposte,  può  ri- 
Bolversi  colla  sola  riga  quando  sìa  noto  un  cerchio  (n.'  178, 
198),  o  colla  sola  riga  a  due  orli  {n.°  179,  es.  42));  e  si  noti 
inoltre  che  ogni  altro  problema  di  secondo  grado  può  ri- 
dursi a  quello  ora  nominato.  Quest'ultima  affermazione   sì 


(')  L'applioazione  di  questo  stanunento,  in  Inogo  del  oompawo,  bx 
indicata  da  Adler  (nei  ■  SitsongBberiohte  •  dell' Acoad.  di  Tienna,  1890). 
Si  veda  ia  proposito  l'artioolo  di  Oiacomini,  8Ma  ritolutùme  dei  prò- 
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giostiflca  OBservando  che  la  risoluzione  di  un  qualsiasi  pro- 
blema di  secondo  grado,  vale  a  dire  la  determinazione  gra- 
fica delle  radici  di  una  equazione 

a^  +  pa?  +  g  =  0, 

dove  py  q  possono  riguardarsi  come  coordinate  proiettive 
(od  anche  ascisse)  di  punti  noti  sopra  una  retta,  su  cui 
sono  segnati  i  punti  fondamentali  (a;  »  ±  oo ,  0,  1),  equi- 
vale alla  costruzione  dei  punti  doppi  della  involuzione 

xa?'  +  -|-  (a?  +  «')  +  g  =  0, 

la  quale  è  nota,  perchè  di  essa  si  possono  costruire  li- 
nearmente   quante  coppie  si    vogliano   (ad  es.   la  coppia 

0?  =  0,  x'  B ^  e  la  coppia  a;  =  ±Qc,  x^  ^ ^|- 

P  ^  I 

III.  Finalmente  ricordiamo  il  risultato  ottenuto  dal 
Masoheboni  {Geometria  del  compasso^  1797;  ediz.  francesi 
del  1798  e  1828),  secondo  il  quale  si  può  risolvere  col  solo 
compasso  ogni  problema  risolìibile  con  riga  e  compasso  (quando, 
s'intende,  Pelemento  richiesto  sia  un  punto  od  un  cerchio). 
Non  ci  fermiamo  ad  esporre  qui  la  dimostrazione  di  questo 
fatto,  giacché,  essendo  fondata  sopra  concetti  diversi  da 
quelli  contenuti  nelle  pagine  precedenti,  ci  porterebbe  troppo 
lontano  dai  nostri  studi  (^). 

370.  Riioliiilone  dM  proMtmi  d«l  S»  e  4^  grado  modiaiite 
um  conici  Usta.  —  Veniamo  ora  alla  seconda  questione  pro- 
posta al  principio  del  n.^*  369:  quali  strumenti  convenga 
aggiungere  alla  riga  ed  al  compasso  per  la  risoluzione  dei 
problemi  di  grado  superiore  al  secondo.  Ci  limiteremo  a  di- 
mostrare il  teorema  seguente,  dovuto  ai  due  fondatori  della 
Geometria  analitica,  Fermat  e  Descartes  (1637): 


(*)  Il  lettore  potrà  conBoltare,  oltre  all'opera  originale  del  Masche- 
roni, l'articolo  di  Daniele,  8Ma  risolusione  dei  probUmi  geinnetrid 
col  eompMso,  nella  Raccolta  citata  dì  Enriques,  p.  247. 
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allora  le  radici  richieBte  della  (4^),  sono  le  asoiBse  delle  in- 
tersezioni della  parabola  (1)  col  cerchio  (2).  E  poiché  la 
costruzione  di   questo  cerchio   (di  centro   (a,   p)   e  raggio 

\/  0?  -f  3*  —  y)  può  farsi  con  mezzi  elementari,  in  virtù 
delle  (5),  concludiamo  che  la  risoluzione  di  ogni  problema 
di  quarto  grado  si  può  ricondurre  alla  determinazione  delle 
intersezioni  di  una  parabola  fissa  con  un  cerchio  costruibile 
elementarmente. 

La  stessa  conclusione  vale,  a  fatiiori^  per  i  problemi  di 
terzo  grado,  giacché  la  equazione  cubica 

x^  +  aa^  +  bx-^e^O 

ha  le  tre  radici  comuni  colla  equazione  di  quarto  grado 

di  cui  la  quarta  radice  è  nulla.  Vorrà  dire  che  il  cerchio  da 
adoperarsi  segherà  la  parabola  (1)  in  quattro  punti,  di  cui 
uno  sarà  noto  a  priori  (cadrebbe  nelPorigine  se  fosse  a  =  0, 
perchè  allora  l'ultima  delle  (5)  darebbe  7  =  d  =  0),  e  gli 
altri  tre  condurranno  alle  soluzioni  del  problema. 

Lasciamo  al  lettore  l'applicazione  di  questo  metodo  alla 
risoluzione  dei  due  problemi  di  terzo  grado  di  cui  ora  par- 
leremo. 

STI.  I  pr^Memi  della  dupllcaiione  dei  cuko  •  della  trite- 
ilone  dell'angolo.  —  Portiamo  qualche  esempio  di  problemi 
di  grado  superiore  al  secondo. 

Abbiamo  già  accennato  alla  risoluzione  grafica,  mediante 
curve  superiori,  di  due  celebri  problemi  di  terzo  grado 
(n.'  64, 65).  Esaminiamoli  ora  sotto  l'aspetto  algebrico. 

I.  Il  problema  della  duplicazione  dd  cubo  (o  problema 
di  Delo)  consiste  nella  ricerca  di  un  segmento,  il  cui  cubo 
sia  doppio  del  cubo  costruito  sopra  un  segmento  dato.  As- 
sunto quest'ultimo  cQme  unità  lineare,  il  problema  dipende 
dall'equazione 

0^  —  2  =  0, 

mentre  il  campo  di  razionalità  definito  dai  dati  è  il  cam- 
po [1]  costituito  da  tutti  i  numeri  razionali.   Quella  equa- 
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zione  è  irriducibile  ;  infatti,  se  il  primo  membro  fosse  il  pro- 
dotto di  due  fattori  (a:  —  a)  (a?^  +  p»  +  7)  a  coefficienti  ra- 
zionaliy  l'equazione  stessa  avrebbe  ima  radice  razionale  a^ 
mentre  nessun  numero  razionale  ha  per  cubo  il  nxunero  2. 
Bicordando  il  teorema  finale  del  n.^  367,  possiamo  dunque 
concludere  che  il  problema  della  duplicazione  del  cubo  non 
è  risolubile  cótta  riga  e  col  compasso. 

II.  Il  problema  della  insezione  detPa/ngolo  consiste  nel 
dividere  in  tre  parti  uguali  un  angolo  dato  (T.  Si  assumano 
il  vertice  ed  un  lato  come  origine  ed  asse  a?  di  un  sistema 
cartesiano  ortogonale;  Paltro  lato  sarà  noto  quando  si  co- 
nosca ad  es.  la  ordinata,  a  »  tg  ^,  del  punto  in  cui  esso 
sega  la  retta  x  =s  1.  Il  campo  di  razionalità  definito  dai 
dati  è  ora  £  =  [1,  a].  Come  incognita  assumiamo 

»  =  tg-|-, 

ordinata  del  punto  in  cui  una  retta  trisettrice  sega  la  retta 
X  ^1.  Bicordando  la  formola  trigonometrica 

3tga  —  tg^a 


tgSa 


1— 3tg*a 


e  ponendo  a  =  -—- ,  risulta  subito  che  y  è  radice  della  equa- 

zione  cubica 

(1)  ì/^-Say^  — 3y  +  a  =  0. 

Se  noi  dimostriamo  che  questa  equazione  è  irriducibile  nel 
campo  £,  in  corrispondenza  ad  infiniti  valori  di  a,  risulterà 
(in  virttL  del  teorema  algebricOi  n.°  367,  sopra  citato)  che 
la  trisezione  di  un  angolo  dato  è  generalmente  ineseguibile 
colla  riga  e  col  compasso.  Premesso  che  la  riducibilità  della 
equazione  (1)  porterebbe  (come  nel  problema  precedente) 
l'esistenza  di  una  radice  appartenente  al  campo  K,  suppo- 
niamo ad  es.  che  a  sia  un  numero  intero.  In  tal  caso  K  è 
l'insieme  dei  numeri  razionali,  e  quella  radice  dovrebbe  es- 
ser razionale,  anzi  (per  un  noto  teorema  sulle  equazioni  a 
coefficienti  interi)  dovrebbe  esser  un  numero  intero  divisore 
di  a.  Ora,  che  nessun  divisore  di  a  soddisfi  all'equazione  (1), 
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si  yerìflca  subito  per  a  »  2,  3...;  e,  con  un  facile  catoolo, 
si  verificherebbe  io  stesso  fatto  per  qualunque  valore  intero 
di  a,  esclusi  i  tre  valori  a  «  1,  0,  —  1  (ai  quali  corrispon- 
dono le  radici  razionali  y  =  —  1,  y  «  0,  y  =  1).  Conclu- 
diamo che,  per  inficiti  vaìori  deWangolo  datOj  la  trisezione  è 
ineseguibile  colla  riga  e  eoi  compasso  (*).  Esistono  però  an- 
goli particolari,  che  possono  esser  trisecati  coi  detti  stru- 
menti; tali  sono  ad  es.  Pangolo  retto  (a  »  +  oo),  Pangolo 
semiretto  (a  «  1),  ecc. 

87t.  Il  prokiema  dtl  ptNgoni  rtgobirl. 

I.  La  divisione  di  un  dolo  angolo  ^  in  un  numero  in- 
tero n  di  parti  uguali  dipende  da  una  equazione  di  grado  n, 
quando  si  consideri  come  quantità  data  tg  (pj  e  come  inco- 

gnita  tg  — .  Quella  equazione  è  irriducibile  per   un   valore 

generico  di  (p;  il  problema  non  può  dunque  risolversi,  in 
generale,  mediante  la  riga  e  il  compasso,  quando  n  non  sia 
una  i>otenza  di  2. 

Ma  se  n  =  2*  {k  intero  positivo),  il  problema  si  risolve 
coi  detti  strumenti,  qualunque  sia  f  ;  giacché  si  riduce  a  k 
bisezioni  successive  dell'angolo  f  e  degli  angoli  che  via  via 
si  ottengono.  E  la  risoluzione  della  equazione  di  grado  2* 
si  eseguisce  risolvendo  k  successive  equazioni  quadratiche. 

II.  Un  esame  speciale  esigono  valori  particolari  dell'an- 
golo <t>.  Il  caso  più  interessante  si  presenta  quando  ^  ^  2n 
giacché  ad  esso  corrisponde  la  iscrizione  di  un  n.gono  rego- 
lare in  un  cerchio.  Qui  conviene  assumere  come  incognita  il 
numero  complesso 

2fr        .         2n 

z  =  cos h  t  sen  —  , 

n  n  ' 


(^)  Per  una  dimostrasione  più  completa  si  veda  il  volume  citato 
del  Capelli,  pag.  648.  Si  consultino  inoltre  Topuacolo  citato  del  Klein, 
pp.  11-14.  e  rartìcolo  di  Conti,  Trohlemi  di  3^  grado,,.,  nel  volume 
citato  di  Enbiqubs,  pag.  416.  dove  si  troveranno  altre  costrunoni  o 
notine  sui  due  problemi  qui  nominati. 


noto  il  quale,  è  pur  noto  il  lato  dell'n.gono  iscritto  nel  cer- 
chio di  rag^o  1.  Ora  z  è  radice  della  equazione  binomia 

z»  ~  1  -  0. 

Questa  però  è  riducibile  nel  campo  K  =  [1],  giacché 

z»  —  1  =  (s  —  1)  (2»->  +  8»-'  +  . . .  +  1). 

Fatta  astrazione  dalla  radice  2  >=  1,  priva  di    interesse,    ri- 
mane l'equazione 

«"-1  +  «"-«  -f-  ...  +  1  =  0, 

la  quale,  nella  ipotesi  che  n  sia  un  numero  primo,  Gauss 
dimostrò  essere  irridneibìle  {').  Dunque  (n*  367):  la  ì»m- 
ztofte  di  un  n.gono  regolare  in  un  oerehio,  per  n  numero  primo, 
è  ineseguibile  colla  riga  e  col  oompasso,  »«  n  —  1  non  è  una 
potenza  dt  2.  Di  fronte  a  questo  risultato  negativo,  è  note- 
volissimo il  risultato  positivo,  pure  dovuto  a  Gauss  (1796)  (*): 
8i  pud  iaerivere  in  un  cerchio,  colla  riga  e  col  oompaeso, 
un  n.gono  regolare,  ogniqualvolta  n  «io  «n  numero  primo 
de^a  forma  n  =  2*  -|-  1  (ft  essendo  un  numero  intero  posi- 
tivo). I  più  pìccoli  valori  di  n,  che  soddìefano  a  queste  con- 
dizioni, sono 

«  =  3,  5,  17,  257, 

(corrispondenti  &  k  =  1,  2,  i,  S);  dei  relativi  poligoni  rego- 
lari, solo  i  primi  due  erano  noti  agli  antichi;  dei  due  snc- 
cessivi  furono  indicate  costruzioni  elementari,  fondate  sulla 
discussione  algebrica  della  detta  equazione  di  grado  n  —  1  {'). 
Volendo  conaidenure  anche  i  valori  composti  di  n,  si 
trova  il  teorema  sedente: 


(*)  Si  trayeraano  semplici  dimoetradoni  nell'opnsoolo  di  Klein, 
pag.  18,  nell'artioolo  «itato  di  Ekriques,  iSwIb  egueuùmi  algebrieìu..., 
pag.  373,  nel  Tolnme  d«l  Capblu.  pag.  088. 

(')  Fei  la  dimoetrasione  rinTiamo  il  lettore  agli  antori  lopra  citati. 

(*)  Si  vedano,  per  n  —  17,  tre  ooitmziom  nell'articolo  di  Daneble, 
SuB^  oottntmont  delTattadMagiMO  regolare,  inserito  nel  Volnme  oitftto 
di  Embi<)cs8,  pag.  397. 


788  AFPBWDIOB 

Afi[inehè  si  po98a  Ucrivere  in  un  cerehia^  €oUa  riga  e  col 
compassoj  un  n.gono  regolare^  è  necessario  e  sufficiente  eKe  i 
fattori  primi  dispari  componenti  il  numero  n  sia^no  tuUi  della 
forma  2*  +  1,  6  tutti  compariscano  alla  prim,a  potenza;  (il 
fattore  2  può  comparire  a  potenza  qualsiasi). 

373.  Il  praMema  della  rtttlflcailone  del  ctrehlo.  —  Le 

considerazioni  che  precedono  si  riferiscono  a  problemi  al- 
gebrici. Per  i  problemi  trascendenti  si  presentano  speciali 
difBcoltà.  Può  accadere,  ad  es.,  che  non  si  riesca  a  scri- 
yere  la  equazione  da  cui  dipende  il  problema,,  e  si  debba 
limitarsi  a  dimostrare  che  quella  equazione  non  può  essere 
algebrica  ;e  può  accadere,  d^altra  parte,  che  tra  le  radici 
di  una  equazione  trascendente  si  trovino  numeri,  i  quali 
soddisfino  pure  ad  equazioni  algebriche,  nel  qual  caso  sarà 
da  decidere  se  fra  questi  numeri  siano  comprese,  o  no,  le 
soluzioni  del  problema. 

Accenniamo  qui  ad  un  problema  notissimo,  che  si  ri- 
conobbe esser  trascendente  :  quello  della  rettificazione  (o  qua- 
dratura) di  un  cerchio.  Dato  il  raggio  del  cerchio,  che  si  potrà 
assumere  come  unità  di  lunghezza,  si  domanda  di  costruire 
un  segmento,  il  quale  sia  lungo  quanto  la  circonferenza  del 
cerchio,  cioè  2;r  (od  un  quadrato  equivalente  al  cerchio, 
cioè  di  area  ir).  Se  il  problema  fosse  algebrico,  visto  che  il 
campo  di  razionalità  definito  dall'unico  dato  (unità  di  lun- 
ghezza) è  il  campo  di  tutti  i  numeri  razionali,  esisterebbe 
una  equazione  algebrica,  a  coefficienti  razionali,  avente,  fra 
le  sue  radici,  ir.  Ora,  in  epoca  recente  (1882),  il  Lindemann 
risei  a  dimostrare  che  una  siffatta  equazione  non  esiste,  che 
^  è  un  numero  trascendente  (^).  Di  qua  s^gui  senz'altro  l'im- 
possibilità di  rettificare  o  quadrare  un  cerchio  colla  r^a  e 
col  compasso,  o  con  qualsiasi  altro  strumento  il  quale  per- 
metta di  tracciare  soltanto  curve  algebriche. 


(')  Di  questo  teorema  furono  date  varie  dimostrasioni,  tutte  però 
troppo  complicate  per  emer  qui  riprodotte.  Il  lettore  potrà  ooDsnltare. 
Bu  questo  argomento.  Topusoolo  citato  del  Klein,  pag.  67;  o  Farticolo 
di  Calò,  Su%  problemi  trcucendewti, , .,  nella  citata  Raccolta  di  Enri« 
QUS8,  pag.  471. 


Raccolta  di   alcune  formolo 
di  Geometria  analitica. 

A.  GMDWtrU  pUn». 

(Le  coordinate,  di  cui  si  fa  oso,  sono  cartesiane  orto- 
gonali, sebbene  varie  forinole  valgano  pure  in  assi  obliqui. 
Con  P,  P',  .  .  .  si  indicano  punti  di  coordinate  (a?,  y), 
(«>',  y'), . . .;  con  r,  r',  .  .  .  rette  di  equazioni  ax  +  by  +  e  =  0, 
a'x  +  . .  .  =  0, .  .  .)• 

Ponti  •  rette. 

1)  Varie  forme  dell'equazione  di  una  retta  r: 

(1)  ax  +  by  +  c  =  0; 

(1')  y  =  mx  +  q,      dovem  =  tgar; 

(1'")  a;  coB  a  +  y  Ben  a  —  n  =  0, 

dove  p,  q  sono  i  segmenti  staccati  dalla  retta  sugli  assi,  a 
partire  dalPorìgine,  a  è  l'angolo  della  normale  alla  retta 
ooU'asse  x,  ed  n  è  la  distanza  dell'origine  dalla  retta. 

2)  Equazione  di  una  retta  nsoente  dal  punto  P': 

(2)  a(x-x')  +  b{y-y')  =  f>. 

3)  Equazione  della  retta  P'P": 

y      1  _-/  _   / 

(3)  X'     y      1     =0,  oppure  ^-^=-L^. 
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4)  InterseEione  di  due  rette  r,  r': 
...  be'  — Ve  ea'  —  ifa 

6)  0ondi2ione  di  paralleliBmo  delle  rette  r^  r'; 
(6)  a  :  a'  «  ft  :  *'• 

6)  Retta  generica  del  fascio  rK: 

(6)  ax  +  by  +  e  +  X  {a'x  +  Vy  +  e')  «  0. 

7)  Oondizioue  perchè  tre  rette  r,  t\  t"  passino  per  uno 
stesso  punto: 

a     b      e 

(7)  a'    V    €f     =  0. 

a''    V   &' 

8)  Distanza  di  due  punti  P,  P': 


(8)  PP'  =  \/(x  -  a?')«  +  (y  -  y')* 

9)  Distanza  del  punto  P*  dalla  retta  r: 

±  V  «*  +  * 

10)  Angolo  di  due  rette  r,  r': 

oa'  H-  bV 


008  rr'  = 


sen  rr  =  —: — , 

Se  le  rette  r,  r^  sono  date  mediante  equazioni  del  tipo 
y  =  wx  +  p,  y  -=  m'a?  +  p',  si  ha  pure 

(10')  tgrr' = j" 

11)  Oondizione  di  perpendicolarità  delle  rette  r,  r'i 
(11)      oa'  +  bV  =  0,      oppure  (11')      mm'  +  1  =  0. 

12)  Equazione  della  perpendicolare  ad  r  condotta  per  P': 

(12)  ^-^  =  y-y' 

a  b      ' 


oppure 

(12')  y_j,'  =  _l.(a,-a>'). 

13)  Area  del  triangolo  PF'P": 

1 


(13) 


PPT"  =  - 


x"    y" 


Trailonnuione  dalls  «oordliute. 

14)  3e  i  nuovi  assi  X,  Y  sono  paralleli  agli  antichi  x,  y, 
ed  eacono  dal  punto  (a,  b): 

(14)  ai-fl  +  J,      y  =  b+Y. 

15)  Se  i  due  siatemi  hanno  la  Btessa  oiigine,  ed  ò 
a  =  xX  ™  yYi 

(15)  a;  —  X  coB  a  —  r  sen  a,     y  =X  aen  a  +  T  eoa  a. 

16)  Forinole  di  paaaaggio  dal  sistema  polare  {q,  q))  al 
sistema  cartesiano  ortogonale  (x,  y),  nella  ipotesi  che  il  polo 
coincida  coll'origine  e  l'asse  polare  coU'asse  x: 

i       a:  =  p  coB  <p,         y  =  Q  sen  <p 

(16)  I   „_,/:5-r:ni      .„„_  X. 


e-  v^  +  y*,     tgv  =  - 


Curve  di  seeoDdo  ordln*. 

17)  Eqaasione  del  cerchio  di  centro  (a,  ^)  e  rf^po  r: 
(17)  (a:  -  a)«  +  (t,  -  ?)«  =  f«, 

oppure 

(17')  a;*  +  y»  +  aa:  +  6y  +  c-0, 

dove 


2  ' 


iv/o'  +  fr*-**- 


(20)  A  = 
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18)  Equazione  generale  di  una  conica: 

(18)  au^  +  2anxy  +  a^y^  +  2ai9X  +  2atsy  +  «m  =  0, 

(Ott  =  a«). 

19)  Oondizione  perchè  la  conica  (18)  sia  una  ellisse^  pa- 
rabola od  iperbole,  rispettivamente: 

(19)  aiia22  —  «M*  >,  = ,  <  0. 

20)  Oondizione  perchè  la  conica  (18)  si  spezzi  in  due 
rette: 

«11      ai2      ttis 

(hX  ^2  «28         ^    0. 

«81  «8E         «83 

21)  Condizioni  perchè  la  conica  (18)  sia  un  cerchio: 

(21)  «n  =  «22,       «12  =  0. 

22)  Condizione  perchè  la  conica  (18)  sia  una  iperbole 
equilatera  : 

(22)  «11  +  «a  -  0* 

23)  Equazione  della  tangente  alla  conica  (18)  nel  punto 
(a/,  y')j  o  della  polare  del  detto  punto  : 

(23)  («11»'  +  «12»'   +  «w)  X  +  («21»'  +  «22»'  +  «2s)y 

+  («81  a^'  +  «32»'  +  «ss)  =  0. 

24)  Diametro   della  conica  (18)   coniugato   colla  retta 
y  =  kx: 

(24)       («i^a?  +  «12»  +  «is)  +  ft(«2ia?  +  «22»  +  <hs)  =  0. 

26)  Coordinate  del  centro  della  conica  (18): 

(25)  ^=x^'  y«-x^» 

^83  ^83 

dove  Aik  ò  il  complemento   algebrico  di  «a  entro  al  discri- 
minante (20). 

26)  Equazione  complessiva  d^lì  asintoti  della  conica  a 
centro  (18): 

(26)  «11  (x  —  Xof  +  2«i2  {x  —  a:o)  (y  —  »o)  +  «22  (»  —  yo)*  =  0. 


27)  Equazione  oomplesflÌTa  degli   assi  ddla  conica  a 
centro  (18): 

(27)  a»  {X  —  a^)'  —  (on  —  o»)  {a;  ~  aeo)  (y  —  jft) 

—  o«  (y  —  yo)'  =  0. 

28)  Equazione  dell'asse  della  conica  (18),  se  è  nna  pa- 
rabola: 

(28)  OnJ!  +  aiiy  + — ; =  0. 

<hi  +  <hi 

29)  Invarianti  della  conica  (18)  relativi  ad  una  trasfor- 
mazione ortogonale  di  coordinate: 

(29)  Oli  +  a»,     {An  -)  OiiOm  —  Ow',     A. 

30)  Equazioni   della   ellisse  reale  (segno   superiore),  od 
iperbole  (segno  inferiore),  riferite  ai  relativi  assi: 

dove  a  6  b  sono  i  semiasu,  il  primo  trasverso  e  il  secondo 
non  trasverso  nella  iperbole. 

31)  Tangente  nel  punto  {x',  y')  della  oonioa  (30)  : 


32)  Asintoti  della  iperbole  (30): 

(32)  —  ±  i- -  0. 
^     '  ab 

.  33)  Distanza  focale  per  la  ellisse  od  iperbole  (30): 

(33)  e  =  V/^T^  , 
supposto,  per  la  ellisse,  a^b. 

34)  Ecoentricità  per  la  ellisse  od  iperbole  (30): 

(34)  .-^. 

35)  Equazione  di  una  iperbole  riferita  agli  r 

(35)  xy  ==  oost. 

(')  In  questa  fonnoU  l'angolo  aiy  non  è  anppocU 
«7 
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36)  Equazione  di  una  parabola  riferita  alPaBse  e  alla 
tangente  nel  vertioe: 

(36)  y^  »  2px  (py  parametro). 

37)  Distanza  dal  vertice  al  fuoco,  ed  eccentricità  nella 
parabola  (36): 

(37)  ^,     6  =  1. 

38)  Equazione  polare  di  una  ellisse,  parabola  od  iper- 
bole, scegliendo  come  polo  il  fuoco,  e  come  asse  polare 
Passe  focale  diretto  dal  fuoco  verso  la  corrispondente  di- 
rettrice : 

(38)  Q  =  ,    .    ^  ^ —  , 

^      '  ^         1  +  6C0S(p   ' 

dove  6  è  la  eccentricità  (34),  (37),  e  p,  che  per  la  parabola 
entra  nell'equazione  (36),  vaJe  per  la  ellisse  od  iperbole  (30) 


a 


B.  Odometria  solida. 


(Le  coordinate  si  suppongono  cartesiane  ortogonali.  Con 
P,  P', . . .  si  indicano  punti  di  coordinate  («,  y,  «),  (x^,  y%  «'),...; 
con  51,  Jt',  . . .  piani  di  equazioni  ax  +  by  +  cz  -^  d  ^  0^ 
a^x  +  . . .  =  0,  . . .  ). 


Punti,  piani  e  retto. 

1)  Varie  forme  ddPequazìone  di  un  piano: 
(1)  aop  +  fty  +  c«  +  d  =  0, 

^    '  p       i       r         ^ 

(V^)  y  cos  a  +  y  cos  p  +  »  cos  Y  —  ^  =  0; 

dove  p,  9,  r  sono  i  valori  dei  segmenti   staccati   dal  piano 
sugli   assi,  a  partire  dall'origine,  a,  p,  y  gli  angoli  che  una 
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10)  Distanza  di  un  pnnto  P'  da  un  piano  n: 

(10)  fi      ax'  +  by'  +  cy+d 

11)  Varie  forme  delle  equazioni  di  una  retta  r: 

(11)  X  ^Iz  -i-  Pj        3f  »  m2  +  9, 


(110 


(ll'O 


l  m  n 


cosa  COSP  C08Y     ' 

dove  x'j  y'^  ^  sono  coordinate  di  un  punto   della  retta,  e 
a,  py  Y  gli  angoli  ch'essa  forma  cogli  assi  coordinati. 

12)  Betta  passante  per  due  punti  P^,  V\ 

nsì  g^ar^  ^  y^y'        g-g^ 

^  ^  a?'  —  x''      y'  —  y/'  -  2'  -  ij/'  • 

13)  Ooseni  di  direzione  di  una  retta  r,  le  cui  equazioni 
siano  date  sotto  la  forma  (ir): 

(13)  cos  rx  =  ,     cos  ry  = 


14)  Condizioni  di  parallelismo  di  due  rette  r,  /  : 

(14)  i  :  r  =  w  :  w'  =  n  :  n'  (♦)• 
16)  Angolo  di  due  rette  r,  /: 

(15)  cos  r/  =  .—         ^       —  (♦)• 

/      \  /(wn'-  m'n)2  +  (nZ'-  n'Xf  +  (Iw'~  l'i»)»  /♦. 
^     '  V  (P  +  w*  +  n*)  (l'*  +  m^  +  n'*) 


(*)  Se  le  equasioni  della  o  delle  rette  ohe  ai  considerano  sono 
date  sotto  la  forma  (li),  si  ponga  n  =  1,  n'  =  1.  ecc. 
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16)  Oondìzione  di  ortogonalità  e 
(16)  IV  +  mm'  +  nn'  = 

17)  Equazioni  della  normale  al  pi 


(17) 


(18) 


x  —  x'y  —  y'z 
a      "      h      ^ 

18)  Angolo  della  retta  r  col  pia 

al  +  hm  + 


gen  rn  « 


19)  Oondizioni  di  perpendicolai  i 
piano  ni 

(19)  a:l=6:w  =  c:ii 

20)  Condizione  di  parallelismo  tr:  i 

(20)  aZ  +  6m  +  on  =  C 

21)  Oondizioni  perchè  la  retta  a  | 

al  +  hm  +  cn  «  0, 

ao/  +  6y'  +  02'  +  i\ 

essendo  (xf^y'yZ^)  un  punto  deUa  ret 

22)  Area  del  triangolo  PiP%Pz\ 

y\  Zi  1    *        Zi 

VtZtl        +        «2 
Za  1  ;2;3  .: 


(21) 


(22)  A 


23)  Volume  del  tetraedro  PiP^I 


(23) 


X2 
Xs 
Xi 


Vi 


Zi 
Z2 

Zi\ 
Zi 


{*)  Se  le  eqaazioni  della  o  delle  rett 
date  sotto  la  forma  (11),  si  ponga  fi  =  1,  n' 
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Tratlonnaiioiie  di  eoordlnato. 

24)  I  nuovi  assi  X,  T,  Z  siano  paralleli  agli  antichi  x^ 
y^  z,  ed  abbiano  l'origine  nel  punto  (a«  6,  e): 

(24)  x  =  J  +  a,      y="Y  +  6,      «  =  Z  +  o. 

26)  I  due  sistemi  w,  y^  z;  X,  Y,  Z,  sieno  ortogonali, 
ed  abbiano  la  stessa  origine: 

IX  =  X  cos  Xx  +  r  cos  Yo?  +  ^  oos  Zx^ 
y  =  Z  oos  Xy  +  Y  co»  Yy  +  Z  qob  Zy^ 
z  ^  XemXz  +  Y oos  Yz  +  Z cos Zz. 

26)  Belasioni  fra  i  nove  coseni  che  entrano  nelle  (25). 
Nel  detenninante  dei  nove  coseni: 

a)  la  somma  dei  quadrati  degli  elementi  di  una  stessa 
orizzontale,  o  verticale,  vale  1; 

h)  la  sonmia  dei  prodotti  degli  elementi  di  una  stessa 
orizzontale,  o  verticale,  i>er  gli  elementi  omologhi  di  una 
linea  parallela  vale  0; 

e)  il  determinante  stesso  vale  ±  1. 

27)  Formule  di  passaggio  fra  le  coordinate  polari  p,  t»  ^ 
e  le  coordinate  cartesiane  a;,  y,  z^  nel  caso  che  l'asse  z  e 
l'origine  coincidano  con  Passe  polare  e  il  polo,  e  il  piano 
polare  sia  il  piano  coordinato  y  »  0: 

(27)      a:  =>  Qoostseiì^}    y  ==  Qsen(p8en^    «»qcos^. 
(270    P=  V/^"T^*+"^,      tg4)«-^,      tg^^^^^+y'. 

X  z 


Saperfleie  partioolari. 
28)  Oilindro  colle  generatrici  parallele  alla  retta  x  »  b + Pi 

(28)  /(a?-l2,    y~w«)  =  0. 


)  Cono  coi  TdTtioe  nel  punto  i": 


(29) 


30)  Saperflcie  rotonda  intorno  all'asse  z,  della  qnale  un 
meridiano  sia  f{x,  2)  —  0,  y  —  0: 

(30)  /(±  V'i?  +  7,*)-0- 

31)  Sfera  di  raggio  r,  ool  centro  nel  ponto  P': 

(31)  {3:~x'f  +  {y-  y')«  +  {z~  «')'  =  t*, 
oppure 

(31')  ifi  +  y'  +  x'  +  ax  +  by  +  cz  +  d  =  0, 

dove 


QtMdrtohe. 


32)  Equazione  generale  di  uDa  qoadrioa: 

(33)       ansfi  +  otijr*  +  «mz*  +  2auxy  +  2oi»aai  +  2a»j/3 
+  3aii«  +  aoiiy  +  2om2  +  ««  =  0. 

33)  Oondizioae  perchè  la  qoadhoa  sia  un  cono: 


1=0       (Ott  = 


Alt  aia  Oli 

Od  ott  Oh 

on  att  au 

Ott  ou  Om     I 

34)  Condizione  perchè  sia  nn  paraboloide: 
Ott    a„       =0. 


(33)       A  = 


(34) 


a.u  — 


Osi    «B    aaa 


36)  GoDdizioui  perchè  la  qoadrica  sia  una  sfera: 
(36)  ou  ■=  «K  =  «»,        a«  =  0»  =  o»i  =  0. 
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36)  Equazione  del  piano   tangente  nel  ponto  P'  (o  del 
piano  pola^  di  P',  se  P"  non  sta  sulla  quadrica): 

(36)  (anx'  +  o^y'  +  Ois»'  +  «u)  a? 

+  ((Hix'  +  Otty'  +  a»»'  +  a«4)  Jf 
+  (aaa:'  +  ««y'  +  a»«'  +  ati)  « 
+  (atìo/  +  Otty'  +  a^iif  +  au)  =  0. 


y 


z 


(37) 


37)  Piano  diametrale  eoniugato  alla  retta  -^  =  -^  :»  —  : 

i        HI       n 

i  («iix  +  awy  +  ai8«  +  «u) 
+  m  ((hxx  +  asy  +  ihzz  +  024) 
+  n  (asi*  +  Ony  +  Os8«  +  «a*)  =  0. 

38)  Coordinate  del  oentro  della  quadrica: 


(38) 


Xo  =  -3 —  , 


^ 


u 


»o 


lm 


20  = 


84 


44 


39)  Equazione  del  cono  asintotico  di  una  quadrica  a 
centro: 

(39)  au  (X  —  Xo)*  +  «22  (y  —  yo)*  +  Os»  (a  —  «b)* 

+  2^12  {x  —  Xo)  (y  —  yo)  +  2ai8(x  —  xo)  {z  —  zo) 
+  2028  (y  —  yo)  («  —  «0)  =  0. 

40)  Equazione  di  un  piano  principale: 
Se  A;  è  una  radice  dell'equazione 

«11  —  k  0x2  €1x8 

(*21  ^22  —  A  ^28  *■  0, 

«81  an        <*88  —  4 


A(t)  = 


ed  I9  m,  n  è  la  corrispondente  soluzione  del  sistema 
(«11  —  t)l  +       a^m       4-       aizn       «=  0, 

Ogll         +  («28  —  1c)fn  4-  «28»  =  0, 

«81^      +       «32^       +  (a88—  *)n  «  0, 


un  piano  principale  della  quadrica  ha  Tequazione  (37),  od 
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anche,  se  la  quadrica  ha  il  centro   {x^j  y^j  Zq)^  la  equazione 

(40)  l(x  —  Zq)  +  m{y  —  y^)  +  n{z  —  z^)  =  0. 

41)  Equazione  della  quadrica  (32)  riferita  ai  propri  assi, 
nell'ipotesi  che  si  tratti  di  una  quadrica  a  centro: 

(41)  *xa^  +  hy^  +  ts«^  +  -^  =  0, 

dove  kij  kzy  Ih  sono  le  radici  dell'equazione  à  {k)  «  0. 

42)  Equazione  della  quadrica  (32)  riferita  ai  due  piani 
principali  xz^  yz  ed  al  piano  xy  tangente  nel  yertice,  nel- 
ripotesi  che  si  tratti  di  un  paraboloide: 


(42) 


kix^  +  k^y^  +  2zY~^  =  0, 


dove  %i,  k2  sono  le  due  radici   non   nulle  della  equazione 
A  (*)  =  0. 

43)  Equazione  dell'ellissoide  di  semiassi  a^b,  e: 

a;*         4/2         2* 

44)  Equazione  dell'iperboloide  ad  una  falda  di  semiassi 
trasversi  a,  by  non  trasverso  o: 

«*      v*      z* 


46)  Equazione   dell'iperboloide  a  due  falde  di  semiasse 
trasverso  a,  non  trasversi  fr,  e: 

a?       v^       z* 

46)  Piano  tangente  nel  ponto  (x',  y',  z')  alle  quadriche 
(43),  (44),  (45): 

(46)  ^  +  1^1  +  ^=1 

i  segni  dovendo  prendersi  come  nelle  relative  equazioni. 
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47)  Equazioni  ridotte  del  paraboloide  ellittioo  (segno 
Bnperìore)  o  iperbolioo  (s^gno  inferiore): 

(47)  —±L.=.2z  (P,g>o). 

48)  Piano  tangente  al  detto  paraboloide  nel   ponto 

(48)  5^±l^^z  +  ^. 


Per  la  discnsaione  dell'equazione  generale  di  una  qua- 
drioa  si  vedano  le  tabelle  di  pag.  676,  677. 
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Pag.     20,    linea  6  dal  basso  —  in  Inogo  di  —  si  legga  — • 

fi  fii 

»        28,    n^lla  forinola  (1)  rultima  parentesi  ya  preceduta  dal  fat- 
tore ^. 

»       38,    terz'nltima  linea  del  testo  «-  in  luogo  di  —  si  legga  -^. 

nelle  formolo  (8)  il  numeratore  ya  corretto  oosb  db'  —  a'b. 

terz' ultima  linea  —  i  numeri  (7),  (8)  yanno  soambiatL 

linea  16  dall'alto  —  nella  seconda  parentesi,  in  luogo  di  os, 
si  ponga  Xs. 

nella  formola  (3")  in  luogo  di  X*  sì  legga  F*. 

nella  formola  (7)  l^  ya  corretto  in  l\ 

nella  figura  le  lettere  b\  cT  deyono  esser  scambiate. 

ultima  linea  —  nella   seconda  parentesi  in  luogo  di  JT  si 
legga  Z'. 
321,    ultima  linea  del  testo  —  nelle  due  frazioni  ya  posto  il  de- 
nominatore a. 
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